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Unter den geschlossenen dreidimensionalen Riumen haben nur zwei 
in der auBertopologischen Mathematik allgemeine Bedeutung erlangt: der 
projektive Raum P, und der konforme Raum K,. Der projektive Raum 
entsteht, wenn man den euklidischen Raum — eine offene Punktmenge — 
durch uneigentliche Punkte so schlieBt, daB die projektiven Abbildungen 


umkehrbar eindeutig werden, der konforme, wenn man die gleiche Forderung 
Mathematische Annalen. 104. 1 
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fiir die reellen konformen Abbildungen, die Kugelverwandtschaften, stellt. 
Die Aufzihlung aller nicht stetig ineinander abbildbaren, geschlossenen, 
dreidimensionalen Raume ist eine ungeléste Aufgabe. Eine Dimension tiefer 
tritt jede geschlossene Flaiche als Diskontinuititsbereich einer diskreten 
Gruppe von metrisch starren Bewegungen der Kugel, der euklidischen oder 
der hyperbolischen Ebene auf. Es liegt daher nahe, die Diskontinuitits- 
bereiche dreidimensionaler diskreter Bewegungsgruppen der Hypersphire, 
_des euklidischen und des hyperbolischen Raumes auf ihre topologischen 
Eigenschaften zu untersuchen. Die vorliegende Arbeit"), die iibrigens keine 
besonderen topologischen Kenntnisse voraussetzt, beschrinkt sich auf die 
starren Bewegungen der Hypersphiire*), und zwar auf die der ersten Art. 
Es werden also nur orientierbare Raume von endlichen Fundamentalgrup- 
pen (also ohne wesentliche Bettische Zahlen) gewonnen (§ 9). Fundamen- 
talgruppe und numerische Invarianten aller vorkommenden Diskontinuitiats- 
bereiche werden ermittelt. Die Ausdehnung der Untersuchung auf die Be- 
wegungen zweiter Art und auf den euklidischen und hyperbolischen Raum 
liefert weitere Ergebnisse, ist aber noch nicht systematisch durchgefiihrt 
worden. 

Die Untersuchung des sphirischen Falles zerfailit in zwei Teile: Bewe- 
gungsgruppe und Fundamentalgruppe des Diskontinuttdtsbereiches. Im 
ersten Teil werden die endlichen Gruppen sphirischer Bewegungen voll- 
stindig abgehandelt (§ 1 bis 7). Der zweite Teil setzt mit dem Zusam- 
menhang von Bewegungsgruppe und Fundamentalgruppe ein ($8). Nach 
einer Erinnerung an die numerischen Invarianten (§ 9, § 10) findet das 
eigentliche Thema: die topologisch interessanten unter den Diskontinuitits- 
bereichen, seine Behandlung. Wir beschrinken uns im hier vorliegenden 
Teil der Arbeit auf die Drehgruppen (§ 11); unter ihnen erscheint ein 
einziger Poincaréscher Raum, der Dodekaederraum (§ 12). Die zur Demon- 
stration der numerischen Invarianten geeigneten Schulbeispiele, die sich 
besonders unter den Drehgruppen finden, kénnen auch, ohne ibre metrische 
Herkunft und ihre Stellung im Systeme der Bewegungsgruppen zu kennen, 
benutzt werden. — Die iibrigen Gruppen werden einer Fortsetzung der 
Arbeit vorbehalten. Es treten unter ihnen nichtaéhnliche Bewegungsgruppen 
auf, die nichthoméomorphe Diskontinuitatsbereiche haben, obwohl sie zur 
gleichen abstrakten Fundamentalgruppe gehéren. 


1) Die Arbeit ist aus einer Beispielsammlung einer von W. Threlfall an der Tech- 
nischen Hochschule Dresden gehaltenen Topologievorlesung hervorgegangen. 

*) Die reelle Punktmenge der Hypersphire des R,, der konforme Raum und der 
abstrakte dreidimensionale sphirische Raum; der Schauplatz der spharischen Geo- 
metrie, sind isomorph im Sinne von H. Weyl, Philosophie d. Math. u. Naturwiss., 
Sonderdruck a. d. Handbuch d. Philos. (Miinchen 1927), 8. 21. 
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§ 1. 
Bewegungen der dreidimensionalen sphirischen Geometrie. 


Die euklidisch starren Bewegungen des reellen*) vierdimensionalen 
Raumes R, um einen festen Punkt, den Nullpunkt, werden durch die 
reellen linearen homogenen Transformationen der Koordinaten gegeben, die 
die Quadratsumme 2? + 2}-+ 23-2}, die Entfernung vom Nullpunkt, 
ungeandert lassen. Sie fiihren imsbesondere die Einheitshypersphdre 
a? + 22+ 23+ x2? =1 in sich tiber. Nur mit solchen Bewegungen haben 
wir es zu tun; wir nennen sie die sphdrischen Bewegungen des R,. Die 
reellen Punkte der Hypersphire bilden namlich den Schauplatz der reellen 
dreidimensionalen sphdrischen oder konformen Geometrie; sie werden in 
die spaiter untersuchten Diskontinuitatsbereiche der endlichen spharischen 
Bewegungsgruppen zerlegt. 

Um die sphiarischen Bewegungen zu iiberblicken, betrachten wir den 
nullteiligen Hyperkegel 2? +- 2} +- 2} + 27=0, der ebenfalls in sich bewegt 
wird. Er tragt zwei Scharen von ‘7weidimensionalen) Ebenen auf sich, die 
durch den Nullpunkt gehenden isotropen Ebenen des reellen R,. Die bei- 
den Scharen sind nur durch eine spharische Bewegung zweiter Art (Trans- 
formationsdeterminante 1) ineinander iiberfiihrbar und werden darum 
als rechte und linke Schar unterschieden. Zwei Ebenen derselben Schar 
haben nur den Nullpunkt gemein, zwei Ebenen verschiedener Scharen 
schneiden sich in einer Mantellinie des Hyperkegels: isotrope Gerade des 
reellen R,. Wir haben es nur mit solchen Geraden, Ebenen und Hyper- 
ebenen des R, zu tun, die durch den Nullpunkt gehen, und wir werden 
diese Beschrinkung hinfort nicht immer ausdriicklich wiederholen. 


Durch Projektion der Punkte des R, vom Nullpunkt aus in die un- 
eigentliche Hyperebene P, ein dreidimensicnaler projektiver Raum 
gehen die isotropen Ebenen in die geradlinigen Erzeugenden der nullteiligen 
Kugel des P, iiber, welche der Schnitt des Hyperkegels und der Hyper- 
sphire mit der uneigentlichen Hyperebene ist, die Gruppe sphirischer Be- 
wegungen aber in die automorphen Kollineaticnen der nullteiligen Kugel 
des P,. Der P, wird durch diese Bewegungsgruppe zum dreidimensionalen 
elliptischen Raum, der auch durch Diametralpunktidentifizierung der reellen 
Punkte der Hypersphire entsteht und der Schauplatz der elliptischen Geo- 
metrie ist. Weil der sphirische, nicht der elliptische Raum die universelle 


%) Der komplexe R, ist eine offene Punktmenge, deren Punkte sich umkehrbar 
eindeutig den Quadrupeln komplexer Zahlen (z,,2,,7,,%,) zuordnen lassen. Der reelle 
R, geht dadurch aus ihm hervor, daB die Punkte, die in einem bestimmten Koordi- 
natensystem reelle Koordinaten haben, als reelle Punkte ausgezeichnet werden. 

1* 
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Uberlagerungsmannigfaltigkeit unserer Diskontinuitatsbereiche ist, interessiert 
uns nicht die elliptische, sondern nur die zu ihr zweistufig isomorphe 
sphiarische Geometrie. 

Den Mantellinien des nullteiligen Hyperkegels, also den isotropen 
Geraden, kann man umkehrbar eindeutig die reellen ortentierten Ebenen 
des R,, die durch den Nullpunkt gehen, zuordnen*‘). Jede nichtorientierte 
reelle Ebene schneidet den Hyperkegel in ihren beiden isotropen Geraden. 
_Einer nichtorientierten Ebene ist damit ein Paar konjugiert komplexer iso- 
troper Geraden zugeordnet. Diese Geraden werden in einem aus den bei- 
den reellen senkrechten Einheitsvektoren e, und e, bestehenden Koordina- 
tensystem der Ebene von den beiden Vektoren +7¢,+ e, saufgespannt. 
Orientiert man nun die Ebene durch Hinzufiigung eines Koordinatensysteuus, 
so kann man die orientierte Ebene mit der von + ie, +e, aufgespannten 
isotropen Geraden koppeln. Umgekehrt bestimmt jede isotrope Gerade j 
mit ihrer konjugiert komplexen j *) eine nichtorientierte reelle Ebene, und 
diese erhilt eine Orientierung durch Auszeichnung derjenigen Koordinaten- 
systeme, in denen die isotrope Gerade 7 vom Vektor -++7e,-+-e, aufge- 
spannt wird. Die zu zwei konjugiert komplexen isotropen Geraden gehéri- 
gen reellen orientierten Ebenen heiBen entgegengesetzt orientiert und iiber- 
lagern dieselbe nichtorientierte Ebene. 

Die spharischen Bewegungen erster Art des R, werden nach den iso- 
tropen Geraden eingeteilt, die sie in sich iiberfiihren. Mindestens vier solche 
isotrope Fixgeraden sind vorhanden. Denn die isotropen Ebenen jeder der 
beiden Scharen bilden ein binares Gebiet*), das von einer spharischen Be- 
wegung des R, eine lineare Transformation in sich erleidet. Wenn eine 
isotrope Ebene bei dieser Transformation festbleibt, so auch ihre konjugiert 
komplexe, die zur selben Schar gehért. Da keine isotrope Ebene reell ist, 
fallen die beiden Fixelemente dieser Transformation nicht in eines zusammen; 
es gibt daher in jeder Schar mindestens zwei getrennte isotrope Fixebenen, 
die nur in sich bewegt werden. Wir nennen die der rechten Schar E,, und 
E,,=E€,,, die der linken E,, und E,,—€,,. Sie schneiden sich in vier 


‘) Wir treiben hier nicht algebraische Geometrie und bauen daher nicht die 
reelle sphirische Geometrie in die komplexe der nichtausgearteten Hyperfliche zwei- 
ten Grades ein, sondern stellen die unseren topologischen Bediirfnissen genigenden 
Tatsachen der reellen sphirischen Geometrie zusammen. 

*) Mit Cherstreichen wird der Ubergang zum konjugiert komplexen Wert be- 
zeichnet. 

*) Ein binares Gebiet wird von Elementen gebildet, die umkehrbar eindeutig 
den Paaren von Verhaltniszahlen k, und k, zugeordnet sind. k, und k, durchlaufen 
unabhingig alle komplexen Zahlen mit Ausnahme des Paares (0,0). Man nennt ein 
binires Gebiet wohl auch Grundgebilde erster Stufe Vgl. E. Study, Uber S. Lies 
Geometrie der Kreise und Kugeln, Math. Annalen 86 (1922), S. 44. 
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paarweise konjugiert komplexen isotropen Geraden 
Ios js=h,» js» N=Is> 
die zwei weitere reelle Verbindungsebenen E,, und E,, haben. Die Ge- 
raden j, und j, spannen immer die mit E,, bezeichnete Ebene auf. - 
Die ersten vier Ebenen, die paarweise konjugiert komplexen isotropen, 
schneiden aus der nullteiligen Kugel des uneigentlichen P, gleichsam ein 
windschiefes Viereck von geradlinigen Erzeugenden aus, die beiden reellen 
Ebenen schneiden den P, in den beiden reellen Kanten (konjugierten Po- 
laren der nullteiligen Kugel), die das Viereck titans 
zum Tetraeder erginzen. Diese beiden Ebenen ; 
E,., und E,, stehen total senkrecht aufeinander. he ES < N 
Denn j, steht senkrecht auf j,, weil alle Ge- . 4 = Apna 
raden derselben isotropen Ebene aufeinander g 
senkrecht stehen; aus demselben Grunde steht z 





j, senkrecht auf j,, also auf allen Geraden von oe  occme  de 
E,,, und gleiches gilt von jq. Also stehen alle by Ew Ex 
Geraden von E,,, als linear abhingig von j, 

und j,, senkrecht auf allen von E,,, d.h.€,, Fig. 1 


und E,, sind total senkrecht und haben daher 
nur den Nullpunkt des R, gemeinsam. Die schematische Fig. 1 deutet die 
Lageverhaltnisse eines Schnittes mit dem uneigentlichen P, an. Die aus- 
gezogenen Linien stellen die beiden reellen Diagonalen des windschiefen 
Vierecks dar. Von jeder sphdrischen Bewegung des R, werden daher min- 
destens zwei reelle total senkrechte Ebenen in sich gedreht. — Die vier 
isotropen Geraden j,, j., j3, j, sind hiernach linear unabhangig und spannen 
den ganzen R, auf. 

Nun tritt eine dreifache Fallunterscheidung ein, je nachdem 

I. es sowohl in der rechten als in der linken isotropen Schar nur zwei 
Fixebenen gibt, oder 

II. in einer Schar zwei, in der andern alle Ebenen Fixebenen sind, oder 

III. in beiden Scharen alle Ebenen Fixebenen =ind. 


I. Allgemeine sphdrische Bewegung. 


Die beiden Ebenen E,, und E,, sind jetzt die einzigen reellen Ebenen, 
die in sich gedreht werden, j,, j, und j,, j, die einzigen koniugiert kom- 
plexen Geradenpaare, die in sich bewegt werden, deren Vektoren also etwa 
mit den Faktoren 


e'? «** e'”, e'? 


(i:) (in) (is) (ia) 
sich multiplizieren. Die Faktoren haben den Betrag 1 als Eigenwerte einer 
reellen orthogonalen Matrix. — Wire ~ =y, so wiirde die isotrope Ebene E,, 











6 W. Threlfall und H. Seifert. 


der rechten Schar eine homogene Ahnlichkeitstransformation mit dem 
Faktor e'* erleiden, weil zwei unabhingige ihrer Vektoren, namlich zwei, 
die die Geraden j, und j, aufspannen, sich mit diesem Faktor multiplizierten. 
Das gleiche geschahe mit der konjugiert komplexen Ebene E,, der rechten 
Schar. Also wiirde eine ganze Schar reeller Ebenen durch den Winkel 
in sich gedreht, namlich jede Ebene, die von einem Vektor der Ebene E,, 
und dem konjugiert komplexen der Ebene E,, aufgespannt wird. Wire 
-~ = —y, so trite ein gleiches fiir die beiden konjugiert komplexen Ebenen 
E,, und E,, der linken Schar ein — gegen die Voraussetzung der Einzig- 
keit von E,, und E,,. Hine allgemeine sphdrische Bewegung dreht daher 
zwei bestimmte reelle, total senkrechte Ebenen durch Winkel, die dem ab- 
soluten Betrage nach verschieden sind, starr in sich; Lage und Orientierung 
dieser Ebenen sowie die Drehwinkel bestimmen die Bewegung eindeutig. — 
Legt man ein Koordinatensystem in den R,, dessen 1—2- und 3—4-Ebene 
mit den orientierten, zu j, und j, gehdrigen reellen Ebenen iibereinstimmt, 
so nimmt in ihm die Matrix der spharischen Bewegung des R, die Winkel- 
form an: 


cosp —sing 0 0 

sin ¢ COs 0 0 0s gy<2a 
0 0 cosy —siny eps 
0 0 sin y’ COS Y | 


Mit anderen Worten: Das Koordinatensystem ist so gewahlt, daB die Ge- 
rade j, von dem Vektor +7¢,+-e, und j, von +7¢,-+-e, aufgespannt 
wird; ¢,, @,, €;, @, sind die Einheitsvektoren auf den Koordinatenachsen, 
und die sphirische Bewegung ist in ihm durch die Gleichungen 

i = x, cosp — x, sing 


ry = 2, sing +- 2x, cosy 


23> 2, cosy — x, siny 
z= 2, siny + 2, cosy 
gegeben. — Fir p=0 und y=—a ergibt sich die ,,Spiegelung“ des R, 


an der Ebene E,,. 


Il. Rechts- und Linksdrehung. 


Wenn alle isotropen Ebenen einer und nur einer Schar in sich be- 
wegt werden, so gehen die Schnittgeraden dieser isotropen Ebenen mit den 
beiden einzigen (konjugiert komplexen) Fixebenen der anderen Schar einzeln 
in sich iiber. Also gehen alle isotropen Geraden dieser beiden isotropen 
Fixebenen einzeln in sich iiber und keine andern. Je nachdem diese Ebenen 
der rechten Schar, wie E,, und E,,, oder der linken, wie E,, und E,,, 
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angehoren, heiBt die Bewegung eine Rechtsdrehung oder eine Linksdrehung. 
Eine Rechtsdrehung liegt daher vor, wenn y = y, etwa = y,, eine Links- 
drehung, wenn g = — y(mod2z), etwa =, ist. In dem erwahnten Ko- 
ordinatensystem nimmt daher eine Rechts- bzw. Linksdrehung die Winkel- 
form an: 


Rechts: » = y = x, Links: p = —y(mod2z2) = x, 
/cosy, —sing, 0 0 cosy, —sinz, 0 0 
sin 7, cosy, 0 0 siny, COSY, 0 0 
0 0 cosy, —siny, |” 0 0 cosy, siny, 
0 0 siny, cosy, 0 0 —sinz, cosy, 
0<4,<2a 0S4,< 22. 


Die reellen Ebenen, die durch eine Rechts- oder Linksdrehung in sich 
gedreht werden, stehen paarweise aufeinander senkrecht, weil mit einer 
Ebene wegen der Orthogonalitaét der Bewegung auch die total senkrechte 
bene in sich gedreht wird. Wir sagen, daB sie eine Rechts- oder Links- 
drehebenenkongruenz des R, bilden. Die Kongruenz wird durch zwei iso- 
trope, konjugiert komplexe Leitebenen der rechten oder linken Schar be- 
stimmt, das sind bei einer Rechtsdrehung die beiden einzigen in sich be- 
wegten Ebenen E,, und E,, der rechten Schar, deren samtliche isotrope 
Geraden einzeln in sich tibergehen, bei einer Linksdrehung entsprechend 
die Ebenen E,, und E,,. Jede isotrope Gerade der einen Leitebene spannt 
mit der konjugiert komplexen der andern eine reelle Kongruenzebene auf, 
und umgekehrt schneidet jede Kongruenzebene die beiden Leitebenen in 
konjugiert komplexen isotropen Geraden. Eine Kongruenz enthialt daher 
so viele Ebenen wie eine isotrope Ebene (durch den Nullpunkt gehende) 
isotrope Geraden, also co*. Durch jede Gerade geht genau eine Kongruenz- 
ebene hindurch. — Wie man eine Ebene durch Auszeichnung einer ihrer 
beiden isotropen Geraden orientiert, so eine Drehebenenkongruenz durch 
Auszeichnung einer ihrer beiden konjugiert komplexen Leitebenen: orten- 
tierte Rechts- baw. Linksdrehebenenkongruenz. Zwei entgegengesetzt orien- 
tierte Drehebenenkongruenzen iiberlagern dieselbe nichtorientierte Dreh- 
ebenenkongruenz. Orientierte Drehebenenkongruenz und Drehwinkel be- 
stimmen die Drehung eindeutig. Mit veranderlichem Drehwinkel beschreibt 
jeder Punkt des R, einen Kreis um den Nullpunkt in der durch ihn gehenden 
Kongruenzebene. 

Um uns hiervon ein dreidimensionales Bild zu machen, betrachten wir die 
Schnittgeraden der Kongruenzebenen mit dem uneigentlichen P, des R, (in § 7 tiber- 
dies die stereographischen Projektionen der Schnitte der Kongruenzebenen mit der 


Hypersphiare). Diese machen die reellen Geraden einer elliptischen Strahlenkongruenz 
aus, deren Leitgeraden die Schnitte der isotropen Leitebenen mit Jem P, sia’. Die 
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beiden Leitgeraden sind daher konjugiert komplexe geradlinige Erzeugende der null- 
teiligen Kugel des P,, und zwar beide der rechten oder der linken Schar; sie schneiden 
einander also niemals und sind immer verschieden. Die Drehkreise von der spharischen 
Lange 22 gehen bei der Projektion in zweimal durchlaufene Kongruenzgeraden von 
der elliptischen Linge z iiber. 

Die Bahngeraden einer Rechtsdrehung im P, lassen sich auf oo* verschiedene 
Weisen zu einer Schar von oo' ineinander geschachtelten einschaligen Hyperboloiden 
zusammenfassen, deren ,linke“ reelle geradlinige Erzeugende sie sind, wahrend zu- 
gleich die ,rechten“ Erzeugenden Bahngeraden einer Linksdrehung im P, sind Die 
beiden Leitgeraden der Rechtsdrehkongruenz bezeichnen wir mit £,, und E,,=€,,, 
die beiden Leitgeraden einer beliebigen Linksdrehkongruenz mit £,, und E,,=E., 
vgl. Fig. 1. Die vier geradlinigen Erzeugenden E,,,£,, und E,,,£,, der nullteiligen 
Kugel bilden ein windschiefes Viereck, in dem sich ein Biischel von Hyperboloiden, 
darunter auch unsere (reellen) einschaligen, schneidet. Jede reelle Gerade eines 
solchen einschaligen Hyperboloides trifft entweder E,, und E,, oder E,, und E,,, je 
nachdem sie zur linken oder rechten Schar gehért; sie ist somit eine Gerade der 
Rechtsdrehkongruenz oder der Linksdrehkongruenz. Die nullteilige Kugel ist selbst 
ein Hyperboloid des Biischels; ihre Erzeugenden E,, und E,, gehéren als Bilder zweier 
isotroper Ebenen der rechten Schar der rechten Erzeugendenschar an. Wir nennen 
daher folgerichtig die Bahngeraden der Rechtsdrehkongruenz, welche alle E,, und E,, 
treffen, die linken Erzeugenden der Hyperboloide. — Durch jeden reellen Punkt des 
P, geht genau ein Hyperboloid, also genau eine Gerace der Rechts- und eine der 
Linksdrehkongruenz. Diese beiden Geraden fallen zusaramen, das Hyperboloid artet 
in sie aus, wenn der Punkt auf einer der beiden gemeinsamen Geraden der Rechts- 
und Linksdrehkongruenz liegt, die die Diagonalen E,, und £,, des windschiefen Vier- 
ecks sind. Man kann diese beiden Geraden als die Achsen des Hyperboloidbiischels 
ansprechen. Sie sind in der Rechtsdrehkongruenz nicht vor anderen Kongruenz- 
geraden ausgezeichnet; ihre besondere Stellung hingt von der Aufteilung der Kon- 
gruenzgeraden auf Hyperboloide, oder, was dasselbe besagt, von der Auswahl der 
hinzugenommenen Linksdrehkongruenz ab. 


Ill. Identitat und Diametralpunktvertauschung. 


Der dritte noch mégliche Fall ist der, daB die spharische Bewegung 
des R, die Ebenen beider isotroper Scharen einzeln in sich bewegt. Dann 
ist sie zugleich Rechts- und Linksdrehung, daher mu8 in der Winkelform 
(8.7) pg =y und zugleich p = —y(mod2z) sein, also py = y=0 oder 
ye =y=a. Im ersten Fall liegt die identische Bewegung 2, im zweiten 
die Spiegelung am Nullpunkte, d. i. Diametralpunktvertauschung S vor. 
Diese beiden sphirischen Bewegungen sind die einzigen, dic zugleich Rechts- 
und Linksdrehung sind. — Zwei Bewegungen, die sich um eine Diametral- 


punktvertauschung unterscheiden, heiBen entgegengesetzt und werden bis- 
weilen als 


G* und G-=G'S 
voneinander unterschieden. Die Bezeichnung rechtfertigt sich damit, daB 
die Bewegung S die Ordnung 2 hat. Die Drehwinkel zweier entgegen- 
gesetzter Bewegungen unterscheiden sich um ein ungerades Vielfaches von 2. 
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§ 2. 
Rechts- und Linksdrehung. 

Nicht jede starre Bewegung des R, um den Nullpunkt ist eine Drehung, 
aber jede Bewegung erster Art G ist das Produkt einer Rechtsdrehung G, 
und einer Linksdrehung G,. Zunachst namlich ist das Produkt einer Rechts- 
drehung G, und einer Linksdrehung G, eine allgemeine Bewegung G. Denn 
die Rechtsdrehebenenkongruenz von G, und die Linksdrehebenenkongruenz 
von G, haben genau ein reelles Paar von Ebenen, E,, und E,,, gemeinsam. 
Fiihrt man ein Koordinatensystem ein, in dem beide Drehungen die Winkel- 
form annehmen (§1 8.6), so wird die eine Koordinatenebene E,, durch 
Y=A%-+% ie andere E,, durch y=y —y,(mod2z) gedreht. Es 
werden also zwei total senkrechte Ebenen durch Winkel gedreht, die dem 
absoluten Betrage nach verschieden sind, falls nicht etwa G, oder G, 
Diametralpunktvertauschung oder Identitat ist. Ist G, die Diametralpunkt- 
vertauschung S, also 7,2, so ist G,G,—G,S wieder eine Linksdrehung, 
die entgegengesetzte von G,, Drehwinkel = y,-+ 2 (mod22); entsprechend 
im linken Falle. Das Produkt G,G, ist daher eine allgemeine Bewegung, 
die nur in den vier Ausnahmefillen in eine Drehung ausartet. — Da die 
resultierende Bewegung von der Reihenfolge von G, und G, unabhangig 
ist, weil die beiden senkrechten Drehebenen und die beiden Drehwinkel 
und y, die charakteristischen Daten der Bewegung, es sind, so ist jede Rechts- 
drehung mit jeder Linksdrehung vertauschbar. — Liegt umgekehrt eine 
allgemeine starre Bewegung G vor, so gibt es genau eine Rechtsdrehebenen- 
kongruenz und eine Linksdrehebenenkongruenz, die die beiden in sich be- 
wegten Ebenen von G zu Kongruenzebenen hat. Wird die erste durch eine 
Rechtsdrehung G, um den Winkel 7, in sich gedreht, die linke durch eine 
Linksdrehung G, um den Winkel z,, so miissen, damit G,G,=—@ sei, die 
Gleichungen gelten (bei geeigneter Orientierung): 


9 =4,+%+ 2ka, 
y=4,—Ut2k'a, 
also 
1 ny 
a (e+ y) + (k +k )a, 


1 ’ 
L=ale—yv)t+(k—k )a. 
Da die Drehwinkel z, und y, das ganze Intervall von 0 bis 22 durchlaufen 


kénnen, la8t sich G in genau zwei entgegengesetzte Paare von einer Rechts- 
und einer Linksdrehung zerlegen’). 


*) Es ist fiir unsere Zwecke nicht erforderlich, diese Tatsache analytisch zu ver- 
folgen und die orthogonalen ,Drehmatrizen“ G, und G; anzugeben, in die sich jede 
orthogonale Matrix G zerlegen l4B8t. Vgl. hierzu E. Steinitz, Polyeder und Raum- 
einteilungen. Enc. math. Wiss. III, AB12 (1916), S. 126. 
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Die Rethenfolge der Faktoren eines Produktes von Bewegungen legen 
wir durch die Bestimmung fest, daB die Bewegung, die entsteht, wenn man 
erst die Bewegung A und dann die Bewegung B ausfiihrt, die Bewegung BA 
ist (von rechts nach links lesen!). Sind dann 


G; = Gi; Gri = Gini Gri (¢ = 1,2, 3) 

drei in Rechts- und Linksdrehung zerlegte Bewegungen, und ist 
pe G,= G, G,, 
so ist 

G7.G7,:=G;, oder G;,; 
und ebenso entsprechend 

Gis Gh =Gj,; oder Gi, 
wegen der Vertauschbarkeit von rechts und links, also 
entweder G7, = G26; und Gis:= GiGi 
oder Gi3=G;2G;,S und G3=— 6268. 
Die Zerlegung eines Produktes isi daher gleich dem Produkt der Zer- 


legungen der Faktoren in Rechts- und Linksdrehung bis auf eine Diametral- 
punktvertauschung. 


§ 3. 
Abbildung in Paare euklidischer R;-Drehungen. 


Die Zerlegung der allgemeinen spharischen Bewegung in Rechts- und 
Linksdrehung hat den Zweck, eine Gruppe sphiarischer Bewegungen des R, 
auf eine Gruppe von Paaren je einer Rechts- und einer Linksdrehung 
zuriickzufiihren (§ 4). Jede Gruppe von Rechts- oder von Linksdrehungen 
laBt sich weiter durch eine Gruppe sphirischer Bewegungen, also starrer 
Drehungen des euklidischen R, ersetzen, also die endlichen Gruppen durch 
die bekannten endlichen Gruppen gewoéhnlicher starrer Drehungen, die wir 
im folgenden platonische Gruppen nennen, weil sie einen der platonischen 
Kérper, vielmehr eine regelmaBige Kugelteilung in sich iiberfiihren. Den 
Obergang von der Drehung des R, zur Drehung dieses R, nehmen wir 
folgendermaBen vor. } 

Wir zeichnen im &, einen reellen Vektor e, also auf der Hypersphare 
einen Punkt ein fiir allemal aus. Jede Rechtsdrehebenenkongruenz schickt 
durch diesen ausgezeichneten Vektor e genau eine Kongruenzebene hindurch, 
ebenso jede Linksdrehebenenkongruenz. Die Auszeichnung des Vektors e 
erméglicht es daher, jeder Rechtsdrehebenenkongruenz eine Linksdreh- 
ebenenkongruenz zuzuordnen, namlich die, die dieselbe Kongruenzebene 
durch e schickt wie die Rechtskongruenz. Hiermit ist zugleich jeder Rechts- 
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drehung G, eine Linksdrehung G eindeutig zugeordnet. Ist E,, die mit 
e inzidente Drehebene von G, und wird sie von G, durch den Winkel x, 
gedreht, wenn man die Bezeichnung von §1 8.7 zugrunde legt, so soll 
Gj die Linksdrehung sein, die dieselbe Ebene durch 7j = — yz, dreht. G; ist 
dadurch charakterisiert, daB G;G,—G, den ausgezeichneten Vektor ¢ fest- 
la8t. Nun kommt es uns nicht auf die Zuordnung von G, zu Gj, sondern 
auf die zu G, an. G, ist eine sphirische Bewegung des R,, die E,, punkt- 
weise festlaBt (y,—0) und die zu E,, total senkrechte Ebene E,, durch 
den Winkel »,=2y7, dreht. Mit dem ausgezeichneten Vektor e bewegt G, 
den zu e senkrechten R, starr um den Nullpunkt in sich*). Damit ist die 
Abbildung einer Rechtsdrehung G, auf eine Drehung G, des ausgezeichneten 
R, geleistet. Die Drehung des R,, in die sich die Rechtsdrehung G, ab- 
bildet, kennzeichnen wir, wie auch sonst den Ubergang vom R, in den 
Bild-R,, durch Fettdruck. Ebenso wie eine Rechtsdrehung bildet sich 
jede Linksdrehung G, in eine Drehung G, des ausgezeichneten R, ab. 

Liegt umgekehrt eine Drehung des ausgezeichneten R, vor, so wird sie 
von einer eindeutig bestimmten, e festlassenden spharischen Bewegung des 
R, hervorgerufen, und diese ]aBt sich nach § 2 in zwei entgegengesetzte 
Paare einer Rechts- und einer Linksdrehung zerlegen, so daS man jeder 
Drehung des ausgezeichneten R, zwei entgegengesetzte Rechtsdrehungen G;* 
und G; und nach Belieben ebenso zwei Linksdrehungen G; und G; zuordnen 
kann, die sich in sie abbilden. Je nachdem man die R,-Drehung als Bild 
einer Rechts- oder Linksdrehung auffaBt, wird sie G, oder G, benannt. 

Sind die drei Rechtsdrehungen G,; (¢=1,2,3) in die drei R,- 
Drehungen G,; abgebildet und ist 


me Y 
Gs ame G,» G,., 
so auch 
_— Y . 
Gs 7: G,. Gs: 


dabei bedeutet das letzte Produkt die Drehung, die entsteht, wenn man 
erst G,,, dann G,, auf den R, ausiibt. Wenn namlich G,;— GiGi, 30 
ist Goo Goi = (Gir Gi:)(G,2G,1) wegen der Vertauschbarkeit von Rechts- 
und Linksdrehung, und weiter — Gj; G,3, wenn Giz Gi; = Gis gesetzt wird. 
Weil aber diese spharische Bewegung den Vektor e festlaBt, bewirkt sie 
dieselbe R,-Drehung wie das Bild G,, der Rechtsdrehung G,,. 

Da wir die allgemeine spharische Bewegung des R, in eine Rechts- 
drehung und eine Linksdrehung und ebenso in die beiden entgegengesetzten 
Rechts- und Linksdrehungen zerlegen kénnen, eine Rechtsdrehung [Links- 


*) Die punktweise feste Ebene E,, wird von dem ausgezeichneten Vektor e und 
der Drehachse e, der starren R,-Drehung aufgespannt, E,, liegt in diesem R, und steht 
in ihm senkrecht auf e,. 
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drehung} und ihre entg:gengesetzte sich aber in ein und dieselbe Drehung 
G,(G,] des ausgezeichieten R, abbildet, so bildet sich jede spharische 
R,- Bewegung eindeutig in ein geordnetes Paar (G,,G,) von Drehungen 
des ausgezeichneten R, ab. Umgekehrt bestimmt jedes solche Paar eine 
sphirische R,-Bewegung bis auf Diametralpunktvertauschung. 

Ist insbesondere G,=—G,, so bildet sich in das Paar (G,,G,) die 
sphirische R,-Bewegung ab, die den Vektor e festlaBt und im ausgezeich- 
neten R, die Drehung G, = G, bewirkt, und die entgegengesetzte Bewegung. 

Sind hiernach die spharischen R,-Bewegungen G, und G, in die Paare 
von R,-Drehungen (G_,, G,,) und (G,,, G@,,) abgebildet, so das Produkt 
G, G, in das Paar (G,,G,,, @,.G@,,). Jede richtige Beziehung zwischen 
R,-Bewegungen geht daher in eine richtige Beziehung zwischen den rechten 
und zwischen den linken Bilddrehungen iiber. 

Es geht uns noch die Frage an, wie sich die beiden Bilddrehungen 
einer sphirischen Bewegung des R, in dem ausgezeichneten R, andern, 
wenn man diesen FR, durch einen neuen R,, den Vektor e also durch einen 
andern ausgezeichneten Vektor ersetzt. Anstatt den Ubergang von einem 
ausgezeichneten R, zu einem andern vorzunehmen, wollen wir den urspriing- 
lichen R, beibehalten, dafiir aber alle Bewegungen des R, mit einer Be- 
wegung 7'= 7 7, transformieren. Eine Bewegung G des R, geht hierbei 
iiber in die transformierte Bewegung G’=T7TGT™. Bildet sich nun 
G in das Paar (G,,G,) =G, T=T,T, in das Paar (7, T,)= T ab, 
so ist das Bild von G’: G’ = TG T-!=(T,, T)-(G,,G.)-(7, , Tr’) 
=(T,G,T,*, TG; 7"). D. h. bei Transformation der Gruppe aller 
R,-Bewegungen mit 7 = 7,7, transformiert sich die Gruppe der rechten 
{linken} Anteile der Bildpaare mit dem Bilde T, [ 7,] der Rechts- [ Links- | 
Drehung, in die 7 zerlegt ist. Ist insbesondere 7' eine Linksdrehung, so 
werden nur die linken Anteile der Bildpaare transformiert. J und 7, sind 
keinen Einschriankungen unterworfen, d.h. durchiéuft 7 alle Bewegungen 
des R,, so das Bild (7,, T,) alle méglichen Paare von Bewegungen des R,. 

Hat man also, um die Begriffe zu fixieren, eine Reihe von Rechts- 
drehungen des R,, deren Bilder im R, ein bestimmtes Oktaeder in sich 
iiberfiihren, und eine Reihe von Linksdrehungen, deren Bilder ein Tetra- 
eder in sich drehen, so kann man durch eine Transformation aller Be- 
wegungen des R, mit einer geeigneten Bewegung T' jede beliebige Lage der 
beiden Kérper in dem R,, insbesondere jede beliebige gegenseitige Lage 
erreichen. Wie bemerkt, kénnte man ebensogut die Bewegungen des R, 
ungeandert lassen, dafiir aber zu einem neuen ausgezeichneten R, iibergehen, 
in dem die platonischen Kérper die gewiinschte Lage gegeneinander ein- 
nehmen. Anwendung hiervon wird in § 6 S. 28, in $11 S.59 und bei 
Behandlung der Rechtecksgruppen gemacht. 
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Zwei R,-Gruppen, die ineinander durch Transformation mit einer R,- 
Bewegung iibergehen, heiBen (metrisch) ahnlich und werden nicht als ver- 
schiedene Bewegungsgruppen angesehen. Zu einer ahnlichen R,-Gruppe iiber- 
gehen, heiBt im ausgezeichneten R, alle Drehungen G, mit ein und derselben 
R,-Drehung T, und alle Drehungen G, mit ein und derselben Drehung 7, 
transformieren. Umgekehrt sind zwei R,-Gruppen, deren Bilder sich in dieser 
Weise nur durch die Orientierung der rechten und linken Anteile unter- 
scheiden, ahnlich. Die Bilder ahnlicher R,-Gruppen bezeichnen wir gelegent- 
lich als Ghnliche Paargruppen (vgl. § 4). 

Das Ergebnis ist: Nach Auszeichnung eines Vektors e des R, bilden 
sich umkehrbar eindeutig je zwet entgegengesetzte sphdrische R,- Bewegungen 
G* und G in ein geordnetes Paar (G,, G,) starrer Drehungen des zu e 
senkrechten R, derart ab, daB dem Produkt zweier R,-Bewegungen das 
Paar von R,-Drehungen entspricht, das aus den Produkten der einzelnen 
Drehungen G,, und G, besteht. Durch geeignete Wahl von e kann man 
die Gesamtheit der Drehungen G, gegen die Gesamtheit der Drehungen G, 
beliebig orientieren. Zerlegt man die R,-Bewegung G in Rechts- und Links- 
drehung G, und G,, so sind die Drehwinkel y, und x, der beiden Bild- 
drehungen G, und G, doppelt so groB wie die Drehwinkel zy, und 7, von 
G, und G,. Zwischen den beiden Drehwinkeln gy und wy der allgemeinen 
Bewegung G und den Drehwinkeln der beiden Bilddrehungen im R, besteht 
daher (nach § 2 8.9) die Beziehung 


%=Pt+y, L=?-y (mod 2 z). 


Die reellen elliptischen Bewegungen des P, und damit bis auf Diametralpunkt- 
vertauschung die reellen sphirischen Bewegungen des R, werden gewoéhnlich durch 
zwei ¢-Substitutionen 


of = Seb +B, und of th 
— 6,0, + @, — BC+ &, 
charakterisiert, die die Transformationen der rechten und linken Schar isotroper 
Ebenen festlegen. Die Beziehung dieser zu unserer Darstellung wird von den 
orientierten Drehebenenkongruenzen vermitielt. Die reellen orientierten Rechts- 
drehebenenkongrenzen z. B. lassen sich einerseits umkehrbar eindeutig auf die 
isotropen Ebenen der rechten Schar, nimlich auf eine ihrer beiden konjugiert kom- 
plexen Leitebenen beziehen, anderseits auf die reellen orientierten Geraden des 
ausgezeichneten R,. Jede solche Rechtskongruenz schickt nimlich durch den aus- 
gezeichneten Vektor e genau eine orientierte Ebene, der genau eine in ihr gelegene 
und auf e senkrechte orientierte Gerade zugeordnet werden kann; diese ist das Bild 
der Rechtsdrehebenenkongruenz. Wir wollen den von diesen orientierten Bildgeraden 
der Rechtsdrehkongruenzen erfiillten Bild-R, mit R,, bezeichnen und ihn dem aus- 
gezeichneten Teil-R, des R, tiberlagert denken. Bei einer beliecbigen spharischen 
R,-Bewegung geht R,, in sich tiber, was vom Teil-R, im allgemeinen nicht gilt. AuBer- 
dem iiberlagern wir dem R, einen Bild-R,, R,,, der Linksdrehebenenkongruenzen. Eine 
Bewegung G, des R,, die den ausgezeichneten R, in sich dreht, bewegt R,, und R,, 
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so, als ob sie starr mit dem R, verbunden waren. Zerlegt man G, in G, und G}: 
G,=G/G,, und iibt statt G, die Rechtsdrehung G, auf den R, aus, so erleidet R,, 
dieselbe Bewegung wie von G,, da R,, bei jeder Linksdrehung festbleibt. R,, fiihrt 
also bei einer Rechtsdrehung G, eine starre Drehung aus, und daher bei jeder 
spharischen Bewegung des R,. Entsprechendes gilt von dem Raum R,,, der sich 
unabhingig von R,, bewegt. — In dem R,, kann man die Einheitskugel um den 
Nullpunkt legen, sie als komplexe Zahlenkugel auffassen und damit jede orientierte 
Rechtsdrehebenenkongruenz, also mittelbar auch jede isotrope Ebene der rechten 
Schar, durch einen komplexen Parameter charakterisieren, den man bei passender 
Numerierung der isotropen Ebenen der rechten Schar mit dem Parameter [, zur 
Deckung bringen kann. — Hiermit ist die bekannte Tatsache®) erklart, da8 der Para- 
meter ¢, der rechten isotropen Ebenen bei einer starren Bewegung des R, um den 


Nullpunkt eine ¢-Substitution erleidet, die einer starren Drehung der ¢-Kugel 


entsprichbt, und da8 der Drehwinkel der zu dieser sphirischen R,-Bewegung gehérigen 
Rechtsdrehung halb so gro8 ist wie der Drehwinkel der ¢-Kugel; denn wir haben 
gesehen, daB er halb so groB ist wie die von G, bewirkte Drehung G, des aus- 
gezeichneten R,. ‘ 


§ 4. 
Gruppenpaarung. 


Von der einzelnen spharischen Bewegung G gehen wir zu den Gruppen 
sphdrischer Bewegungen, G, iiber. Das Ziel ist, diese Gruppen aus den 
bekannten endlichen Drehungsgruppen des R,, den platonischen Gruppen, 
zusammenzusetzen. Die Aufgabe zerlegt sich in die folgenden zwei Fragen. 

Nach § 3 8.12 entspricht jeder spharischen Bewegungsgruppe & des 
R, eine Gruppe von geordneten Paaren von R,-Drehungen (G,, G,). Es 
handelt sich also erstens darum, aus den bekannten platonischen Gruppen 
von einzelnen Drehungen die Gruppen von Paaren solcher Drehungen ab- 
zuleiten — Gruppenpaarung. Sodann aber bilden sich in jedes Paar (G_, @,) 
von R,-Drehungen zwei entgegengesetzte sphirische Bewegungen des R,, 
G* und G~, ab. Es fragt sich daher zweitens, wann die ?,-Gruppe G 
zweistufig und wann sie etwa einstufig isomorph zu der Paargruppe © 
des R, ist — Hinstufigkettsfrage (§ 5). 


*) E. Goursat, Substitutions orthogonales, Ann. Ec. Norm. (3) 6 (1890). Diese 
ergebnisreiche und leicht lesbare Arbeit behandelt nicht eigentlich die orthogonalen 
Substitutionen, sondern solche, deren Koeffizienten noch mit einem gemeinsamen 
willkiirlichen Faktor behaftet sind, also nicht die sphirischen Bewegungen des R,, 
sondern die elliptischen des P,, nicht die homogenen orthogonalen Substitutionen 
von vier inhomogenen, sondern von vier homogenen Verinderlichen. Die endlichen 
Gruppen dieser Substitutionen — mit unseren Paargruppen 1-isomorph —- sind mit 
einer Ausnahme (§ 4 8. 18 FuBnote und § 4 8, 22) vollstandig angegeben. — Da es 
uns auf eine vollstandige Ermittlung aller sphirischen Bewegungsgruppen und 
nicht der elliptischen ankommt, miissen wir uns der langwierigen Aufgabe ihrer Auf- 
zihlung unterziehen und kénnen nicht auf die Goursatsche Arbeit verweisen. 
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Die Gruppenpaarung ist von E. Goursat (s. FuBnote *), loc. cit. § 11, 12) 
behandelt worden*®). Wir geben hier die Lésung wieder. 

Das Verkniipfungsgesetz der Paare von R,-Drehungen (G,, G,) bestand 
darin, daB die ersten Elemente und die zweiten Elemente multipliziert werden. 
Wir bezeichnen das Paar (G,, EF), das nicht in unserer Paargruppe © 
enthalten sein muB, mit AR, das Paar (£,G,) mit L; E bezeichnet das 
Einheitselement. Die Elemente R bilden fiir sich eine Gruppe ®t, die Ele- 
mente [ eine Gruppe 2. Jedes Element von ® ist mit jedem von @ ver- 
tauschbar, und die Elemente der Paargruppe © sind unter den Produkten 
RL enthalten. Mit anderen Worten: © ist Untergruppe des direkten 
Produktes der Gruppen % und &. Umgekehrt ist jede Untergruppe des 
direkten Produktes eine Paargruppe ©. Es erwichst uns also die Aufgabe. 
alle Untergruppen des direkten Produktes RL zweter gegebener abstrakter 
Gruppen R und 2 zu finden. Nicht jede Untergruppe des direkten Pro- 
duktes RZ ist direktes Produkt einer Untergruppe von ® mit einer Unter- 
gruppe von &. 

Ist @ eine der gesuchten Gruppen, so enthilt sie gewisse Elemente 
von $i, mindestens das Einheitselement. Diese bilden in ihrer Gesamtheit 
eine Untergruppe t von ®. Anderseits bildet die Menge der Elemente 
von %, die an der Bildung von Elementen von & iiberhaupt beteiligt sind, 
ebenfalls eine Untergruppe von 8. Wir diirfen und wollen annehmen, daB 
diese mit }i selbst zusammenfillt, weil wir im andern Falle schon in unserer 
Aufgabe 9% durch die Untergruppe hiatten ersetzen kénnen, da doch die 
iibrigen Elemente von ® fiir die Paarung keine Rolle spielen wiirden. Die 
Elemente von ®, die nicht zu r gehéren, treten alsdann nur in Verbindung 
mit Elementen von 2 in © auf. Entsprechendes gilt von der Gruppe 2. 

Die Elemente von #2 ordnen wir in einer 
Tafel mit doppeltem Eingang an. Den oberen Ein- 
gang bilden die Elemente von ®, den linken die 
von 2. Indem wir ® in t und die Restklassen**) 
von t zerlegen und ebenso @ in die entsprechend 
definierte Untergruppe | und deren Restklassen, 
teilt sich die Tafel in kleinere Rechtecke ein. Sind 
m und n die Ordnungen von ® und 2**), w und 
vy die von t und [, so enthalt die gesamte Tafel mn Elemente — Ordnung 
des direkten Produktes # 2 —, die kleineren Rechtecke aber «» Elemente. 
Die Elemente des linken oberen Rechtecks mégen t und { zum oberen und 


%) Vgl. auch G. Vivanti, Fonctions polyédriques (Paris 1910), 8. 12. 

11) Auch Nebenkomplexe oder Nebengruppen genannt. In der Bezeichnung folgen 
wir H. Hasse, Héhere Algebra (Sammlung Géschen 1926), I, 8. 60. 

12) Die hier eingefiihrten Bezeichnungen werden in der ganzen Arbeit beibehalten. 
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linken Eingang haben; sie bilden eine Gruppe, das direkte Produkt rf = gq, 
das sicher Untergruppe unserer Paargruppe © ist und die Ordnung , » hat. 
—t ist invariante Untergruppe von ®. Denn ist » ein Element von r, 
RL irgendein Element von @, so ist (R-L)“*r(R-L)= RR" rR, weil 
alle Elemente von ® mit allen von 2 vertauschbar sind. Dies Element ist 
daher wie 7 selbst ein gemeinsames Element von © und ®, also zu t ge- 
hérig. Ebenso ist die Gruppe { der gemeinsamen Elemente von 6 und 2 
_ invariant in 2 enthalten. Hieraus folgt, daB auch die Gruppe g= tl! in- 
variant in © enthalten ist. 

Von jeder Zeile unserer rechteckigen Tafel gehéren genau so viele 
Elemente der Untergruppe © an wie von der ersten Zeile, also ~4. Denn 
multipliziert man die Gruppe © mit einem ihrer Elemente RL, so geht 
hierdurch die gesamte Zeile mit dem linken Eingang L~™ in die erste Zeile 
iiber, d. h. in die mit dem Eingang EZ. Also enthalt wegen der umkehrbaren 
Eindeutigkeit der Gruppenmultiplikation die Zeile mit dem Eingang L™’, 
also jede Zeile, so viele Elemente aus © wie die erste. Die rechten An- 
teile der zu @ gehérigen Elemente einer Zeile fallen alle in die gleiche 
Restklasse von t in ®, denn sie gehen durch Multiplikation mit einem 
Elemente von ® in t iiber; entsprechendes gilt fiir die linken Anteile. 
Mit jedem Element RL von © gehéren daher die simtlichen Elemente 
des Rechtecks # L-g zu @. Das sind die Elemente, deren oberer Eingang 
die R enthaltende Restklasse von t in ®, und deren linker Eingang die 
L enthaltende Restklasse von | in 2 ist. Hiermit wird © in lauter Recht- 
ecke g, q’,...,q@%-” zerlegt, und diese bilden die Zerlegung von @ in die 
Restklassen von g. Bei geeigneter Anordnung der Restklassen von t und [ 
stoBen die Rechtecke in der Tafel lings der Hauptdiagonale aneinander 
(Fig. 2). Die Quotientengruppen ®/r, 2/1, G/gq sind einstufig isomorph, 
da die Restklassen und ihre Multiplikation in ® und @ einander ent- 
sprechen. Es ist 


m==ju die Ordnung von ®, 
n=jyv die Ordnung von Q, 
g=jpuy die Ordnung von 6, 
j der gemeinsame Index von tr in ®, [ in 2 und g in 6. 

Um aus gegebenen Gruppen R und Z alle Untergruppen © ithres 
direkten Produkies R2 abzuleiten (alle solchen, an deren Bildung alle Ele- 
mente von ® und alle von 2 wirklich teilhaben), hat man daher alle 
invarianten Untergruppen von ® und 2 zu durchmustern. Finden sich 
darunter zwei, t und 1, mit einstufig isomorphen Quotientengruppen ® /|t 
und 2/1, so geben sie zur Bildung von einer oder mehreren Gruppen © 
AnlaB. Umgekehrt erhadlt man so alle Untergruppen der bezeichneten Art. 
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Zur Erlauteru.g fiihren wir drei extreme Fille der Gruppenpaarung an: 


1. 2 besteht aus dem Einheitselement allein. Dann gibt es nur die 
eine Paargruppe © = ®. Den Paaren (G,, EZ) von ® entsprechen im R, 
Rechtsdrehungen, die eine Rechisdrehgruppe R bilden. 

2. Der gemeinsame Index j ist =1. Die Quotientengruppe besteht 
aus dem Einheitselement. © wird nur von einem Rechteck, der ganzen 
Tafel, Fig. 2, gebildet: direktes Produkt © —=®R2. 

3. R und Z stimmen mit der Quotientengruppe iiberein, r und | be- 
stehen also beide aus dem Einheitselement; j= m—=n. Die Elemente von 
@ stehen alle in der Diagonale der alsdann quadratischen Tafel: Diagonal- 
gruppen. 

Die iibrigen Paargruppen, bei denen also weder die Quotientengruppe 
@/g noch beide Untergruppen rt und { aus dem Einheitselement bestehen, 
nennen wir gelegentlich Rechtiecksgruppen, weil unsere rechteckige Tafel 
Fig. 2 dann in kleinere Rechtecke zerfillt, die weder in einzelne Elemente 
(Diagonalgruppen) noch in eine Zeile (Rechtsdrehgruppen) noch in: die 
ganze Tafel (direkte Produkte) ausgeartet sind. 

Die Gruppenpaarung ist ein Verfahren, das sich auf abstrakte Gruppen 
bezieht. Wenden wir es insbesondere zur Bildung unserer Paargruppen von 
Drehungen des R, an, so haben wir fiir ® und 2 unabhangig voneinander 
die fiinf verschiedenen platonischen Gruppentypen einzusetzen: zyklische, 
Dieder-, Tetraeder-, Oktaeder-, Ikosaedergruppe. Die Paargruppen zerfallen 
danach in 15 Klassen. Innerhalb jeder Klasse hat man die Gruppenpaarung 
anzuwenden, d.h. r und | von gemeinsamer Quotientengruppe aufzusuchen. 
Man kann daher die Gruppen jeder Klasse nach der Quotientengruppe © /g 
weiter feinteilen, etwa mit der aus dem Einheitselement bestehenden Quo- 
tientengruppe, also mit den direkten Produkten beginnend. Beispiele folgen 
in § 6. Wir benutzen eine weniger systematische, den topologischen Zwecken 


angepaBte Einteilung, geben aber als Uberschrift jedesma! die Klasse, also 
R und &, an. 


Auch wenn ®, 2, 1,1 festliegen, gehéren zu dieser Wahl unter Um- 
stinden noch mehrere verschiedene Paargruppen @. Jede Restklasse von 
2/t wird mit einer bestimmten Restklasse von ®/t gepaart und er- 
reugt eine Restklasse von g in @, ein Rechteck. Die einzige Bedingung 
die der Paarung auferlegt ist, besteht darin, da8 nur solche Elemente der 
beiden Quotientengruppen gepaart werden, die einander vermége einer 
1-isomorphen Abbildung von ®/t und 2/{ entsprechen. Eine solche Ab- 
bildung 1a8t sich nun im allgemeinen auf verschiedene Weise vornehmen. 
Man gelangt von einer Abbildung zu jeder anderen, wenn man etwa die 
Restklassen von t in ® festlaBt und auf die Elemente von 2/{ einen 


Mathematische Annalen. 104. 2 
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Automorphismus der Quotientengruppe ausiibt**). Man erhilt also zunachst 
so viele Paargruppen © als die Quotientengruppe 2/{ Automorphismen 
zulaBt. Zwei solche Paargruppen stellen zwar verschiedene Untergruppen 
des direkten Produktes R2 dar, kénnen aber trotzdem Ahnlich sein (§ 3 
8.13). Man gelangt namlich von einer Paargruppe © zu einer ahnlichen 
@’, wenn man alle Elemente von ® mit ein und derselben R,-Drehung 
T, und alle Elemente von 2 mit ein und derselben R,-Drehung 7, trans- 
- formiert und TG, T mit 7,G6;7;° paart, wenn in 6 G, mit G, ge- 
paart waren. Die Paare (7, G, 7, ', T;G, 7; ‘) bilden die ahnliche Gruppe 6’, 
die als nicht verschieden von © betrachtet wird. Die zu R,2,r,1 gehéri- 
gen Untergruppen von ® 2 zerfallen also in Klassen ahnlicher; indem man 
aus jeder Klasse einen Repriisentanten auswahlt, erhalt man ein vollstindiges 
System nichtahnlicher Paargruppen. 


Wir haben hiernach zwei Aufgaben vor uns: 1. séméliche Automorphismen der vor- 
kommenden Quotientengruppen aufzustellen, 2. zu untersuchen, wie viele nichtdhnliche Paar- 
gruppen durch die Automorphismen entstehen. — Die Quotientengruppen der platonischen 
Gruppen sind bekanntlich wieder platonische Gruppen. Wir berichten daher zunichst 
aber die Automorphismen der platonischen Gruppen. Besonders interessieren uns da- 
bei die Automorphismen, die sich bewirken lassen durch Transformation der Grupp: 
mit einer Drehung des R, (die nicht notwendig selbst zur Gruppe zu gehéren, also 
keinen inneren Automorphismus zu bewirken braucht). Wir sagen dann, daB dieser 
Automorphismus innerhalb der Gruppe aller Drehungen liege. 


I. Zyklische Gruppe, erzeugt von Z, Relation Z*= E. Der Automorphismus ist 
bestimmt durch das Element, in das sich Z abbildet: Z-» Z”. p mu8 prim zu n 
sein, damit ein Automorphismus entsteht. Die zyklische Gruppe hat, weil abelsch, 
nur éuBere Automorphismen. Dagegen gibt es fir » > 3 einen innerhalb der Gruppe 
aller Drehungen gelegenen Automorphismus. Fa8t man nimlich die zyklische Gruppe 
als Untergruppe einer Diedergruppe auf, so geht Z durch Transformation mit der 
Drehung um eine Nebenachse des Dieders in Z~* iiber und somit jedes Element der 
zyklischen Gruppe in sein reziprokes. Dieser Automorphismus liegt innerhalb der 
Diedergruppe, alzo erst recht innerhalb der Gruppe aller Drehungen. Andere Auto- 
morphismen innerhalb der Gruppe ailer Drehungen gibt es nic™t. 

Ila. Diedergruppe der Ordnung n=2n'>6. Z erzeuge die gréBte zyklische 
Untergruppe, D sei eine Drehung um eine Nebenachse. Die Automorphismen sind 
gegeben durch Z-» Z”, D+ DZ", p prim zu n’, q beliebig. Innerhalb der Gruppe 
aller Drehungen liegen die Automorphismen ZZ, D+ DZ‘ und Z— Z-, 

4%) DaB durch einen Automorphismus der Quotientengruppe 2/1 — natiirlich 
durch einen solchen, der sich nicht von cinem Automorphismus der ganzen Gruppe 2 
bewirken ]48t — schon abstrakt verschiedene (d. h. nicht 1-isomorphe) Paar- 
gruppen entstehen kénnen, zeigt folgendes Beispiel: ® und 2 Diedergruppen der Ord- 
nungen 4’ und 4»’, w’ und »’ verschiedene Primzahlen, t und | zyklische Gruppen 
der Ordnungen yu’ und »’, gemeinsame Quotientengruppe also Vierergruppe. Die 
sechs &uBeren Automorphismen der Vierergruppe erzeugen Paargruppen, von denen 
eine ein Element der Ordnung 2’ »’ besitzt, eine andere dagegen kein Element so 
hoher Ordnung aufweist. Vgl. auch § 4 8. 22. 
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D-—-DzZ ‘. Die erstgenannten Automorphismen erhilt man durch Transformation 
mit der Drehung um die Hauptachse des Dieders, die die Achse von D in die Achse 
von DZ‘ iiberfiihrt, die zweitgenannten durch Transformation mit einer Drehung 
um eine Nebenachse des Dieders oder um die Winkelhalbierende zweier benachbarter 
Nebenachsen. 


IIb. Diedergruppe der Ordnung 4 (Vierergruppe); hat als Abelsche Gruppe nur 
aéuBere Automorphismen, und zwar, da ihre drei Elemente der Ordnung 2 gleich- 
berechtigt sind, 3!=6; sie liegen alle innerhalb der Gruppe aller Drehungen. 


Ill. Tetraedergruppe; hat einen einzigen**) auBeren Automorphismus. Er liegt 
innerhalb der Gruppe aller Drehungen, denn er ist ein innerer Automorphismus der 
Oktaedergruppe, als deren Untergruppe man die Tetraedergruppe ansehen kann (Ver- 
tauschung von Tetraeder und Gegentetraeder). Bei diesem Automorphismus werden 
die drei Restklassen der Vierergruppe innerhalb der Tetraedergruppe vertauscht. 


IV. Oktaedergruppe; hat nur innere Automorphismen. 


V. Ikosaedergruppe; hat einen &uBeren Automorphismus, der zugleich auBerhalb 
der Bewegungsgruppe liegt. Diesen Automorphismus ermittelt man durch folgende 
Uberlegung: Wahrend zwei Zweierdrehungen (um ,Querlinien*) des Ikosaeders nicht 
die Ikosaedergruppe, sondern eine Untergruppe (Diedergruppe der Ordnung 4, 6 oder 
10) erzeugen, kénnen uns zwei Dreierdrehungen C, und C, zu Erzeugenden der 
Ikosaedergruppe dienen. Aber nur dann erzeugen C, und C, die Ikosaedergruppe, 
wenn ihre Achsen durch benachbarte Eckpunkte eines Dodekaeders gehen, im 
anderen Falle nur eine Untergruppe, die Tetraedergruppe. Die wesentlichen Relationen 
sind C? = 0} =(C, C,)°=E. Man erkennt an Hand der Ikosaederfigur (weniger leicht 
durch Rechnung), da8 dies alle wesentlichen Relationen sind. Sucht man einen 
auBeren Automorphismus, so darf man annehmen da8 die Drehung C, in sich iiber- 
geht: C{=C,. Andernfalls kénnte man durch Multiplikation mit einem geeigneten 
inneren Automorphismus zu diesem besonderen fuBeren gelangen. C, kann alsdann 
nur in eine Dreierdrehung C! mit einer zu C, benachbarten Achse iibergehen, da 
sonst C{=C, und C! eine Tetraedergruppe und nicht die Ikosaedergruppe erzeugen 
wiirden. Durch Multiplikation des Automorphismus mit einem innern Automorphis- 
mus, nimlich durch Transformation der Gruppenelemente mit C, oder C? kann man 
erreichen, da8 auch die Achse von C) mit der von OC, zusammenfillt. Danach ist 
der einzige mégliche auBere Automorphismus durch C{ =C,, C}= Cy* gegeben. In 
der Tat bestimmt diese Ersetzung der Erzeugenden einen Automorphismus, da aus 
den wesentlichen Relationen der alten Erzeugenden C,, C, dieselben Relationen fir 
die neuen Erzeugenden C/, C! folgen. DaB C{* = C]* = £ ist, ist offenbar; (C{ 0{)°=E 
gilt aber, weil C, C>* eine Fiinferdrehung des Ikosaeders ist. Der Automorphismus 
liegt auBerhalb der Gruppe aller Drehungen, ist also erst recht ein aéuBerer der Iko- 
saedergruppe, da C, C, und C{C} um absolut verschiedene Winkel drehen, die inner- 
halb der Gruppe aller Drehungen gelegenen Automorphismen aber die Drehwinkel 
ihrem absoluten Betrage nach nicht andern. 

Die zweite Frage, wie viele nichtahnliche Paargruppen durch die eben ermittel- 
ten Automorphismen der Quotientengruppe 2/1 entstehen, beantworten wir der Reihe 
nach fiir die einzelnen vorkommenden Quotientengruppen. 


4) Die inneren Automorphismen bilden bekanntlich einen Normalteiler aller 
Automorphismen; auBere Automorphismen, die in derselben Restklasse des Normal- 
teilers liegen, zihlen wir als nicht verschiedene auBere Automorphismen. 

Q* 
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1. Die Quotientengruppe sei zyklisch von der Ordnung j>8. Es kann sein, 
daG ® oder 2, sagen wir 2, die Tetraedergruppe, also I die Vierergruppe und 2/1 
von der Ordnung 3 ist. Man hat dann zunichst zwei Paargruppen, die zu ®,2, r, I 
gehéren. Sie gehen auseinander hervor, wenn man auf 2/{ den einzigen Automorphis- 
mus ausiibt. Anderseits gibt es aber eine Drehung T, des R,, nimlich Vertauschung 
von Tetraeder mit Gegentetraeder, die, auf die Gruppe 2 ausgeiibt, die drei Rest- 
klassen 2/1 ebenso vertauscht wie jener Automorphismus. Die eine Paargruppe geht 
also aus der anderen durch Transformation aller Linksdrehungen mit 7; hervor; die 
beiden Puargruppen sind also ahnlich. — Sind ® und 2 beides zyklische Gruppen 
(ein dritter Fall kann bei j >8 nicht eintreten) und Z; und Zj erzeugende Elemente 
von ®/t bzw. 2/1, so ist durch die Paarung der Restklasse Z;" mit Z;" eine Paar- 
gruppe vollstindig bestimmt. Die itbrigen Paargruppen erhalt man daraus, wenn 
man auf 2/1 alle Automorphismen Zi" Z" (p prim zu j, 0<p<j) ausiibt. Man 
erhalt also durch die Paarung von Z;" mit Z,” alle méglichen Paargruppen, die zu 
®,2,r, 1 gehdren. Sie sind paarweise ahnlich; es gehen nimlich die beiden durch 
die 1-isomorphe Abbildung der Restklassen 
(1) os? ww. ZO > 
bestimmten Paargruppen durch Transformation mit einer R,-Drehung 7, ineinander 
liber. 7; kebrt die Achse von Z, um, fihrt also Z, in Z,*, daher Z* in Z;* und 

- i- 
ze” in we a= Ze” ” wher. 
Durch die Paarung 
9 F 
(2) gx 2 (0 <p<4, p prim mu i) 
werden somit schon alle nichtéhnlichen Paargruppen geliefert. Unter ihnen gibt es 
keine ahnlichen mehr. Denn jeder innerhalb der Gruppe aller Drehungen gelegene 
Automorphismus von ® bzw. 2 l48t entweder Z," bzw. Z* ungedndert oder fihrt 
-1 -1 

Z; bew. Z; in y bzw. Z; —iiber. Durch solche Automorpihsmen kann man 
aber offenbar nicht von einer der Paargruppen (2) zu einer andern gelangen. 

2. Die Quotientengruppe sei eine Diedergruppe der Ordnung 2j’=6. Jeder 
Automorphismus von 2/[ ist dann ein innerer und kann daher durch einen inneren 
Automorphismus von 2 bewirkt werden. Die Zahl der nichtéhnlichen Paargruppen 
ist also 1. Dies gilt insbesondere, wenn ® und 2 Oktaedergruppen und demnach 
t und I Vierergruppen sind. AuBerdem kommt fir ® und 2 nur noch die Dieder- 
gruppe einer durch 6 teilbaren Ordnung in Betracht. 

8. Die Quotientengruppe sei eine Diedergruppe der Ordnung 2 j’>6. Dann sind 
auch ® und 2 Diedergruppen, 2 etwa von der Ordnung 2n’. Ist Z, ein erzeugen- 
des Element der gréBten zyklischen Untergruppe von 2, D, eine Drehung um eine 
Nebenachse und sind Zj* bzw. Dj" die beiden Restklassen vor I in 2, in denen Z, 
bzw. D, liegen, so kénnen Z;* und Df als erzeugende Elemente von 2/1 dienen. 
Ebenso seien Z* und D;* erzeugende Elemente von ®/t. Dann wird durch die Zu- 
ordnung 


Sze, Bsto 


eine 1-isomorphe Abbildung der Restklassen von | in 2 auf die von t in ® bewirkt, 
also eine Paargruppe @ bestimmt. Alle iibrigen Paargruppen erhalt man, wenn man 
auf 2/1 alle méglichen Automorphismen, namlich 


P ? 
ss”, Dips’ (O<p<j’, p prim mj’, 0S ¢<j’) 
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ausiibt. Man hat also in den Zuordnungen 
(3) ass, piss? 


alle Paargruppen erhalten. — Sie zerfallen in Klassen dhnlicher, die nur durch den 
Wert des Exponenten p unterschieden sind. Zu einem bestimmten Wert p gehéren 


auBer den j’ Gruppen (3), die fir g=0,1,..., j’— 1 entstehen, die weiteren j’ zu 
ihnen ahnlichen, die durch 
(3”) esx, ia2e 


bestimmt sind. Man kanr nimlich von einer der Paargruppen, etwa von 
2 sze, DIsDy. 


zu jeder anderen gelangen, indem man auf % den innerhalb der Gruppe aller 
Drehungen gelegenen Automorphismus 


(4) Z+Z**, D>v,zZ} 
ausiibt, der in 2/1 den Automorphismus 
Sa", rang 
bewirkt. Anderseits sind die Paargruppen 
(5) ae” = 2°, D} = DI (0< p<j'/2, p prim m j’) 


alle nichtahnlich, denn die Automorphismen (4) sind die einzigen von 2, die innerhalb 
der Gruppe aller Drehungen liegen, und somit die Automorphismen (4) zusammen mit 
den entsprechenden von ® die einzigen, die von einer Paargruppe zu einer ahnlichen 
fibren. Durch sie kann man offenbar nicht von einer Paargruppe (5) zu einer anderen 
gelangen. 

4. Die Quotientengruppe sei die Vierergruppe. Es kann dann sein, da8 wenig- 
stens eine der beiden Gruppen ® und 2, sagen wir 2, selbst die Vierergruppe ist. 
In diesem Falle sind alle Paargruppen *hnlich, da sich dann jeder Automorphismus 
von 2/1 durch einen Automorphismus von 2 herstellen 148t, der innerhalb der Gruppe 
aller Drehungen liegt. — Ist weder ® noch 2 die Vierergruppe, so sind beide Dieder- 
gruppen, mindestens von der Ordnung 8. E;*(=1), V;,", V;'*, V;”" seien die Rest- 
klassen von | in 2, E*(=r), V,", V,'*, V,”* die von rt in ®. V," baw. PV," sollen 
dabei die Restklassen bezcichnen, die { bzw. rt zur gréBten zyklischen Untergruppe 
von 2 bzw. ® ergiinzen; die beiden Restklassen V;'* und V;”* bzw. V,’* und V,”* 
enthalten dann nur Drehungen um Nebenachsen des Dieders. Da jede Permutation 
von V,", V;* und V,”* ein Automorphismus ist, so hat man folgende sechs Paar- 
gruppen: 


v; a y,’*, v;* —- _" ie =e e, 
V;* —> , te? = gel ‘ie Po v,’*, 
Ws, Ves, Vi sy,”, 
a => . 7 => =, ie —o os 
v; = , vy;* = y,*, v,"* =e a, 
v;* = , v;* — pe hg => ce 


Es gibt nun in 2/{ und in ®/r je einen einzigen von der Identitat verschiede- 
nen Automorphismus, der sich durch einen innerhalb der Gruppe aller Drehangen 








22 W. Threlfall und H. Seifert. 


gelegenen Automorphismus von 2 bzw. ® bewirken la8t; das ist der, der V;'* mit 
V,"* bew. V,’* mit V,”* vertauscht. Wendet man diesen Automorphismus auf die 
sechs Paargruppen an, so bleiben als nicht ahnlich nur die beiden folgenden ibrig: 


* * ‘* ‘* Te “* 
V, pn V, ’ V; = Lf ’ V, p= vs ’ 


Se = ‘* rte» = “Pe i» or 
ais, AS, sy, . 


5. Ist die Quotientengruppe die Tetraeder- oder Oktaedergruppe, so hat man 
eine Diagonalgruppe. vor sich. Die Automorphismen von 2/1 lassen sich dann aus 
denen von 2 gewinnen, die, wie wir sahen, im Falle des Tetraeders und Oktaeders 
alle innerhalb der Gruppe aller Drehungen liegen; es gibt also nur eine Paargruppe. 


6. Ist die Quotientengruppe die Ikosaedergruppe, so gibt es dagegen zwei nicht- 
ahnliche Diagonalgruppen, da die Ikosaedergruppe einen auBerhalb der Gruppe aller 
Drebungen gelegenen Automorphismus zulaBt. 


Zur Lésung der Einstufigkeitsfrage bedarf es des folgenden, die Grup- 
penpaarung betreffenden Hilfssatzes: 

Haben t und | ungerade Ordnungen, so hat © ebenso viele Unter- 
gruppen vom Index 2 wie die Quotientengruppe G/q. 

Beweis. Die Elemente der Untergruppe vom Index 2 in @, die zu 
r gehéren, bilden eine Untergruppe von r, deren Index in f ¢ sein mége. 
In jeder Zeile der Tafel des direkten Produktes R2 befinden sich dann 


“ Elemente der Untergruppe vom Index 2 oder gar keine. Die Ordnung 


7 . ° - “ 
der Untergruppe vom Index 2 ist also nicht gréBer als —-n (n Ordnung 


von 2), wahrend die Ordnung von ganz © w-n (=jyuy) ist. Weil wu 
ungerade ist, kann also ¢ nur =1 sein. Das bedeutet, daB rt und eben- 
so [, also das ganze linke obere Rechteck g = rI in der Untergruppe vom 
Index 2 von © enthalten ist. Daher gehért mit irgendeinem Element sein 
ganzes Rechteck, seine Restklasse von g in © zur Untergruppe. Also ent- 
spricht jeder Untergruppe vom Index 2 von @ eine ebensolche der Quo- 
tientengruppe und umgekehrt. 


§ 5. 
Einstufigkeitsfrage. 


Nachdem alle Paargruppen von Drehungen des 4usgezeichneten R, 
und damit alle endlichen Gruppen elliptisch starrer Bewegungen des un- 
eigentlichen projektiven Raumes unseres R, ermittelt sind, gehen wir zu 
den weniger einfachen Verhiltnissen des sphirischen Raumes, der Hyper- 
sphire, iiber. Es handelt sich darum, die beiden entgegengesetzten spha- 
rischen R,-Bewegurgen, die sich in ein und dasselbe Paar von R,-Dre- 
hungen (§ 3, 8. 12), also auch in ein und dieselbe elliptische Bewegung 
des uneigentlichen P, abbilden, voneinander zu trennen. 
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Ob eine Gruppe G von R,-Bewegungen zwei- oder einstufig isomorph 
zu der Paargruppe © ist, in die sie sich abbildet, hangt davon ab, ob in 
@ die Diametralpunktvertauschung S als Element auitritt oder nicht. Ist 
S Element von @, so ist mit jedem Element G=G* das entgegen- 
gesetzte G~ = G@*S in & enthalten. Beiden entspricht aber ein und das- 
selbe Element in @. Fehlt dagegen S in @, so tritt niemals mit einem 
Element das entgegengesetzte auf, der Isomorphismus der R,-Gruppe und 
der Paargruppe ist also einstufig. — Gehen wir umgekehrt von der Paar- 
gruppe © aus, so erweist sie sich in jedem Falle als Bild einer zweistufig 
isomorphen R,-Gruppe @. Diese Gruppe besteht aus allen den Bewe- 
gungen des R,, die sich in Elemente von @ abbilden, und enthalt daher 
mit einer Bewegung auch die entgegengesetzte, mit H z.B. auch &. Es 
fragt sich aber, wann es auBerdem noch eine in © einstufig abgebildete 
R,-Gruppe @* gibt. 

Wenn iiberhaupt eine einstufig isomorphe R,-Gruppe @' sich in © 
abbildet, dann gibt es auBer thr noch so viele, als © Untergruppen vom 
Index 2 enthdlt. Denn seien einerseits @) und G! zwei einstufige Grup- 
pen und © ihre gréBte gemeinsame Untergruppe. Sei ©} = D+. Dann 
ist G1 =D+8RKS, weil sich die Elemente von G! und @! nur durch 
Diametralpunktvertauschung unterscheiden kénnen. Das Produkt zweier 
Elemente des Komplexes & mu zu D gehdren. Denn wire K, K, = Ky, 
so wiirde wegen der Abbildbarkeit von G; und @; in © aus G} =D+RS 
folgen (K,S)(K,S)=K,K,=XK,8, also der Widerspruch K, = K,8. 
Damit ist gezeigt, daB G, mit der Gruppe der Ordnung 2, deren Elemente 
die Komplexe D und §& sind, isomorph ist. Also ist G=D+K die 
Restklassenzerlegung von @; nach D und daher D invariante Untergruppe. 
Folglich enthalt auch die einstufig isomorphe Gruppe © eine (invariante) 
Untergruppe ® vom Index 2. — Hat anderseits © eine Untergruppe D 
vom Index 2 und gibt es eine einstufig in @ abbildbare R,-Gruppe G;, 
so ist G' —=D+R (® das Bild von D), und es bilden auch die Elemente 
D+ RS = Gj) eine Gruppe, weil G@!.G=D+ KS =—G2 ist. AuBer die- 
ser Gruppe @2 gibt es aber keine einstufige R,-Gruppe zu ©, die mit G 
den Durchschnitt D hat. Jede Untergruppe vom Index 2 von @ erzeugt 
daher mit der einen einstufig isomorphen genau eine weitere. 

Wann gibt es nun wenigstens eine einstufig isomorphe R,-Gruppe g@', 
die sich in © abbildet? Eine solche ist vorhanden, wenn t und [ zyklische 
Gruppen ungerader Ordnung (einschlieBlich des Einheitselementes) sind. 
DaB diese Bedingung notwendig ist, sieht man leicht. Denn jede plato- 
nische Gruppe, die keine zyklische Gruppe ungerader Ordnung ist, enthilt 
ein Element der Ordnung 2. Das Element der Ordnung 2 von t wire Bild 
einer Rechtsdrehung durch den Winkel 2/2 oder 32/2; denn dies sind 
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die beiden einzigen Rechtedrehungen, von denen das Quadrat und nicht 
schon die erste Potenz sich in das Einheitselement abbildet. Das Quadrat 
dieser Rechtsdrehungen ist aber die Diametralpunktvertauschung S; also 
wiirde diese in © vorkommen und © zweistufig machen. 

Da8 die Bedingung hinreicht, zeigen wir in § 6 durch Konstruktion 
aller endlichen R,-Gruppen. Es bedarf hierzu eines Hilfssatzes, der die Ord- 
nung eines Elementes der Paargruppe mit den Ordnungen der beiden entgegen- 
gesetzten R,-Bewegungen verkniipft, die sich in das Paarelement abbilden. 

Hilfssatz. Hat das Element von ®, (G_, E), fiir das wir abkiirzend 
auch G, schreiben, gerade Ordnung 2k, so bilden sich in G,, zwei entgegen- 
gesetzte Rechtsdrehunge:.. G; und G;, ab, die beide die Ordnung 4k haben; 
im Falle ungerader Ordnung 2k--1 aber hat eine der beiden entgegen- 
gesetzten Rechtsdrehungen, sagen wir G; , die Ordnung 2k +-1, die andere 
die Ordnung 2(2k +1). 

Beweis. Hiatte im Falle gerader Ordnung G; die Ordnung 2k, so 
wire G7" eine R,-Drehung der Ordnung 2, also die Diametralpunktver- 
tauschung S und ‘her miiBte sich schon G;" in E abbilden, also G, die 
Ordnung & haben, wahrend die Ordnung von G, doch 2k ist. — Im Falle 
ungerader Ordnung sind mit Gf und G; auch at" und G7" ent 
gegengesetzt, und da beide sich in das Einheitselement E abbilden, ist 
etwa G7" —B und G;""*=8S. G7 hat daher die doppelte Ordnung 
von G;. — Der Hilfssatz bleibt richtig, wenn dae Element ungerader Ord- 
nung das Einheitselement FE ist. Dann sind Z und S die darin abgebil- 
deten R,-Bewegungen. 


§ 6. 
Erzeugende und Relationen aller Bewegungsgruppen. 

Eine R,-Gruppe ist vollstandig bestimmt durch die Paargruppe 6, 
in die sie sich abbildet, und durch die Angabe, wie sie sich abbildet, ob 
zweistufig oder welche der etwa vorhandenen einstufig abgebildeten sie ist. 
Mit dem Verfahren der Gruppenpaarung und der Lésung der Einstufig- 
keitefrage hat man daher die Mittel an der Hand, alle endlichen Gruppen 
spharischer Bewegungen des R, aufzuzahlen. 

Um uns der einstufig abgebildeten Gruppen, fiir a Existenz wir 
bisher nur die notwendige Bedingung besitzen (§ 5), zu versichern, geben 
wir die Erzeugenden und wesentlichen Relationen dieser Gruppen an*®*). 


15) Uber Erzeugende und wesentliche Relationen von Gruppen vgl. O. Schreier, 
Die Untergruppen der freien Gruppen §2, Abh. Math. Sem. Hamburg 5 (1927) und 
F. Levi, Geometrische Konfigurationen, Leipzig 1929, 8. 33. — Die Drehgruppen be- 
handelt als homogene Polyedergruppen R. Fricke, Algebra II (Braunschweig 1926), 8. 50. 
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Auch fiir einen weiteren Zweck bedarf es dieser Kenntnis. Wir werden 
namlich sehen (§8), daB die Bewegungsgruppe entweder selbst die Fun- 
damentalgruppe des Diskontinuitatsbereiches ist oder aus ihr die Funda- 
mentalgruppe abgeleitet werden kann. Die Fundamentalgruppe mu8 aber 
durch die Erzeugenden und wesentlichen Relationen gegeben sein, um die 
numerischen Invarianten (§ 9) aus ihr zu gewinnen. — Wir unternehmen 
es daber jetzt, alle endlichen Gruppen spharischer Bewegungen des R,, das 
sind zugleich alle endlichen Gruppen reeller homogener quaternirer Substi- 
tutionen iiberhaupt, durch Erzeugende und wesentliche Relationen darzu- 
stellen. 


Die einfachsten unter ihnen sind die Drehgruppen. Bei einer Rechte- 
drehgruppe ist 2— E, 6=—R—r selbst eine platonische Gruppe. ® sei 
z. B. zyklisch, etwa von Z, erzeugt, wesentliche Relation Z;"=— E. Die 
(immer vorhandene) zweistufig in die Paargruppe © abgebildete R,-Gruppe G 
wird von einer in Z, abgebildeten R,-Bewegung Z, von der Ordnung 2m 
erzeugt, fiir die Z"-= 8S gilt. Nach dem Hilfssatz § 5 gibt es, wenn m 
gerade ist, zwei entgegengesetzte solche Bewegungen Z; = Z, und Z, = Z,8, 
wenn m ungerade ist, dagegen nur ein Z,, wahrend fiir die andere in Z, 
abgebildete Bewegung Z, = ZS gilt: (Z;)"=— HE; diese erzeugt die (ein- 
zige) einstufig in die zyklische Paargruppe abgebildete R,-Gruppe. — Unter 
die zyklischen Gruppen ungerader Ordnung fiallt auch die, die aus dem 
Einheitselement E allein besteht. In sie bildet sich zweistufig die von Z 
und der Diametralpunktvertauschung S gebildete R,-Gruppe ab (Funda- 
mentalgruppe des projektiven Raumes), und einstufig die aus Z allein 
bestehende (Fundamentalgruppe des konformen Raumes). —- Nach diesem 
Beispiel bestimmen sich die Erzeugenden und wesentlichen Relationen aller 
Drehgruppen, die wir zusammen verzeichnen. Der Bezeichnungsregel zufolge 
1aBt sich jedes Element mit dem Index r mit jedem des Index / vertau- 
schen, weil Rechts- und Linksdrehungen vertauschbar sind. Die Diametral- 
punktvertauschung 8, die gleichzeitig Rechts- und Linksdrehung ist, ist 
mit jedem Element vertauschbar. Diese Vertauschbarkeitsrelationen wer- 
den nicht einzeln aufgefiihrt. — Wo nicht ausdriicklich bemerkt, handelt 
es sich um die zweistufig in die Paargruppen @ abgebildeten R,-Gruppen 
(mit © bezeichnet) und nicht um die geltenen einstufigen (mit @* bezeich- 
net). Als Uberschrift sind stets die beiden Gruppen ® und @ gewihlt, die 
die 15 Klassen von Paargruppen des § 4 bestimmen. Die Gliederung ge- 
staltet sich im einzelnen so: I. Drehgruppen, II. direkte Produkte (8S. 27), 
III. Diagonalgruppen (8.27), IV. allgemeine Rechtecksgruppen (8.33). Nur 
die Drehgruppen werden in dem vorliegenden Teil der Arbeit topologisch 
ausgewertet. Die iibrigen Gruppen werden in Kleindtuck gegeben und sind 
zum Nachschlagen vollstandig aufgefiihrt worden. 
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I. Drehgruppen: R =t = G=—q, LQ= LH. 
R zyklische Gruppe der Ordnung m, 2 = E. 
@ =, zyklisch, Ordnung 2 m 
Z=S, S*=—E£. 


Wenn m ungerade ist, gibt es iiberdies eine einzige einstufig in © abgebil- 
dete R,-Gruppe. Diese ist, wenn Z,S = Z, gesetzt wird: 
@* l-isomorph zu ®, zyklisch, Ordnung m 


(2; )" =. 


MR Diedergruppe der Ordnur.g m=2m’, 2= E. 
@G =R, Ordnung 2m=—4m’, bindre Diedergruppe 
DS = D;* = D;*=8, D/D:D,—E, S*=E. 


Ersetzt man in diesen Relationen S durch H, so ergeben sich die Rela- 
tionen der Diedergruppe der Ordnung m. Wie in diesem Beispiele, so wird 
allgemein durch die Zusatzrelation S = £ aus der Gruppe & die Gruppe © 
als Quotientengruppe der von E und S gebildeten Untergruppe ausgeschie- 
den, weshalb die Gruppen @ binar genannt werden. — In der Relation 
D}'D} D, = E kénnte man ebensogut S an Stelle von EZ schreiben, wenn 
man zur Erzeugenden das zu D’ entgegengesetzte Element D’S an Stelle 
von D’ wihlen wiirde. Da in dieser und den drei folgenden Gruppen 
t= nicht zyklisch von ungerader Ordnung ist, gibt es keine einstufig 
abgebildeten Gruppen. — Fiir m’= Zz erscheint die Quaternionengruppe, 
die damit sich als bindre Vierergruppe erweist. 


R Tetraedergruppe, 2 = EL. 
@® = WR, Ordnung 2-12, bindre Tetraedergruppe 
T) =—T,;*=T;*=8, %17:7,=—E, S*=E. 


R Oktaedergruppe, 2 = E. 
® =, Ordnung 2-24, bindre Oktaedergruppe 
Of=0;*=O%=8, Of0{0,=E, s'=E. 
R Ikosaedergruppe, 2 = E. 
@& = Ki, Ordnung 2-60, bindre Ikosaedergruppe 
P=f*=F"=8, f51l=—8, s*=E€. 


Statt Rechtsdrehgruppen hitten wir ‘ebensogut Linksdrehgruppen an- 
schreiben kénnen. Der Index r ware dann nur durch 7 zu ersetzen. 
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Die zweistufig in ihre Paargruppe © abgebildeten R,-Gruppen & haben 
zwar die doppelte Ordnung der entsprechenden Paargruppen, sind aber 
keine Erweiterungen von diesen**), denn sie enthalten im allgemeinen keine 
mit ihrer Paargruppe isomorphe Untergruppe, sondern die Paargruppe ist 
Quotientengruppe der von Z und S gebildeten Untergruppe. 


Die Erzeugenden und wesentlichen Relationen der R,-Gruppen, die sich in die 
$5-6=15 direkten Produkte abbilden, lassen sich ohne weiteres angeben; sie 
wirden die Drehgruppen als Sonderfall enthalten, wenn man die Gruppe 2 = € unter 
die Faktoren aufnehmen wiirde. Die R,-Gruppe G, die sich zweistufig in das direkte 
Produkt © = RZ abbildet, ist nicht etwa das direkte Produkt der beiden ‘Piel 
R und &; denn diese beiden Gruppen haben S als gemeinsames El 





Il. Direkte Produkte: R=r1r, Q=1, G@=R2. 
R zyklische Gruppe der Ordnung m, 2 zyklische Gruppe der Ordnung n. 
@® Ordnung 2mn 
ZPr=S8, Zz =8, S*=E£. 

Wenn m=un, n=~y beide ungerade sind, tritt hierzu eine einstufig abgebildete 
R,-Gruppe: 

@! l-isomorph zu ®-2, Ordnung m 

(Z;)"=E, (Z,;)"= 

Die iibrigen direkten Produkte erhalt man ebenso, indem man den Relationen 
einer Rechtsdrehgruppe die irgendeiner Linksdrehgruppe hinzufiigt und die Vertausch- 
barkeit von rechts und links beachtet. Einstufig abgebildete treten nicht mehr auf. 


Die Ordnung ist daher immer das doppelte Produkt der Ordnungen von ®R =r und 
von 2=I, 2mn. 


Jedes Element G einer Diagonalgruppe ist das Produkt einer Rechtsdrehung G, 
und einer Linksdrehung G,, die sich in einander entsprechende Elemente G, und G, 
der beiden jetzt 1-isomorph aufeinander bezogenen Gruppen ® und 2 abbilden. Die 
verschiedenen Méglichkeiten dieser 1-isomorphen Zuordnung, die zu nichtaéhnlichen 
R,-Gruppen fihren, sind in § 4 8. 20—22 aufgezihlt worden. — Wir betrachten als 
Beispiel den Fall, da8 die Paargruppe @ die Ikosaedergruppe ist. Sie wird von drei 
Elementen erzeugt: J=(J,,J)), J’=(J1,J3/), J” =(J/', J’). Wesentliche Re- 
lationen: J°=J"*=J"*=J" J'J=E. Es gibt drei Rechtsdrehungen J,, J’, J;’, 
die sich in J,, J,’, J,’ abbilden und eine Rechtsdrehgruppe R mit den wesentlichen 
Relationen J> = Jit = Ji*=8, J" J! J,=E, S*=E erzeugen. Ebenso gibt es drei 
Linksdrehungen, die sich in J,, J/, J/’ abbilden und eine Linksdrehgruppe 2 mit 
den wesentlichen Relationen J’ = J/*=J/!*=8, Jj’ Jf J,=E, 8*=E erzeugen. Die 
ephiriochen Bewegungen J=J,J,, J’=J! J/, J "= Ji’ Jf’ erzeugen dann eine R,-Gruppe 
@! mit den wesentlichen Relationen 


Ja J*aJ"= BB, JS’ I=E. 


Weitere wesentliche Relationen kénnen fir die erzeugte Gruppe nicht bestehen. 
Denn eine weitere wesentliche Relation f(J, J’, J”)=E wiirde zw f(J,, J}, J/’) 
x f (J,, J), Jf’) =B, also zu f (J,., J’, Jf”) = E oder =S und daher zu f(J,,J/, 0/)=E 


*®) O. Schreier, Uber die Erweiterung von Gruppen, Hamb. Sem. Abh. 4 (1926). 
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fahren, im Widerspruch mit der Voraussetzung, daB die Gruppe ® die Ikosaeder- 
gruppe ist. @! ist daher die gesuchte einstufig in @ sich abbildende Gruppe. Die 
abrigen einstufigen Diagona!gruppen werden durch die gleiche Uberlegung erhalten 
und unterscheiden sich nur in den Exponenten. Wir ziabhlen sie nachstehend auf. 
Zu ihnen hat nur das Element S mit der Relation S*= Z zu treten, um die zwei- 
stufigen zu erhalten; die zweistufigen Diagonalgruppen sind also direkte Produkte 
der platonischen Gruppen mit der von E und S gebildeten Gruppe, also Erweiterungen 
der platonischen Gruppen. 

Unter den Diagonalgruppen sind die platonischen R,-Gruppen enthalten. Diese 
miissen ja unter den R,-Gruppen auftreten, da man sie als R,-Gruppen auffassen 
kann, die den zum R, senkrechten Einheitsvektor festlassen. Man erhilt diese Dia- 
gonalgruppen, indem man die beiden Polyeder der Links- und Rechtsdrehungen im 
ausgezeichneten R, zur Deckung bringt (§ 3 S. 12) und gleiche Drehungen miteinander 
paart. Die R,-Gruppe besteht dann gerade aus diesen Bewegungen des ausgezeich- 
neten R,. 


Ill. Diagonalgruppen: R=2, t=1= EF. 
R zyklische, 2 zyklische Gruppe der Ordnung m. 
@': Z"=E. 

Hierin ist Z die R,-Bewegung der Ordnung m, die sich in ein erzeugendes Element 
(Z,, Z) der Paargruppe @ abbildet. Sind also Z, und Z, zwei R,-Drehungen der 
Ordnung 2m, die sich in Z, und Z, abbilden — Existenz in § 5 8. 24 nachgewiesen —, 
so ist Z=Z,Z, in der Tat von der Ordnung m. Bei geradem m kann man dieses Z 
durch ZS ersetzen, so daB in diesem Falle zwei einstufige Gruppen auftreten, was 
auch nach der allgemeinen Theorie (§ 5) daraus folgt, daB @ bei geradem m eine 
Untergruppe vom Index 2 besitzt. — Wir weisen noch einmal darauf hin, daB die 
R,-Drehungen Z, und Z, nur der Bedingung unterworfen sind, ® bzw. 2 zu erzeugen, 
sie brauchen also nicht Drehungen um 22/m zu sein, sondern werden im allgemeinen 
um verschiedene Winkel drehen. Wir erhalten alle nichtéhnlichen Paargruppen, wenn 
wir annehmen, da8 Z, um 22/m und Z, um p-22/m dreht, wo p die in § 4 S. 20 
angegebenen Werte hat. — Es gibt also zu jeder dieser Paargruppen entweder eine 
oder zwei einstufige R,-Gruppen. Die zwei einstufigen R,-Gruppen, die bei geradem m 
auftreten, sind nichtahnlich, ausgenommen im Falle m=2. Der Grund hierfiir ergibt 
sich bei der geometrischen Untersuchung dieser Gruppen (Ringflachengruppen) auf 
ihre Diskontinuitatsbereiche. 


R Dieder-, 2 Diedergruppe der Ordnung 2m’. 
w!; D™' = D’*= D”*= D” D'’D=E, 


wobei D = D, D, und D, und D, Rechts- bzw. Linksdrehungen sind, die die zyklische 
Untergruppe der Ordnung 2m’ von ® bzw. 2 erzeugen. Wenn m’ ungerade ist, hat 
@! eine einzige Untergruppe vom Index 2; die zweite einstufige Gruppe, zu der sie 
AnlaB gibt, ist aber mit der urspriinglichen ahnlich, so da8 bei ungeradem m’ eine 
einzige einstufige Gruppe @! vorhanden ist. Wenn dagegen m’ gerade ist, co gibt es 
in der Diedergruppe im ganzen drei Untergruppen vom Index 2, so da8 man vier 
einstufige Gruppen zu erwarten hitte. Diese sind-aber fiir m’>2 paarweise abnlich, 
so daB fir m’>2 zwei nichtahnliche einstufige R,-Gruppen bestehen; fir m’=2 gibt 
es deren nur eine. 
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R Tetraeder-, 2 Tetraedergruppe. 
@'; T= Pf? = 7" = 1" THE. 
Die Tetraedergruppe hat keine Untergruppe vom Index 2, also ist die einstufige 
R,-Gruppe einzig. 
R Oktaeder-, 2 Oktaedergruppe. 
@!; 0*=0'*=0"*=0" 0'0=E. 
Da die Oktaedergruppe eine Untergruppe vom Index 2 hat, gibt es zwei einstufige 


R,-Gruppen, die auch nicht&éhnlich sind: Die eine ist die oben erwahnte R,-Gruppe, 
die ¢ festliBt, die andere 14Bt dagegen keinen Vektor fest. 


R Ikosaeder-, 2 Ikosaedergrwppe. 
@!: Sta Sta Ja I" IRE. 
Es gibt dem Automorphismus der Ikosaedergruppe entsprechend (§ 4 8. 19,V) zwei 
nichtéhnliche Paargruppen; in jede bildet sich eine einzige R,-Gruppe einstufig ab, 
da die Ikosaedergruppe keine Untergruppe vom Index 2 hat. — Die Fundamental- 
gruppe des Diskontinuitatsbereiches jeder der beiden Gruppen besteht nach § 8 aus 
dem Einheitselement; beide Diskontinuitétsbereiche sind der Hypersphire homéomorph. 


Wir gehen zu den allgemeinen Rechtecksgruppen iiber. Hier macht sich eine 
gruppentheoretische Vorbemerkung nétig. Um die zu der Rechtecksgruppe @ gehérige 
zweistufige R,-Gruppe & durch Erzeugende darzustellen, fassen wir © als Untergruppe 
der zu dem direkten Produkt R2 gehérigen zweistufigen Gruppe auf und stellen 
zunachst die Untergruppe g von @, die sich zweistufig in das direkte Produkt g = rI 
abbildet, durch Erzeugende 

Crys Crys seer Crags pan Crys +++ Crp 
und wesentliche Relationen dar (J. Relationenreihe), eine Aufgabe, die bei den direkten 
Produkten soeben gelést wurde. Die c,, und c,, sind gewisse Elemente aus r bzw. [. 
Die Restklassen von g in @ bilden die Quotientengruppe @/g=@/g, die von y 
Restklassen 
ts Ur. & 


erzeugt werden mag. Als weitere Erzeugende von @ wahlen wir in jeder dieser er- 
zeugenden Restklassen einen Reprisentanten C;" (i = 1, 2,’..., 7). Jeder wesentlichen 
Relation f(f,;)=g zwischen den ft, — g ist Einheitselement von G/g — entspricht 
dann eine Relation 
(11) f(Of)=9, 
wo g ein Element aus g ist, das sich angeben l4Bt, da die C;" bekannte Elemente 
aus © sind. Damit haben wir eine IJ. Relationenrethe gewonnen. Endlich figen wir 
eine dritte Reihe von Relationen hinzu, die angeben, wie die Erzeugenden von g 
durch die Cy transformiert werden, also alle méglichen Relationen, deren linke Seiten 
heiBen 
(1) Cf erg Of * und Of, 0," 

(¢=1,2,...,73 owl, 8,...,03 21,8, ...,8), 


wiahrend die rechten Seiten bekannte Elemente von g sind — wegen der Invarianz 
von g in @ (§ 4 8. 16) — III. Relationenreihe. Damit haben wir alle wesentlichen 
Relationen. Liegt nimlich irgendein Element aus @ als Produkt von Erzeugenden 
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Cy, Cre» %_ Vor, 80 14Bt es sich mit Hilfe der letzten beiden Relationenreihen in ein 
Produkt der Form 

II Cc; IT Croix 

‘ O,t 
verwandeln, in dem alle C; vor allen Erzeugenden von g stehen. Wenn man unter 
den verschiedenen Méglichkeiten, ein bestimmtes Element der Quotientengruppe aus 
den Erzeugenden darzustellen, eine willkirlich als Normalform des Elementes aus- 
zeichnet, so daB man, den j Elementen der Quotientengruppe entsprechend, j Normal. 
formen zu ernennen hat, so darf man annehmen, da8 JT C;* auf eine dieser j Normal- 


formen gebracht ist. Ebenso wird das zweite Produkt auf eine von 2u» Normal- 
formen beschrinkt (2 Ordnung von g). Man hat daher nicht mehr als j-2uy» 
verschiedene Elemente; das ist aber die Ordnung von G, niamlich das Doppelte der 
Ordnung der aus j Rechtecken von u v Elementen bestehenden Paargruppe 6. Weitere 
wesentliche Relationen kérnen daher zwischen den Erzeugenden nicht bestehen. 

Dem Aufbau von @ ais g mit Hilfe der Quotientengruppe entspricht ein Auf- 
bau von ® aus r und von 2 aus {. Denkt man sich die 0; in Rechts- und Links- 
drehungen zerlegt: C;" = C*,-C},, so kann man ¢,;, Cre, ---» Cras _— CF., on Cy als 
Erzeugende von ® benutzen. Der I. Relationenreihe entspricht hier die Reihe der 
Relationen zwischen den c,, allein, wahrend man aus jeder Relation der I. und 
Ill. Reihe von @ durch Zerlegung in Rechts- und Linksdrehung eine Relation fir R 
ableiten kann. 

Wir miiseen nun umgekehrt von — und 2 ausgehen und r und i aus Erzeugenden 


Crys Cras oe 9e Cre; all Cr.» sal Cr, 
und ebenso { und 2 aus Erzeugenden 
Ge Gus =: gs Gh, Oy, -... G 


herstellen, wobei darauf zu achten ist, da8 C,, und C;, Elemente aus entsprechen- 
den Restklassen sind — entsprechend vermége des Isomorphismus zwischen 2/{ und 
R/r, der durch die Paarung der Restklassen von I in 2 mit denen von rt in ® fest- 
gelegt ist. Die zwischen den Erzeugenden von ® bzw. 2 bestehenden Relationen 
lassen sich leicht ableiten, da R bzw. 2 sich in platonische Gruppen ® bzw. 2 ab- 
bilden. Daraus ergeben sich die gewiinschten Relationen zwischen den Erzeugenden 
Cerys Cras -++9 Cras Cigs Cra, +++» Crp; Cc, , C}. 
Wir gehen daher jetzt daran, die Gruppen ® (und &), also die Drehgruppen, 
und zwar zundchst die zweistufig abgebildeten aus den Erzeugenden einer ihrer in- 
varianten Untergruppen — einer solchen, die sich in eine invariante Untergruppe t 
von ® abbildet — und aus der zugehérigen Quotientengruppe aufzubauen. Der um- 
gekehrte Weg, namlich aus einer Gruppe eine invariante Untergruppe dadurch auszu- 
scheiden, daB man neue Relationen hinzunimmt, insbesondere ein oder mehrere Ele- 
mente in das Einheitselement zusammenfallen la8t, wird in der Gruppentheorie mehr- 
fach benutzt. Die neue Gruppe ist eine Quotientengruppe, die zur alten mehrstufig 
isomorph ist, und die Bilder ihres Einheitselementes machen in der alten Gruppe die 
invariante Untergruppe aus. 
Je nach der invarianten Untergruppe r, die wir zum Aufbau von ® benutzen, 
ergeben sich verschiedene Darstellungen. An erster Stelle wird die aufgefiihrt, bei 
der r= selbst ist. Zu Erzeugenden und wesentlichen Relationen wahlen wir dann 


dieselben wie bei Aufzihlung der Drehgruppen; Relationen der IJ. und Ill. Reihe 
fallen in diesem Falle fort. 
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R zyklische Gruppe der Ordnung m. 
1. Darstellung: 
Z*=S8, S*=£. 


‘ 


Die Ordnung von § ist 2m. 

2. Darstellung. 

Eine invariante Untergruppe r vom Index j bestimmt sich durch die beiden 
Relationen der I. Reihe 
(1) sf=8, S*=E, 
worin m=ju und z,=Z;. Die Zerlegung nach r lautet: R = t(E+2Z,+2;+...4+2)"). 
Die Restklasse r Z, erzeugt die Quotientengruppe; aus ihr wahlen wir als Repriisen- 
tanten das Element Z*=Z, aus. Dann gibt es eine einzige Relation der I. Reihe 


(I) af’ =2,, 
und die einzige Relation der III. Reihe ist 
(II) Z* 2, Z* =2,. 


Vertauschbarkeit mit S wird nicht ausdriicklich aufgeschrieben. 
Nach diesem Beispiel geniigt es, fiir die iibrigen Drehgruppen die drei Reihen 
von Relationen anzugeben. Die Uberschrift bezieht sich auf die Paargruppe ®, die 


Darstellung aber auf die (binire) R,-Gruppe R von doppelter Ordnung, die sich in 
sie abbildet (§ 5). 


R Diedergruppe der Ordnung m = 2m’, 
1. Darstellung: t= ® 


(1) DM =D =D"*=8, Di D'D,=E, S*=E. 
2. Darstellung: t zyklische Gruppe der Ordnung u 
(I) 2°=8, S*=E 
m'=j'u; 2j’=j Index von r. 
(II) an ue, Be ae 
(Il) Pes an, BaD wc". 


Die Erzeugenden der 2. Darstellung driicken sich durch die der ersten so aus: 
z.=Di, Z=D, DF=D). 
3. Darstellung: t Diedergruppe der Ordnung m’ = 2x’ 
(1) a ad ad’*=8, di did=E, S*=E; 


(II) D** =d,; 


r r 


qn) Mat =-4, Beep attk“*o, wee «a. 


Verbindung zwischen dieser und der ersten Darstellung: 
4,=Di, d=D., d/=D,*D", De=D,. 


Man bestiitigt die Richtigkeit dieser Relationen dedurch, da8 man die Erzeugenden 
der 1. Darstellung in sie einfiihrt. Die Relationen I bis III gehen dadurch in richtige 
Folgerungen aus den Relationen der 1. Darstellung iiber. 








82 W. Threlfali und H. Seifert. 


R Tetraedergruppe. 
1. Darstellung: t = ® 
(1) Puef*-T'=8, TeTT=E, s*=8. 
2. Darstellung: t Vierergruppe 
(I) vat =0"=8, vi viv=E, S*=E8; 
(11) T?*=8; 
(im) Ty f? =v, Tol =e", Tee tT? =4,. 


Verbindung mit der 1. Darstellung: 
a=f"*, af f'*S, eo ef F's, F=f. 


R Oktaedergruppe. 
1. Darstellung: t = 8 
(1) of=-of =o" =8, Of Of0,=E, S8*=8. 
2. Darstellung: r Tetraedergruppe 
(1) eae at -8, ele =E, S*=E8; 
(1) OF" = 8; 
(MN) OF ,0F =, OF Or meer, OF Or marae? 


Verbindung mit der ersten Darstellung 

t,= 0202" t= 0;* = 07 07 =o! 

a  -P , - 2 2 =" =e ~~ 
3. Darstellung: t Vierergruppe, ®/t Diedergruppe der Ordnung 6 


(1) via =0/*=8, v, viv,=E, S8*=E; 
~1 3 
(11) T™*-8, Of*=8, OfT*o* =7* ; 
-1 ~1 
T;v,T; =0,, Ofv,0F =w,, 
-1 -1 
(i) To T* =v", Of, 0" =v,, 
-1 —1 
To'T* =v,, OFe%OF =v". 
Verbindung mit der 2. Darstellung: 
wat, ate, eee, Tat, OF=0f. 


R Ikosaedergruppe. ‘ 
1. Darstellung: r= ® 


(1) Kata a8, ITIT=E, St=8. 
Andere Darstellungen gibt es nicht, weil die Ikosaedergruppe einfach ist. 


Aus den so erzeugten Gruppen ®, denen ebensolche 2 an die Seite treten 
(Index r durch / ersetzen!), bauen wir nun die Rechtecksgruppen auf. Die zuvor 
ordnen 


fir sich betrachteten Drehgruppen, direkten Produkte und Diagonalgruppen 


sich dem Verfahren zur Bildung der Rechtecksgruppen unter, von denen sie besonders 
einfache Ausartungen sind. — Wir geben nur die Relationen an. 
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IV. Rechtecksgruppen: t und { von E, ® und 2 verschieden. 
R zyklische Gruppe der Ordnung m=ju, 2 zyklische Gruppe der Ordnung n = jv. 


t und { zyklische Gruppen der Ordnungen mw und », gemeinsame Quotienten- 
gruppe zyklisch der Ordnung j. © Ordnung 2j uy» 


(I) ze=2,=8, S*=E; 
(11) ZY 2,2) (p prim zu j und 0<p<); 
(11) 2°s,5" «2, 2°2,8" =%,. 


Hierin ist nach § 4 8.20 Z*=Z°2*"; Z°,Z*,2,,2, haben die bei der 
2. Darstellung der zyklischen Gruppe aus Erzeugenden angegebene Bedeutung 
(§ 6 8S. 31). 

Nur wenn u und » beide ungerade sind, gibt es einstufig in die Paargruppe @ 
abgebildete R,-Gruppen, und zwar folgende: 

1. Fall: j ist ungerade. Ist auch p ungerade und ersetzt man z, und z, durch 
ihre entgegengesetzten Bewegungen z> = z, S und z; =z,S8, so gehen die Relationen (1) 
iiber in 
(I) or a2" = B, 


wihrend (II) und (II) erhalten bleiben. Die Bewegungen z>,z;,Z* erzeugen 
dann eine einstufige Gruppe @! der Ordnung ju». — Wenn dagegen p gerade ist, 
so hat man iiberdies Z* durch Z*-=Z*S zm ersetzen, weil sonst S in den 
Relationen (IL) von @! auftreten wiirde. Im 1. Falle gibt es nur eine einstufige 
Gruppe, weil die Quotientengruppe keine Untergruppe vom Index 2 hat. 

2. Fall: j ist gerade. Man hat dann fir Z* unabhingig vom Werte von p 
zwei Miglichkeiten: Z**=Z* und Z*- =Z*S, so daB zwei einstufige Gruppen da 
sind, im Einklang mit der Existenz einer Untergruppe vom Index 2 in der 
Quotientengruppe. Diese beiden einstufigen Gruppen sind auch nichtaéhnlich, aus- 
genommen im Falle ; = 2. — Drehgruppen, direkte Produkte und Diagonalgruppen 
entstehen aus diesen Rechtecksgruppen durch geeignete Wahl von yw und »v. 


R zyklische Gruppe der Ordnung m=2u, 2 Diedergruppe der Ordnung n= 2». 


Nur wenn m= 2uy gerade ist, gibt es eine Quotientengruppe der Ordnung 2 in 
beiden Gruppen, also eine aus zwei Rechtecken bestehende Rechtecksgruppe. 

1. t zyklische Gruppe der Ordnung », [ zyklische Gruppe der Ordnung ». 

Gemeinsame Quotientengruppe Ordnung 2. 

@ Ordnung 2-2y 


(I) ze=2,=8, S*=E, 
(11) Z** =2,8, 
(Ii) 2°22" =z, 5° «50 =s;*. 


Hierbei ist die 2. Darstellung der Diedergruppe (§ 6 8S. 31) mit j’=1 benutzt 
worden. — Wenn yu und » beide ungerade sind, bestehen zwei einstufig abgebildete 
R,-Gruppen. Wird z,S=z; und z,S =z; gesetzt, so sind ihre wesentlichen Relationen: 


Mathematische Aunslen. 104, 8 
A 











(1) 
(It) 
(mil) 


(I) 


(II) 


(Ii) 
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@' Ordnung 2, ¥ 


(I) ap =2p” = E; 
(I) O" = a; 
(Il) B* 2-2" =s2, ae ae a 


Die andere Gruppe erhilt man, wenn man Z* durch Z* S ersetzt. Beide Bewegungs- 
gruppen sind dhnlich. 


2. t zyklische Gruppe der Ordnung wu, | Diedergruppe der Ordnung » = 2»’. 
Gemeinsame Quotientengruppe Ordnung 2. 
@ Ordnung 2-4,’ 
(1) ef=S, d, =d)*=d/"=S, di'did=E, S*=E; 
(I) z* 
(I) 2°s,2° =2,, 5°¢,2° =d, Zao =4,a""a", sa"e*'nal™. 
Einstufig abgebildete fehlen, weil | nicht zyklisch von ungerader Ordnung ist. 


=z, d,; 


R zyklische Gruppe der Ordnung m=3u, 2 Tetraedergrnppe. 


t zyklische Gruppe der Ordnung yu, | Vierergruppe. 

Gemeinsame Quotientengruppe Ordnung 3. 

@ Ordnung 2-34-4= 2-124 
(1) 2°=S, vj =v, =v, "=8, v, viv, =E, S*=E; 
(11) Z** = 2,8; 


, 


(TI) 2°22" <2 Z*y,Z° = Vi» 2° Z* =", Z*0"Z* = ®, - 


r rv? 


R zyklische Gruppe der Ordnung m=2u, 2 Oktaedergruppe. 


t zyklische Gruppe der Ordnung uw, | Tetraedergruppe. 
Gemeinsame Quotientengruppe Ordnung 2. 
@ Ordnung 2-24-12 =2-24y4 
ee=S, t)=t)*=0"=8, tr tit,=E, S*=E; 
s** = 2,8; 


1 gt 


-1 —1 8 - - 
Sak” aq, O48 «GG, SES of *Ee,. FER a ae. 


vr? 


R Diedergruppe der Ordnung m=2m', 2 Diedergruppe der Ordnung n=2n’. 
1. t zyklische Gruppe der Ordnung yw, | zyklische Gruppe der Ordnung ». 
m’=j'n, n’=j'r. 

Gemeinsame Quotientengruppe Diedergruppe der Ordnung j = 2j’. 
@ Ordnung 2-juyr 
a=S, 2,=S8, S*=E; 


—1 


s* = z,2? (p prim zu j’ und 0<p<t),. Dp” = EZ, D*z*p* =2* 3 


* oe? * = * ot 1 * i | 
223,45 =2,, £224,323 =2, D242 =, B40" et". 


r r 
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Wenn « und » beide ungerade sind, so lassen sich folgende einstufige R,-Gruppen 
bilden: 

1. Fall. j’ ist ungerade. Ist auch p ungerade und ersetzt man z, und z, durch 
z~> =2z,S und z> =z,S8, so gehen die Relationen (1) iiber in 


(I) e-"=E, 2, '=E, 


wahrend (II) und (III) erhalten bleiben. Die Bewegungen z>, 27, Z*, D* erzeugen 
dann eine einstufige Gruppe @! der Ordnung ju». Wenn dagegen p gerade ist, so 
hat man tiberdies Z* durch Z*~ = Z*S zu ersetzen, weil sonst S in den Relationen (II) 
von @! auftriite. In jedem Falle hat mian fiir die zweite Erzeugende der Quotienten- 
gruppe die Wahl zwischen D* und D*” = D*S, so daB zwei einstufige R,-Gruppen 
da sind, im Einklang mit der Existenz einer einzigen Untergruppe des Index 2 in der 
Diedergruppe der Ordnung 2j’ bei ungeradem j’. Diese beiden einstufigen Gruppen 
sind aber ahnlich. 


2. Fall. j’ ist gerade. Man hat dann sowohl fir Z* als fir D*, unabhingig 
vom Werte von p, eine zweite Méglichkeit: Z*” =Z*S und D*~=D*S, so daB 
vier einstufige Gruppen da sind, im Einklang mit der Existenz von drei Untergruppen 
vom Index 2 (eine zyklische und zwei Diedergruppen). Die vier Gruppen sind paar- 
weise Shnlich, ausgenommen im Falle j’=2, wo alle vier ahnlich sind. 

2. t zyklische Gruppe der Ordnung «, ! Diedergruppe der Ordnung » = 2’. 
Gemeinsame Quotientengruppe Ordnung 2. 

@ Ordnung 2-4’ 


(I) f=8, d=ad‘=d"=8, 444-8, S*=E; 
2 
(il) D**=4,8; 
(Il) D*s,D* =s>*, D°é,D* =d@,, D*diD* =de""*a", D*é’D* adi. 


3. t und I Diedergruppen der Ordnungen 24’ und 2¥’. 
Gemeinsame Quotientengruppe Ordnung 2. 
@® Ordnung 2-8y’»’ 


(1) dvaditad’*=8, dvd'd=B, d; =d)*=d"*=8, 4,'did,=E, S*=E; 
(I) D**=E; 
(it) 


1 


tees, D*d'D* =d,a""d"*, D*a"”D* =a!", 
Dap «4, Be «4S, FER -€, 


R Diedergrunpe der Ordnung m=2m', L@ Oktaedergruppe. 


1. t zyklische Gruppe der Ordnung » =m’, 1 Tetraedergruppe. 
Gemeinsame Quotientengruppe Ordnung 2. 
@® Ordnung 2-2-u-12 =2-244 


(I) af=S, t=t)*=t;)"=S8, ¢/'tt,=E, S*=E; 
(II) Z**=E; 


* *« -1 * a! 2 cla .-1,0.0 "pe  w-1, 
(I) 2°:,2° =2, > Z°t,Z =¢,, Z°t,2° =t 6, Z*t, Z* =? t,t, . 
3* 
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2. t Diedergruppe der Ordnung «=2,', I Tetraedergruppe. 
Gemeinsame Quotientengruppe Ordnung 2. 
@ Ordnung 2-48 »’ 


(Th) df adtad”=8, di'dd=EB, t)=t)*=6)""=8, t/t=EB, S8*=E; 


(1) Z** 4,8; 
{ Z°d,Z° <4 


* 5 tbe a 
.. es 24", s*fs* ot, 

-1 -1 a = 
Ss" of, S68" of *ce, s*ss° 


(iit) 


wd 


= ty "4,4". 


3. t zylische Gruppe der Ordnung » = ; m’, \ Vierergruppe. 


Gemeinsame Quotientengruppe Diedergruppe der Ordnung 6. 
@ Ordnung 2-244 


(I) 2° =8, v =v, =v, =S, v, v,v,=E, S'=E; 


(11) Z**=28, D*=E, Z*D*z*D* <8; 


1 1 


Z°s,2° =2,, D*z,D* =z 


-1 
(It) Z°y,0° av, ZtZ* <0", Zte"Z* 


=v, 


-1 —3 ~1 
* = ’ ‘ry* ” ” 
D*v,D* =v,, D*v,D* =v,, D*v;'D* =v,’. 


R Tetraedergruppe, 2 Tetraedergruppe. 


t und { Vierergruppe. 


Gemeinsame Quotientengruppe Ordnung 8. 
@ Ordnung 2-3-4-4 =2.48 


2 72 "72 ” fF 2 42 “2 
(I) % =, =v, =8, v, 0,v,= E, vy,=%, =9, =8, 


“fF 
a v, v,v,=E, S*=E; 


(11) T**=E; 

(111) T*y,T* =0,, TT =v", Tol T* =, 

( ee i = 
T*y,T* =o, T°vT* =o", T*v"T* =o. 
R Oktaedergrwppe, 2 Oktaedergrwppe. 

1. t und | Tetraedergruppe. 

Gemeinsame Quotientengruppe Ordnung 2. 

@ Ordnung 2-2-12-12 = 2-288 


(I) ate tr a8, tte B, tet ea 8, t= B, 8 8*= B; 


(II) o**~ E; 


* P= 2 Jas” ,0-3,0,8 ° ~4 = 
(Il) te 0° =t, O° 0% mer ree”, OMsO* atl”, 
-1 -1 v -1 ae 
0°4,0° =f, Of0% afd, Os" 0% at! 


Ld 
ac. 
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2. t und I Vierergruppe. 
Gemeinsame Quotientengruppe Diedergruppe der Ordnung 6. 
@® Ordnung 2-6-4-4 = 2-96 


2 2 we “ee? 3 2 "2 “ef? 2 
(1) v,=v, =v, =8, v, v,v,= E, v,=0, =v, =8, v, v,v,=£, S*=E; 

3 ® *m*tpn* ’ ie 
(Tl) T* =E, O* =E£, or Go az 5 
* es e.!'me'_ ow * Mt met 

"at" 4, Tf v,T =v,, "a Ft et. 
~1 ’ * 'me* ” * "re? 

f*sf* =, f°s,f" «4, fs, 2" =4, 

(11) f f f 1 t f 
-1 -1 -1 

7 ’ * 'pr* * WAe ” 

O*v,0* =v,, O*%v,0* =v,, O*v,0* =, 

~1 ’ * *pe * #77) ” 

O*v,0* =v,, O*v,0% =v, O*v, O* =»,. 


Hiermit sind die sémtlichen nichtihnlichen endlichen Gruppen sphirischer Be- 
wegungen des R, und zugleich die simtlichen nichtaéhnlichen endlichen Gruppen 
homogener quaternarer linearer Substitutionen aufgezahlt. 


§ 7. 
Konformer Modellraum Ks. 


Um die Diskontinuitatsbereiche der Bewegungsgruppen topologisch zu 
untersuchen, ist es ein niitzliches Zugestiéndnis an die Anschauung, die 
reellen Punkte der Hypersphare durch stereographische Projektion 
vom Nordpol der Hypersphire, dem Punkte (0,0,0,1) des R,, aus in die 
Hyperebene z,= 0 zu iibertragen (§ 1). Diese Hyperebene ist die Aquator- 
hyperebene der Hypersphare; sie trigt vom euklidischen R, her eine natiir- 
liche euklidische Metrik; wir nennen sie den euklidischen Bildraum*). Die 
Abbildung wird umkehrbar eindeutig, wenn wir den euklidischen Bildraum 
durch einen einzigen uneigentlichen Punkt schlieBen, d. h. von ihm zum 
reellen konformen Raum K, iibergehen. Die kartesischen Koordinaten 
2=2,, Y= 2,, 2 =, stellen zwar alle Punkte des euklidischen Bildraumes 
dar, aber nur eine endliche Umgebung des Nullpunktes des K,, namlich 
jede, die den ,,uneigentlichen“ Punkt des K, nicht enthalt. AuBer der 
natiirlichen Metrik tragt der Bildraum sowie der K, die spharische Metrik, 
die ihm von der Hypersphaére her durch die stereographische Projektion 
kiinstlich aufgeprigt ist. Sie allein wiirde zur Kennzeichnung der Diskon- 
tinuitatsbereiche ausreichen. Nur zur bequemen Verstandigung reden wir 
auBer von spharischen Geraden und Ebenen (stereographischen Bildern von 
Hauptkreisen und Hauptkugeln der Hypersphiére) und von der sphirischen 
Punktentfernung auch von euklidischen Geraden, vom uneigentlichen Punkt, 
dem Einheitskreise usw. 


17) Dieser euklidische Bildraum ist nicht zu verwechseln mit dem in § 8 8. 11 
eingefiihrten Bild-R,, in dem die Drehungen der Paargruppen vor sich gehen. 
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Die starren Bewegungen der Hypersphare um den Nulipunkt bilden sich 
in eine Gruppe konformer Bewegungen des K, ab. Im euklidischen Bild- 
raum 1a6t sich diese Gruppe als eine Gruppe reeller Kugelverwandtschaften 
kennzeichnen, die die nullteilige Einheitskugel**) in sich bewegen, daher 
Orthogonalkugeln der nullteiligen Einheitskugel und daher Diametralkugeln 
der einteiligen Einheitskugel unter sich vertauschen. 

Es liege im R, eine sphiarische Bewegung vor, die die Ebene E,, **) 
und damit die dazu total senkrechte Ebene E,, in sich dreht. Der Haupt- 
kreis, den E,, aus der Hypersphire ausschneidet, geht durch das Projektions- 
zentrum (0,0,0,1) und bildet sich daher in eine Gerade durch den 
Koordinatenanfangspunkt des euklidischen Bildraumes ab, und zwar in die 
z-Achse, da der Kreis auch noch den Punkt (0,0,1,0) euthalt, der sein 
eigner Bildpunkt ist. Die Ebene E,, schneidet die Hypersphire in einem 
Kreise, der ganz im Projektionsraum 2,= 0 liegt und daher mit seinem 
Bilde iibereinstimmt. Das Bild ist daher der Kreis x*-+- y*=1, z= 0 des 
euklidischen Bildraumes. Wird nun die Ebene E,, durch den Winkel 9, 
die Ebene E,, durch den Winkel wy gedreht — die Ebenen sind vorher 
wie in §1 8.6 durch orientierte zu ersetzen, damit die Angabe der Dreh- 
winkel einen Sinn hat —, so kénnen wir die Bewegung auffassen als das 
Ergebnis einer stetigen Bewegung mit denselben in sich gedrehten Ebenen 
und den Drehwinkeln tg und ty, wo ¢ stetig von 0 bis 1 wichst. Jeder 
Punkt des euklidischen Bildraumes oder vielmehr des K, beschreibt dabei 
eine bestimmte Bahnkurve. Ist insbesondere y = 0, so bleibt der Einheits- 
kreis x*-+- y= 1, z= 0 punktweise fest, wihrend das durch diesen Kreis 
gehende elliptische Kugelbiischel durch den Winkel y um ihn herumgewirbelt 
wird. Die Bahnkurven sind die orthogonalen Trajektorien dieses Kugel- 
biischels, also Orthogonalkreise der Einheitskugel 2*+ y*+z?*=1. Ist 
dagegen y = 0, so ist die Bewegung eine starre Drehung um die z-Achse 
durch den Winkel g. Die Bahnkurven sind also in diesen beiden Sonder- 
fallen Kreise. Sie lassen sich auf cot Ringflachen verteilen, die das durch 
den Einheitskreis gehende Kugelbiischel orthogonal durchsetzen und die 
z-Achse zur Rotationsachse haben; im Falle g = 0 sind sie die Meridian- 
kreise dieser Ringflachen, im Falle y = 0 die Breitenkreise. Auch im all- 
gemeinen Falle, daB m und wy beide von 0 verschieden sind, liegen die 
Bahnkurven auf diesen Ringflichen, da die allgemeine sphirische Bewegung 
ein Produkt ist aus einer, bei der y= 0, und einer, bei der g = 0 ist*®), 


1%) Die nullteilige Einheitskugel gehért dem euklidigschen R, an; sie hat nicht 
etwa Punkte mit dem K, gemein. 

%*) Die Ebene, die von der 1- und 2-Achse des z, x, x, z,-Systems aufgespannt 
wird, wird E,, genannt. 
*) Vgl. die Winkelform der orthogonalen Matrix § 1 8S. 6. 
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beide Sonderbewegungen aber jede Ringfliche einzeln in sich iiberfiihren. 
Die Bahnkurven brauchen dagegen jetzt nicht mehr geschlossen zu sein. 

Besonders interessiert uns der Fall, dab g = +y, d.h. die Rechts- 
und Linksdrehung (§1 8.7). Im R, bewegt sich jede durch den Null- 
punkt gehende Gerade in einer Ebene. Die Bahnkurve eines jeden Punktes 
ist also ein Kreis, was wegen der Kugeltreue der stereographischen Projek- 
tion auch fiir den euklidischen Bildraum gelten muB. Diese Kreise — 
Drehkreise genannt — verteilen sich auf die eben eingefiihrten Ringflichen, 
wo sie jeden Breitenkreis und jeden Meridiankreis einmal schneiden; sie 
machen die beiden bekannten Scharen schriger Kreise aus, die die Ring- 
fliche iiberspinnen und mit den Meridian- und Breitenkreisen die einzigen 
auf den Ringflichen gelegenen Kreise sind. Alle Kreise einer solchen Schar 
gehen aus einem durch Rotation um die z-Achse hervor, und beide Scharen 
gehen durch eine Spiegelung an einem Meridiankreis ineinander iiber. In 
diesen Bahnkurven haben wir die stereographischen Bilder der Schnittkreise 
einer Drehebenenkongruenz mit der Hypersphire — Drehkreiskongruenz. 
Die Kreise einer Rechtsdrehkreiskongruenz werden von einer Rechtsdrehung 
spharisch starr durch den Drehwinkel gedreht, und gleiches gilt von einer 
Linksdrehkreiskongruenz und einer Linksdrehung. 

Die Aufteilung der Drehkreise auf Ringflichen des konformen Modells 
der Hypersphare bildet sich im projektiven Modell in die Aufteilung der 
Kongruenzgeraden auf Hyperboloide ab (§1 8.7). Die beiden Scharen 
von Erzeugenden des Hyperboloids sind die projektiven (durch Zentral- 
projektion der Hypersphire in den uneigentlichen P, erhaltenen) Bilder der 
Bahnkurven einer Rechts- oder Linksdrehung, wie die Drehkreise auf den 
Ringflachen ihre stereographischen Bilder sind. — Zwei der co’ Ring- 
flachen sind in Kreise des konformen Raumes K, ausgeartet: in die z-Achse 
und den dazu senkrechten Einheitskreis. Diese beiden Kreise haben in der 
Drehkreiskongrvenz des K, nichts vor anderen JYvehkreisen voraus, ihre 
ausgezeichnete Rolle hangt an der gewahlten Aufteilung der Drehkreise auf 
Ringflichen. Durch eine sphirisch-starre Bewegung, die die Drehkreis- 
kongruenz als Ganzes in sich bewegt, laBt sich die z-Achse in jeden andern 
Kreis der Kongruenz iiberfiihren; die Ringflachen andern dabei ihre euklidische, 
nicht ihre konforme Gestalt. 

Alle Bahnkurven von Drehungen (nicht von der allgemeinen starren 
Bewegung der Hypersphiare) sind sphirische Geraden (Hauptkreise der 
Hypersphire) und bilden sich also in Diametralkreise der Einheitskugel ab. 
Unter diesen spharischen Bahngeraden im K, befindet sich eine euklidische 
Gerade, die Bahnkurve des Nullpunktes; wir nennen sie die Schraubachse 
der Rechts- oder Linksdrehung. Eine Rechtsdrehung ist vollstindig durch 
ihre Schraubachse und die spharisch gemessene Strecke g charakterisiert, 
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um die alle Achsenpunkte verschoben werden (Lange der sphiarischen Ge- 
raden 22). Um die gleiche Strecke wird gleichzeitig der zur Schraubachse 
senkrechte Einheitskreis in sich gedreht; von der Rechtsdrehung im einen, 
von der Linksdrehung im andern Sinne™). Die Rechtsdrehung des R, 
bildet sich somit in eine Schraubenbewegung (Rechtsschraubung) des kon- 
formen Modellraumes ab, die Linksdrehung in eine Linksschraubung, beide 
von der spharischen Ganghéhe 1. Alle Punkte der Hypersphare werden auf 
ihren Bahnkreisen um spharisch gleiche Strecken verschoben. Eine Rechts- 
oder Linksdrehung ist daher fixpunktlos. 


§ 8. 
Bewegungsgruppe und Fundamentalgruppe. 


Die Bewegungsgruppen der Hypersphiare oder, was dasselbe besagt, des 
konformen Raumes K,, haben deshalb unser Interesse, weil durch jede 
solche endliche Gruppe eine geschlossene dreidimenstonale Mannigfaltig- 
keit M oder, wie wir auch sagen wollen, ein geschlossener dreidimensionaler 
Raum M bestimmt ist**). Die Punkte der Hypersphire zerfallen hinsichtlich 
unserer Gruppe in Klassen dquivalenter. Jede Klasse stellt einen ,,Punkt“ 
von M dar. Es bilden sich also, wenn g die Ordnung der Gruppe ist, im 
allgemeinen g Hyperspharenpunkte in einen Punkt von M (Bildpunkt) ab. 

M wird dadurch zur geschlossenen dreidimensionalen Mannigfaltigkeit, 
da8 sich die Punktumgebungen von der Hypersphire nach M iibertragen. 
In der Hypersphare ernennen wir zu Punktumgebungen eines Punktes A 
das Innere von Kugeln U,, die A zum sphirischen Mittelpunkt haben, und 
falls A kein Fixpunkt ist, so klein sind, da sie keine aquivalenten Punkte 
enthalten. Da die Gruppe nur endlich viele Transformationen enthilt, so 
ist das stets méglich. Ist dagegen der Punkt A ein Fixpunkt, so soll die 
Kugel U, so klein sein, daB je zwei in ihr liegende aquivalente Punkte 
durch eine Bewegung der Gruppe um den Fixpunkt A aus einander 
hervorgehen. Zu Umgebungen in M ernennen wir die Bilder dieser Um- 
gebungen in der Hypersphare. Das darf geschehen, weil sie, wie man leicht 
nachweist, die Umgebungsaxiome erfiillen. Uberdies lassen sie sich wieder 


™) Genauer wird zufolge der Wahl des Koordinatensystems (§1 8.6) von einer 
Rechtsdrehung des Drehwinkels g der Einheitskreis (der Ebene E,, entsprechend) 
im positiven Sinne (positive z-Achse auf kiirzestem Wege in positive y-Achse) be- 
wegt, die z-Achse (der Ebene E,, entsprechend) ebenfalls im positiven Sinne 
(wachsende z), von einer Linksdrehung dagegen der Einheitskreis ebensc im posi- 
tiven Sinne durch +9, die z-Achse aber im positiven Sinne durch — ¢. 

*) Uber den hier benutzten kontinuumstopologischen Begriff der Mannigfaltig- 
keit unterrichtet kurz ein Vortrag von H. Kneser, Topologie der Mannigfaltigkeiten, 
Jahresber. d. D. Math. Ver. 84 (1926), S. 1. 
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auf das Innere von Kugeln abbilden. Dies folgt, wenn A kein Fixpunkt 
ist, aus der umkehrbaren Eindeutigkeit der Abbildung. Ist dagegen A 
Fixpunkt, so werde die Umgebung U, stereographisch vom Gegenpunkt 
von A aus in die (euklidische) Tangentialhyperebene der Hypersphire in A 
projiziert. Dabei geht die Umgebung U, in das Innere einer euklidischen 
Kugel V4 dieser Hyperebene iiber, und die Untergruppe der Gruppen- 
bewegungen um A bildet sich in eine Gruppe starrer Drehungen dieser 
euklidischen Kugel V4 um ihren Mittelpunkt A ab, also in eine platonische 
Gruppe. Die inneren Punkte von V4, die den Diskontinuitatsbereich dieser 
Gruppe ausmachen, lassen sich wieder auf die inneren Punkte einer Kugel 
abbilden. Man kann namlich diesen Diskontinuitatsbereich als einen Voll- 
kugelsektor annehmen, der aus jeder in V4 gelegenen Kugelfliche mit dem 
Mittelpunkt A den zweidimensionalen Diskontinuitatsbereich jener platoni- 
schen Gruppe ausschneidet. Der zweidimensionale Diskontinuitatsbereich 
ist ein spharisches Polygon, das sich durch Identifizierung aquivalenter 
Kanten zur Kugelflache schlieBt, z. B. im Falle der zyklischen Gruppe ein 
spharisches Zweirck, im Falle der iibrigen platonischen Gruppen ein Vier- 
eck, das aus einem weifen und einem schwarzen der aus der Theorie der 
automorphen Funktionen bekannten Dreiecke besteht. Daraus geht hervor, 
da8 der erwahnte Vollkugelsektor nach Identifizierung aquivalenter Seiten- 
flichen mit dem Kugelinnern iibereinstimmt. Da nun nach Voraussetzung 
zwei aquivalente Punkte in U, immer durch eine Gruppenbewegung mit A 
als Fixpunkt ineinauder iiberfiihrbar sind, so erhaélt man in der Tat durch 
Identifizieren aquivalenter Punkte das Innere einer Kugel. 

Dieser Schlu8 griindet sich darauf, da8 die Diskontinuitatsbereiche der 
endlichen Bewegungsgruppen der zweidimensionalen Kugel wieder Kugeln 
sind. Da wir in dieser Arbeit zeigen, da8 die Diskontinuititsbereiche der 
endlichen Bewegungsgruppen der Hypersphire (dreidimensionalen Kugel) 
im allgemeinen keine Hyperspharen sind, so la8t sich der Schlu8 nicht auf 
héhere Dimensionen iibertragen. In der Tat sind die Diskontinuitatsbereiche 
der endlichen Bewegungsgruppen der vierdimensionalen Kugel des fiinf- 
dimensionalen Raumes, falls die Gruppen fixpunkthaltig sind, im allgemeinen 
keine Mannigfaltigkeiten, d. h. die Umgebungen der Punkte lassen sich nicht 
ausnahmelos auf das Innere einer dreidimensionalen Hyperspire abbilden. 

Einen Punkt von M kann man, wenn man will, sich durch einen 
Reprasentanten seiner Klasse, den ganzen abstrakten Raum M durch einen 
aus Punkten des konformen Raumes K, bestehenden Diskontinuttatsbereich 
der konformen Bewegungsgiuppe veranschaulichen, M wird so durch eine 
offene Punktmenge des K, dargestellt, etwa durch die innern und gewisse 
Randpunkte eines von Kugelflachen begrenzten Polyeders, das durch Seiten- 
zuordnung zu M geschlossen wird. 
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Unser niichstes Ziel ist es, den Zusammenhang zwischen der Funda- 
mentalgruppe % des Diskontinuitatsbereiches M und der Bewegungsgruppe & 
des K, herzustellen. Zu diesem Zweck schalten wir zwischen M und dem 
K, eine Mannigfaltigkeit K’ ein. Die Punkte von K’ sind die Klassen 
der Punkte des K,, die aquivalent hinsichtlich der kleinsten, alle fixpunkt- 
haltigen Bewegungen umfassenden Untergruppe N der Bewegungsgruppe & 
sind. Weil 2 eine Bewegungsgruppe der Hypersphare ist, so folgt aus dem 
eben gefiihrten Beweise, wenn man darin @ durch N und M durch K’ 
ersetzt, daB auch K’ eine geschlossene dreidimensionale Mannigfaltigkeit 
ist, falls man zu Umgebungen in K’ die Bilder der Umgebungen im K, 
ernennt. Jede Bewegung G der Gruppe @ im K, bildet sich in eine Be- 
wegung F von K’ ab. Alle Bewegungen von @, die in dieselbe Rest- 
klasse von § in @ fallen, und nur diese liefern dieselbe Bewegung in K’. 
Die fixpunktlose Bewegungsgruppe %, die von G in K’ hervorgerufen 
wird, ist daher 1-isomorph zur Quotientengruppe G/M. Wenn man 
hinsichtlich %} aquivalente Punkte von K’ identifiziert und die Umgebungen 
beibehilt, so erhilt man aus K’ die Mannigfaltigkeit M. XK’ ist die uni- 
verselle Uberlagerungsmannigfaltigkeit von M, da, wie wir sehen werden, 
K’ unverzweigt und einfach zusammenhangend iiber M liegt. Wenn 2 = G, 
so ist § = Z, und K’ fallt mit M zusammen (Beispiel: Diagonalgruppen); 
wenn dagegen & selbst fixpunktlos ist, also 2 — 2, so ist § = G, und 
K’ fallt mit der Hypersphare zusammen (Beispiel: Drehgruppen). Die 
Abbildung der Umgebung eines Punktes von K’ auf die des Bildpunktes 
in M ist umkehrbar eindeutig. Das liegt daran, daB % fixpunktlos ist, 
also eine der zuvor eingefiihrten Umgebungen in K’ keine Aquivalenten 
Punkte hinsichtlich % enthalt. Daher liegt K’ wnverzweigt iiber M. 

Seien nun in K’ zwei stetige Kurven P’ 1, Q’ und P’1;Q’ mit gemein- 
samen Randpunkten P’ und Q’ gegeben. Wir wollen zeigen, daB die 
beiden. Kurven in XK’ sich unter Festhaltung der Randpunkte ineinander 
stetig deformieren lassen. Um das zutun, fassen wir sie als Bilder zweier 
stetiger Kurven Pl,Q, und P/l,Q, im K, auf, die von einem Punkte P 
(in P’ abgebildet) nach zwei hinsichtlich 9% Aquivalenten Punkten Q, 
und Q, (beide in Q’ abgebildet) fiihren**). Q, laBt sich in Q, durch die 
Reihe fixpunkthaltiger Bewegungen G,, G,,...,@, tibetfiihren. Die Kurve 
P1,Q,40,4-*Q,, die man erhalt, wenn man erst von P langs i, nach 
Q,, dann von Q, auf einer beliebigen Kurve 4 nach einem Fixpunkt 0, 





*%) Sollte P’i{Q’ oder P’l{Q’ unendlich viele Punkte mit Bildern von Fix- 
kreisen gemein haben, so kann man die beiden Kurven unter Festhaltung von P’ 
und Q’ in zwei andere deformieren, bei denen das nicht mehr der Fall ist. Vgl. hier- 
zu J. W. Aiexander, A proof of the invariance of certain contants in Analysis Situs. 
Trans. Am. Math. Soc. 16 (1915), S. 148. 
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von G, und von da auf demselben Wege nach Q, zuriickliuft, bildet sich 
in eine Kurve von K’ ab, die stetig in die Kurve P’1}Q’ deformierbar 
ist; sie unterscheidet sich von dieser nur durch einen hin und zuriick 
durchlaufenen angesetzten Zipfel Q’2'O;. Ubt man nun auf das letzte 
Stiick O,4~*Q, der Kurve Pl,Q,40,4~* Q, die Bewegung G, aus, so 
erhalt man eine Kurve P1,Q,40,1~* Q,, die sich in dieselbe Kurve von K’ 
abbildet wie P1,Q,40,4~* Q, und deren Bild somit ebenfalls in P’ 1; Q’ 
stetig deformierbar ist. Im K, haben 
wir damit die Kurve Pl, Q, in eine 
iibergefiihrt, die von P nach dem 
Bildpunkt G,(Q,) = Q, von Q, lauft. 
Von dieser Kurve gehen wir jetzt 
ebenso zu einer weiteren iiber, die 
von P iiber Q,, 0,,Q, und einen 
Fixpunkt O, von G, nach dem 
Bildpunkt G, G,(Q,) von Q, lauft. 
Nach q derartigen Schritten sind wir > 

zu einer Kurve PIQ, gelangt, die von P iiber Q,,0,, Q,, O,,... nach 
Q, geht und deren Bild in K’, namlich P’1)’Q’ = P’l; Q’ i’ Of2'~* Q’... 
sich ebenfalls stetig in P’ 1; Q’ deformieren la8t. Deformiert man nun noch 
Pls Q, in Pl. Q,, was in der Hypersphire méglich ist, so geht durch 
die entsprechende Deformation in K’ P’l*’ Q’ in P’1,Q’ iiber. Damit ist 
in der Tat P’1;Q’ unter Festhaltung von P’ und Q’ in P’1;Q’ iiberge- 
fiihrt. Jede geschlossene Kurve in K’ 1laBt sich daher stetig in einen 
Punkt zusammenziehen, das heiBt aber, K’ ist einfach zusammenhdngend. 





Ist F,, F,,... eine Klasse aquivalenter Punkte der Bewegungsgruppe 
% = G/M in K’, so kann man nach Auszeichnung eines Punktes F,, als 
Anfangspunktes jede Bewegung von K’ dadurch eindeutig bestimmen, da8 
man angibt, in welchen Punkt F, durch die Bewegung iibergeht. Wir be- 
zeichnen ein Element der Gruppe % ebenso wie den von ihm erzeugten 
Bildpunkt F, von F, mit F,. Man kann hiernach jedes Element F, von 
§ durch die Klasse der gerichteten Wege in K’ darstellen, die von F, 
nach F, fiihren — Wegeklasse F, in K’. Wie wir uns eben iiberzeugt 
haben, ist jeder Weg einer Klasse stetig in jeden andern unter Festhaltung 
der Randpunkte F, und F, iiberfiihrbar. In der Klasse, die zu dem Pro- 
dukt F,= F, F, gehért, befindet sich jede Kurve, die man erhilt, wenn 
man zuerst von F, nach F, auf einer Kurve der Klasse F, und von F, 
auf einer zu einer Kurve der Klasse F, aquivalenten Kurve nach F, fort- 
schreitet. FaSt man F, und F, als Bewegungen von K’ auf (die den 
Punkt F, in den Punkt F, bzw. F, iiberfiihren), so ist F,— FP, F, ge- 
ma8 der Verabredung von § 2 8.10 die Bewegung, die entsteht, wenn 
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man erst F, und dann F, ausiibt. In der Mannigfaltigkeit M bilden sich 
die Kurven einer Klasse F, in geschlossene Kurven ab, die alle von einem 
gemeinsamen Anfangspunkt F, (ebenso wie in K’ bezeichnet) ausgehen 
und unter Festhaltung von F, stetig ineinander deformierbar sind. 

Nun kann man in M eine Klasseneinteilung der von F, ausgehenden 
geschlossenen und mit einem Richtungssinn versehenen Kurven vornehmen. 
In einer Klasse befinden sich alle und nur die Kurven, die sich in M 
unter Festhaltung von F, stetig ineinander deformieren lassen. Eine solche 
Klasse mag Wegeklasse von M heiBen. Jeder Wegeklasse F, von K’ laBt 
sich eine gleichbezeichnete Wegeklasse F, von M zuordnen, namlich die, 
in der die Bilder der Wegeklasse F, von K’ liegen. Umgekehrt geht jede 
Wegeklasse von M aus genau einer Wegeklasse von K’ hervor; denn jede 
in M von F, ausgehende geschlossene Kurve ist Bild einer in K’ von F, 
ausgehenden und in einem Punkt F, miindenden Kurve von K’, die ein- 
deutig festliegt, weil sich die Punktumgebungen in K’ und in M einein- 
deutig aufeinander abbilden. Damit ist zwischen den Wegeklassen in K’ 
und den Wegeklassen in M eine eineindeutige Beziehung hergestellt. 

Die Wegeklassen von M sind nun nichts anderes als die Elemente 
der Fundamentalgruppe % von M, die deshalb auch Wegegruppe von M 
genannt wird (Definition der Fundamentalgruppe). Das Produkt zweier 
solcher Wegeklassen F, F, ist die Wegeklasse, in der jede Kurve liegt, 
die man erhilt, wenn man erst F, und dann F, durchlauft. Die dem 
Einheitselement der Fundamentalgruppe entsprechende Wegeklasse enthalt 
alle auf einen Punkt zusammenziehbaren Kurven. Wir kénnen diesen Tat- 
bestand mit andern Worten so bezeichnen: Jedem Element der Bewegungs- 
gruppe von K’ ist ein Element der Fundamentalgruppe von M einein- 
deutig zugeordnet, und diese Zuordnung ist ein Gruppenisomorphismus. Nun 
war die Bewegungsgruppe von K’ @/%. Damit ist also der Zusammen- 
hang zwischen Fundamentalgruppe und Bewegungsgruppe hergestellt: 

Die Fundamentalgruppe % des Diskontinuttatsberetches M einer end- 
lichen Bewegungsgruppe @ der Hypersphdre oder, was dasselbe besagt, 
des dreidimensionalen sphdrischen Raumes K, ist die Quotientengruppe 
der Bewegungsgruppe % und der Untergruppe N von G, die von allen 
fixpunkthaltigen Bewegungen von © erzeugt wird: F¥ — G/N. 

Der Satz iibertrigt sich, wie wir sahen, nicht auf héhere Dimensionen, 
dagegen wohl auf die gewdhnliche Kugel, den zweidimensionalen sphiri- 
schen Raum. Da alle starren Bewegungen erster Art der Kugel fixpunkt- 
haltig sind, so besteht die Fundamentalgruppe des Diskontinuitatsbereiches 
einer endlichen Bewegungsgruppe der Kugel (einer platonischen Gruppe) 
aus dem Einheitselement, und da die Fundamentalgruppe in zwei Dimensio- 
nen die Mannigfaltigkeit topologisch eindeutig bestimmt, so stimmen die 





Bewegungsgruppen des dreidimensionalen sphirischen Raumes. 45 


Diskontinuitatsbereiche dieser Gruppen mit der Kugel selbst iiberein. Das 
topologische Interesse an den Diskcntinuitatsbereichen metrischer Bewegungs- 
gruppen beginnt daher in zwei Dimensionen nicht schon mit der sphari- 
schen Geometrie, sondern erst bei den unendlichen Bewegungsgruppen der 
euklidischen und hyperbolischen Ebene, die die Ringflaiche und die Flachen 
hdheren Geschlechts liefern. DaS es fixpunktlose starre Bewegungen der 
Hypersphare gibt, daran liegt das Auftreten topologisch wichtiger Dis- 
kontinuitatsbereiche in der spharischen dreidimensionalen Geometrie. 


§ 9. 
Numerische Invarianten. 


Die Fundamentalgruppe einer dreidimensionalen orientierbaren Mannig- 
faltigkeit bestimmt deren numerische Invarianten, namlich die Bettischen 
Zahlen p, und p, der Dimensionen 1 und 2, die bei Orientierbarkeit 
iibereinstimmen, und die Torsionskoeffizienten c,,C,,...,¢, der Dimension 1 
vollstandig. Wir fassen im folgenden die numerischen Invarianten in das 
Zeichen 

(Pas Pai Crs Cys ++ +4 Os —) 

zusammen. Darin bedeutet der Strich an letzter Stelle, daB kein Torsions- 
koeffizient der Dimension 2 vorhanden ist, daB also die Mannigfaltigkeit 
orientierbar und folglich p, =p, ist. Der einzige mégliche Torsionskoeffi- 
zient der Dimension 2 hat den Wert 2, sein Auftreten ist mit der Nicht- 
orientierbarkeit gleichbedeutend. Die Torsionskoeffizienten ¢,,c,, ..., C, sind 
ganze Zahlen >1; jeder Torsionskoeffizient ist im vorhergehenden als 
Faktor enthalten. 

Um diese numerischen Invarianten aus der Fundamentalgruppe abzu- 
leiten, hat man von der Fundamentalgruppe % zur sogenannten Homologie- 
gruppe X iiberzugehen. Die Homologiegruppe einer beliebigen abstrakten 
Gruppe % ist die Quotientengruppe von % und der Kommutatorgruppe & 
von %, die von allen Elementen der Form F; F, F;* F,;* von % erzeugt 
wird, oder mit anderen Worten: die Homologiegruppe ist die abelsch ge- 
machte Fundamentalgruppe %. Man erhilt also aus %, wenu man zu 
den Relationen zwischen den Erzeugenden von % die Vertauschbarkeits- 
relationen 


RP, FF, Fy’ =£ 


hinzunimmt; F,, F, sind beliebige Elemente von §, es geniigt natiirlich 
Vertauschbarkeit zwischen den Erzeugenden von %§ zu fordern. 

Die Fundamentalgruppe % ist hiernach zur Homologiegruppe % (im 
allgemeinen mehrstufig) isomorph. Die Elemente von % nennen wir X, zur 
Bezeichnung der Gruppenmultiplikation benutzen wir in X das + -Zeichen, 
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statt des bisher gebrauchten Multiplikationszeichens, und entsprechend zur 
Bezeichnung des Einheitselementes die 0. Die Verkniipfung + wird ein 
fiir allemal als kommutativ vorausgesetzt. In der Bezeichnung wird der 
AnschluB an die Theorie der linearen Gleichungen mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten zum Ausdruck gebracht. Die ¢ wesentlichen Relationen zwischen 
den k Erzeugenden 


(X) Bilis wn Me 


nehmen jetzt die Form von ¢ linearen Gleichungen an: 
k 
(Y) Y= Jl, X,=9 (¢=1,2,...,8). 
x=1 


Man erhialt diese Gleichungen, wenn man in den wesentlichen Relationen 
der Fundamentalgruppe % die Erzeugenden statt mit F mit X bezeichnet, 
von der Reihenfolge absieht, in der sie in den Relationen auftreten,~und 
von der multiplikativen zur additiven Schreibung iibergeht. 1, ist also 
die algebraische Summe aller Exponenten, mit denen F, in der :-ten Re- 
lation von % auftritt. Die abelsche Gruppe X ist hiernach durch die ganz- 
zahlige Exponentenmatrizx L = (1,,) vollstandig bestimmt. Ersetzen wir in 
den Gleichungen (Y) die & Erzeugenden X durch andere ,  e -a 
ganzzahlige Kombinationen der X sind, und lassen sich umgekehrt die X 
durch die X* ganzzahlig ausdriicken, hingen also die X mit den X* durch 


eine ganzzahlige unimodulare Transformation zusammen: 


k 
(A) X= D«,,X, (x=1,2,..., &), 


e 
e=1 
so erzeugen die Elemente X,’,...,X; ebenfalls die Gruppe %. Ebenso 
diirfen in den Relationen Y,—0 die ¢ Verbindungen Y, der X oder der 
X* ganzzahlig unimodular in andere Verbindungen 


(B) y= 5's, Y. (o =1, 2,..., 4) 


‘=1 
transformiert werden. Die neuen Relationen ¥Y."—0 sind dann Folgen der 
alten und umgekehrt und bestimmen somit ebenfalls die alte Gruppe &. 
Nun kann man nach einem Satz der Elementarteilertheorie durch geeignete 


Wahl der ganzzahligen unimodularen Matrizen ‘ 
° A= («,,); B = (£,,) 
es erreichen, daB die Matrix LZ in die Normalform 
BLA 


iibergeht, in der in der Hauptdiagonale die invarianten Faktoren (rationa- 
len Elementarteiler) von L stehen, alle andern Elemente aber = 0 sind. 
Die Anzahl der invarianten Faktoren ist gleich dem Range g von L; wir 
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ordnen sie so an, da® jeder invariante Faktor im vorangehenden enthalten 
ist, also c,>c,>...2c,. Dann stehen in der Hauptdiagonale erst 9 inva- 
riante Faktoren, die von 1 verschieden sind: ¢,, ¢,,..., C,, dann folgen 
qg—e vom Werte 1. Die Matrix BLA von ¢ Zeilen und & Spalten hat 
also die Gestalt: 

¢,-90.00...0 


0.¢,0.00...0 
0.01.00...0 


Wir nehmen an, da8B o +0 ist; fiir 90 =0 wiirde eine freie Abelsche 
Gruppe vorliegen mit so vielen Erzeugenden, wie Nullspalten vorhanden 
sind. Ohne die Gruppe X zu andern, diirfen wir die Zeilen und Spalten, 
die sich in Diagonalelementen des Wertes 1 schneiden, fortlassen, da sie 
unwesentliche Relationen der Form X,,;—... = Xj; =0 bedeuten. Gleich- 
falls diirfen die aus lauter Nullen bestehenden Zeilen gestrichen werden, 
die die Relation 0 =0 darstellen, nicht dagegen die aus lauter Nullen 
bestehenden Spalten, die den frei bleibenden, d. h. nicht in die normierten 
Relationen eingehenden Erzeugenden entsprechen. Wir wollen die so ver- 
kiirzte Matrix BLA, also eine Matrix von o Zeilen und o=k—q+o 
Spalten mit L* bezeichnen: 


Die von 1 verschiedenen invarianten Faktoren von L, ¢,, ¢,, ...; Cos heiBen 
Torsionskoeffizienten, die Differenz von Spaltenzahl und Rang von L 
(oder L*), p,=o—g@—k—gq, heiBt Bettische Zahl (der Dimension 1) 
der Gruppe 3. 

Die Torsionskoeffizienten c,,¢.-..., ¢ ‘ und die Bettische Zahl p,—o — 
sind fiir die Homologie-Gruppe X caarakteristisch. Seien nimlich 


¢,-9.0 ¢.0.90 

-( ca eee und ea(2o 

0.¢,. 0, 0.c,.0 

zwei Matrizen in Normalform, die ein und dieselbe Abelsche Gruppe be- 


stimmen, so kann man jedes erzeugende Element X;,..., X;, der Darstel- 
lung L’* als lineare Kombination der o Erzeugenden X,,..., X, der Dar- 
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stellung L* ausdriicken. Andert man nun L* dadurch ab, daB8 man die 
o’ Erzeugenden Xj,..., X{, und gleichzeitig die Relationen hinzunimmt, 
die die X’ ganz und linear durch die X ausdriicken, so erhalt man eine 
Matrix M von o+ 0’ Zeilen und o-+o’ Spalten, die offenbar dieselbe 
Abelsche Gruppe bestimmt wie L*: 


es . 0 ; 
eer 4 hor 
a ek ee eh 
Ebenso erhalt man aus L’* eine Matrix von 9’ + o Zeilen und o + o’ Spal- 
ten, indem man zu den Erzeugenden X;,..., X;, die erzeugenden Elemente 
X,,..-,X, von L* als iiberzihlige Erzeugende und die Relationen hinzu- 
nimmt, durch die sich die X ganzzahlig linear aus den X’ zusammensetzen: 


c,.0.00.0 
é he 


ee 


0.0¢.0.0) 
0.c¢,.0 
. 


0 . 1 «* i. Ao 

Sterne stehen fiir Elemente, die nicht naher bezeichnet zu werden brauchen. 
M und M’ definieren ebenso wie L* und L’* dieselbe Abelsche Gruppe, 
und zwar sind die Erzeugenden in M dieselben Gruppenelemente wie die 
Erzeugenden in M’; die oberen Einginge der Matrizen M und M’ ent- 
sprechen den Elementen X,,..., X,, X;,..., Xj, in dieser Reihenfolge. Die 
Relationen, d. h. die Zeilen von M’, miissen sich daher als ganze lineare 
Kombinationen der Zeilen von M darstellen lassen und umgekehrt. Das 
bedeutet aber, daB die Matrizen M und M’ denselben Rang und dieselben 
invarianten Faktoren haben. Der Rang von M ist o’+ 0, der von M ‘ 
o+ 0’, also ist o—g—o'—o’=p,. Die invarianteh Faktoren von M 
sind ¢;, C4, -.-, .? abgesehen von denen des Wertes 1, denn man kann in 
M alle mit Sternen bezeichneten Elemente durch Spaltenaddition zum Ver- 
schwinden bringen, wobei sich die invarianten Faktoren bekanntlich nicht 
andern. Ebenso schlieSt man, daB8 die invarianten Faktoren von M’ 
Ci, C3,--.,¢, sind. Es ist also in der Tat c,—c/, c,=c,,...,¢,=¢,, 
also 9 = 0’, also o=o', dh. die beiden Matrizen L* und L’* stimmen 
iiberein. Die Torsiorskoeffizienten c,, Cy, ---; c, und die Bettische Zahl 


5 
! 
oo 
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Pp, =o—@ sind somit fiir die Homologiegruppe X und daher auch fiir 
die Fundamentalgruppe % von der Darstellung der Gruppen durch Erzeu- 
gende und wesentliche Relationen unabhangige numerische Invarianten. 

Die Bettische Zahl p, =o — g ist dann und nur dann +0, wenn die 
Homologiegruppe % in der Normaldarstellung mindestens eine freie Erzeu- 
gende, also unendliche Ordnung hat. Da die Fundamentalgruppen der Dis- 
kontinuitatsbereiche unserer endlichen Bewegungsgruppen selbst endlich 
sind, so sind erst recht die Homologiegruppen endlich, also ist in allen 
unseren Beispielen die Bettische Zahl p, = p, = 0. 


Die Wichtigkeit der abgeleiteten gruppentheoretischen Invarianten liegt 
in ihrer geometrischen Bedeutung. Die Elemente der Homologiegruppe sind 
die Restklassen der Kommutatorgruppe & in der Fundamentalgruppe §. 
Jedem Element der Fundamentalgruppe entspricht, wie wir wissen, eine 
Klasse von gerichteten geschlossenen Kurven, die unter Festhaltung des 
gemeinsamen Ausgangspunktes F, ineinander deformierbar sind (Wege- 
klasse). FaSt man nun die Wegeklassen, deren zugehérige Elemente der 
Fundamentalgruppe derselben Restklasse in der Zerlegung der Fundamen- 
talgruppe nach der Kommutatorgruppe angehéren, zu einer griBeren Klasse 
von Wegen, einer Homologieklasse, zusammen, so entspricht jedem Element 
der Homologiegruppe umkehrbar eindeutig eine Homologieklasse geschlos- 
sener Kurven. Die Kurven, die dem Einheitselement der Homologiegruppe, 
der Nullklasse, zugehéren, heiBen nullhomolog, in Zeichen ~ 0. Ein Tor- 
sionskoeffizient c bedeutet dann, daB eine geschlossene Kurve k in M vor- 
handen ist, die selbst nicht ~ 0 ist, wohl aber c-mal durchlaufen. Ein- 
faches Beispiel: die Gerade des projektiven Raumes P,, c= 2. Tritt aber 
eine Bettische Zahl p,>0 auf, so heiBt das, daB es eine Kurve k gibt, 
die auch nicht durch mehrmaliges Durchlaufen nullhomolog gemacht wer- 
den kann*). 

Geometrisch sind die nullhomologen Kurven durch folgende Eigenschaft 
charakterisiert. Sicher sind alle Kurven, die sich auf einen Punkt zusam- 
menziehen lassen, nullhomolog. Denn das Einheitselement 2 der Funda- 
mentalgruppe gehért der Kommutatorgruppe an. Jedes von Z verschiedene 
Element der Kommutatorgruppe la8t sich als Produkt von Kommutatoren 


(F, Fy Fy’ Fy") ... (Fap-1 Pap Fap-1 Fon ) 
darstellen. Alle Kurven der Wegeklasse dieses Fundamentalgruppenelemen- 
tes sind also auch homolog Null. Versteht man nun unter 
et Ey 


%) Poincaré hat die Zahl P,=p,+1 als Bettische Zahl eingefiihrt. Wir folgen 
H. Weyl. 
Mathematische Annalev. 104. 4 
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ein System von Kurven aus den Wegeklassen 
F,, Fy, --+> Fay: 


so ist demnach eine Kurve & nur dann ~ 0, wenn sie sich entweder in 
einen Punkt oder in eine Kurve 
(p) fifeti fe’ --- fap-sfepfey—sfep 
deformieren la8t. Ist & in einen Punkt deformierbar, so wird von k wih- 
rend der Deformation ein Elementarflaichenstiick bestrichen. Jede auf einen 
Punkt zusammenziehbare Kurve bildet also den Rand einer berandeten 
Flaiche vom Geschlechte 0. Allgemein sind die nullhomologen Kurven 
dadurch charakterisiert, daB sie den Rand einer orientierbaren Flache vom 
Geschlechte p ausmachen. Eine solche Flache wird namlich von der 
Kurve k beschrieben, wenn man sie in die Kurve (p) deformiert. Denn 
diese Fliche ist einmal berandet von der Ausgangskurve k, sodann von 4 p 
paarweise zugeordneten, nur im Durchlaufungssinn verschiedenen Kurven. 
P ‘ “ay? — Im Falle p=1 1aBt sich die Filache 
y z. B. auf das nebenstehende Fiinfeck ab- 
4 i YY iz, bilden. Dieses Fiinfeck ist eine durch die 
4 Randkurve k gelochte Ringfliche, da man 
f f % , in das gezeichnete, von k gelochte Vier- 
4 eck mit paarweiser Seitenzuordnung ab- 
7 * bilden kann. Entsprechendes gilt von der 
Flache vom Geschlechte p, die, wie aus der Funktionentheorie bekannt, 
sich in ein 4 p-Eck einwickeln la8t mit der durch die Folge (p) gegebenen 
Seitenzuordnung. Jedes Quadrupel der Gestalt fff; ‘fe’ stellt einen 
»Henkel“ der Flache dar. 

Der eben gezogene Schlu8 ist umkehrbar: Wenn eine Kurve & eine 
orientierbare Fliche vom Geschlechte p berandet, so laBt sich die Flache 
auf das gelochte 4p-Eck abbilden, und & la8t sich daher in eine Kurve 
der Form (p) deformieren, gehért also der Klasse der nullhomologen Kur- 
ven an. Diese Kurven sind damit in der Mannigfaltigkeit M vollstaindig 
geometrisch charakterisiert. 

Im ganzen unterscheiden wir in der Mannigfaltigkeit M drei Klassen- 
einteilungen der geschlossenen, durch einen festen Punkt F, gehenden Kur- 
ven. Die engste Klasse ist die Wegeklasse. Sie enthalt alle Kurven, die 
sich unter Festhaltung dieses Punktes ineinander stetig deformieren lassen. 
Jede Wegeklasse macht ein einzelnes Element der Fundamentalgruppe aus. — 
Die nachste Klasseneinteilung ist die in die homotopen Kurven. Zwei 
Kurven f, und f, aus den Wegeklassen F, und F, gehéren derselben 
Homotopieklasse an, wenn sie ineinander Adieuiedes sind, ohne da dabei 
ein Punkt festbleiben miiBte. Der Punkt F,, der Kurve f,, der zu Beginn 
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der Deformation mit F, zusammenfallt, wird bei der Deformation eine 
gewisse Kurve f beschreiben, von der man annehmen darf, da sie nach 
Beendigung der Deformation in F, zuriickkehrt. Dann ist die Kurve ff, f~* 
durch eine stetige Deformation unter Festhaltung von F, aus f, hervor- 
gegangen; gehdrt also die Kurve f zum Element F der Fundamentalgruppe, 
so ist F, = FF,F~*. Sind umgekehrt F, und F, ahnliche Elemente der 
Fundamentalgruppe, also F, = F¥, F~*, und f,, f,, f reprisentierende Kur- 
ven von F,, F,, F, so ist f, unter Festhaltung des Punktes F, in ff,f~* 
deformierbar. Anderseits kann man diese Kurve in f, dadurch deformie- 
ren, daB man die nacheinander hin und zuriick durchlaufene Kurve f 
unter Ablésung von F, auf einen Punkt zusammenzieht. In die gleiche 
Homotopieklasse gehéren hiernach die Kurven aller Wegeklassen, die ahn- 
lichen Elementen der Fundamentalgruppe zugehéren. Die Homotopieklassen 
machen daher die Klassen ahnlicher (konjugierter) Elemente der Funda- 
mentalgruppe aus und bilden daher keine Gruppe. — Die dritte Klassen- 
einteilung ist die der Homologieklassen. Zwei Kurven f, und /, gehéren 
dann und nur dann derselben Homologieklasse an, wenn sie ,unter Zer- 
reiBung“ ineinander deformierbar sind. Da fiir alle unsere Deformationen 
Selbstdurchdringungen zugelassen sind, die Deformationen der Kurven also 
nickt durch eine stetige Deformation der ganzen Mannigfaltigkeit bewirkt 
zu werden brauchen, so darf es vorkommen, daB eine geschlossene Kurve 
sich bei der Deformation selbst iiberschneidet oder einschniirt und dadurch 
einen Doppelpunkt erhalt. Bei einer Deformation mit ZerreiBung ist es 
dann gestattet, die Kurve an den Doppelpunkten in zwei oder mehrere 
geschlossene Kurven auseinander zu reiBen, die Teile einzeln, aber mit 
Erhaltung des Umlaufsinnes, und natiirlich innerhalb der Mannigfaltigkeit, 
zu deformieren und nach der Deformation wieder zu einer einzigen Kurve 
zusammenzuschlieBen, die weiter deformiert werden kann. Insbesondere laBt 
sich eine nullhomologe Kurve mit ZerreiSung auf einen Punkt zusammen- 
ziehen. Denn jede nullhomologe Kurve ist in eine Kurve der Form (p) 
deformierbar. Zerrei8t man nun diese Kurve 
in die einzelnen geschlossenen Kurven 
fy, fas fy» fy» «+» und setzt diese Teile paar- 
weise zu de” Kurven f,f,*, ff, °,--. 2u- 
sammen, so’ ssen sich diese Kurven einzeln in 
einen Punkt zusammenziehen. Umgekehrt 
ist jede Kurve, die sich mit ZerreiBung in 
einen Punkt deformieren la8t, nullhomolog. 

Das bekannteste Beispie! fiir diese drei Klassen bilden geschlossene 
Kurven auf der Doppelringfliche (Dimension 2). Der Taillenschnitt ¢ ist 
eine nullhomologe, aber nicht nullhomotope Kurve; er gehért dem Ele- 

4* 





Fig. 5 
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ment f,f,/, ‘f, ' der Fundamentalgruppe, also dem Element Z der Homo- 
logiegruppe zu. Unter ZerreiBung la8t er sich iiber einen Henkel hinweg 
in einen Punkt zusammenziehen. Die Meridianschnitte m und f, sind 
homolog, aber sie gehéren verschiedenen ahnlichen Wegeklassen der Fun- 
damentalgruppe an: m =f,f,f, *. m ist nur in f, deformierbar, wenn man 
den Punkt F, nicht festhalt, Zwischenlage m’. 


§ 10. 
Kombinatorische Topologie. 


Wir haben in § 8 und § 9 an das Mindestma8 topologischer Vorkennt- 
nisse erinnert, das zum Verstandnis der folgenden Beispiele erforderlich ist 
Dariiber hinaus werden wir weitere Satze gelegentlich benutzen, die Raum- 
mangel in extenso abzuleiten verbietet. Doch wollen wir den Gang der 
Uberlegungen andeuten, die zu ihnen fiihren. — Wir haben uns bisher 
ganz in der Kontinuumstopologie bewegt. Begriffe wie Punktmannigfaltig- 
keit, Umgebung, Kurve, stetige Deformation sind als bekannt vorausgesetzt 
worden. Nun gehéren aber alle die Fundamentaigruppen und die nume- 
rischen Invarianten betreffenden Satze itiber Mannigfaltigkeiten einem Teil 
der Lehre vom Kontinuum an, der sich rein kombinatorisch behandeln 
1aBt. Unsere Beispiel-Diskontinuitatsbereiche sind in der Tat Zellsysteme, 
die aus einem Raumstiick, endlich vielen Kanten und Seitenflichen be- 
stehen und sich durch die Inzidenzen dieser Elemente vollstandig beschreiben 
lassen. Anderseits gehéren die Bewegungsgruppen der Hypersphire, wie wir 
sie abgeleitet haben, wesentlich der Kontinuumsmathematik an. Der Uber- 
gang von da zur kombinatorischen Topologie wird von dem Satz geleistet, 
daB es m jeder endlichen Bewegungsgruppe der Hypersphdare einen Dis- 
kontinuitdtsbereich gibt, der aus einem einzigen Raumstiick besteht, dag 
dieses Raumstiick von endlich vielen einfach zusammenhdangenden Flachen- 
stiicken begrenzt wird und die Flachenstiicke paarweise vermége der Be- 
wegungen der Gruppe einander zugeordnet sind. FaBt man den Diskonti- 
nuititsbereich als kombinatorisch-topologische Zelle**) auf, so ist durch die 
Zuordnung der Seitenflachen ein geschlossenes kombinatorisch-topologisches 
Zellsystem M, gegeben, das die Mannigfaltigkeit M in der kombinatorischen 
Topologie vertritt. Freilich ist dies Zellsystem durch die Bewegungsgruppe 
nicht eindeutig festgelegt, so daB die Frage offen bleibt, ob kombinatorisch 
verschiedene Diskontinuitatsbereiche derselben Bewegungsgruppe homdo- 
morphe Zellsysteme liefern, d. h. ob solche Zellsysteme eine gemeinsame 
Unterteilung haben. 


%) Uber die verschiedenen méglichen Begtiffe des ZelJsystems vgl. B. L. van der 
Waerden, Kombinatorische Topologie, Jahresber. d. Deutschen Math. Ver. 89 (1980), 
8. 121. Herr van der Waerden hat uns auch brieflich mit seinem Rate unterstiitzt. 
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Da8 man aus jeder Bewegungsgruppe ein kombinatorisches Zellsystem 
als Diskontinuitatsbereich ableiten kann, wird mit Hilfe des normalen Dis- 
kontinuitatsbereiches bewiesen. Bilden die Punkte G,, G,,..., die keine 
Fixpunkte sein sollen, eine Klasse aquivalenter Punkte der Hypersphiare 
hinsichtlich der Bewegungsgruppe ©, so verstehen wir unter dem (abge- 
schlossenen) zu G; gehérigen normalen Diskontinuitaétsbereich D; die ab- 
geschlossene Menge der Punkte, deren sphirische Entfernung von G, nicht 
gréBer ist als die von jedem der iibrigen Punkte der Klasse. Ist also PG; 
die spharische Entfernung eines Punktes P von G;, so soll P dann und 
nur dann zu D, gehéren, wenn PG, < PG, fiir alle j +7 ist. D, enthilt 
keine aquivalenten inneren Punkte, und anderseits gibt es zu jedem Punkte 
der Hypersphare einen aquivalenten Punkt in D;. Aus D, erhalt man also 
einen eigentiichen Diskontinuitatsbereich, d. h. ein vollstandiges System 
nichtaquivalenter Punkte, wenn man gewisse aquivalente Randpunkte von 
D, unterdriickt. Alle Diskontinuititsbereiche D,, D,, ... sind sphirisch 
kongruent, jeder kann durch eine Bewegung der Gruppe in jeden andern 
iibergefiihrt werden. Die Bewegungsgruppe erscheint als regulire Permu- 
tationengruppe der Diskontinuitatsbereiche. 

Man kann nun zeigen, da8 D, ein zusammenhangendes Raumstiick ist, 
aus dem man durch geeignete Unterteilung seiner Seitenflachen ein spharisch 
konvexes Polyeder machen kann mit paarweiser Zuordnung der Seitenflachen. 
Jede endliche Bewegungsgruppe der Hypersphire liefert als Diskontinuitats- 
bereich eine solche kombinatorische Zelle, die wir auf ihre topologischen 
Eigenschaften untersuchen kénnen. 

Wir zeigen zunichst, daB M, orientierbar ist, weil die Bewegungs- 
gruppen, mit denen wir es zu tun haben, alle von der ersten Art sind. 
Es ist dazu nachzuweisen, daB je zwei zugeordnete Flichenstiicke C, und 
C, des Diskontinuitatsbereiches D nach der ersten Art einander zugeordnet 
sind, d. h. versieht man C, mit einer beliebigen Orientierung (Umlaufsinn 
des Randes) und iibertrigt man die Orientierung durch die Zuordnung 
auf das Flachenstiick C,, so induziert das irgendwie orientierte Raumstiick D 
in CO, und C, entgegengesetzte Indikatrizen. Nun kann man die Diskonti- 
nuitatsbereiche der Hypersphire wegen der Orientierbarkeit der Hyper- 
sphare so orientieren, da8 je zwei benachbarte Diskontinuitiatsbereiche in 
dem gemeinsamen Flachenstiick entgegengesetzte Indikatrizen induzieren. 
Gibt man nun zu, daB eine Bewegung erster Art, die die Zellteilung in sich 
iiberfiihrt, auch diese Orientierungen der Raumstiicke erhalt, mit andern 
Worten, daB jede kontinuums-topologische Bewegung erster Art auch eine 
kombinatorisch-topologische Bewegung erster Art ist, so wird insbesondere 
die Bewegung, die den an D lings C, angrenzenden Diskontinuitatsbereich 
D’ in D iberfiihrt, auch die Orientierung von D’ in die von D iiberfiihren. 
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D und D’ induzieren aber voraussetzungsgemi8 in dem gemeinsamen 
Flachenstiick C, entgegengesetzte Indikatrizen, und da C, durch diese Be- 
wegung in C, iibergefiihrt wird, so sind auch die Indikatrizen, die D in 
C, und C, induziert, entgegengesetzt. 

Wir wollen nun noch kurz auseinandersetzen, wie in einem solchen 
kombinatorischen Zellsystem Fundamentalgruppe und numerische In- 
varianten definiert sind und inwiefern diese kombinatorisch definierten 
Invarianten des kombinatorischen Zellsystems M, mit den in § 9 einge- 
fiihrten Invarianten der Punktmannigfaltigkeit M iibereinstimmen. 

Das Zellsystem M_ wird kombinatorisch durch die Inzidenzmatrizen 
E,,E,, ©, beschrieben*). Der obere Eingang der Inzidenzmatrix E, wird 
von den «, 4-dimensionalen, der linke Eingang von den a, _, (4 —1)-di- 
mensionalen Bausteinen des Zellsystems gebildet; an der Stelle (¢k) von 
E, steht die Indikatrix, die das k-te 4-dimensionale Element des oberen 
Eingangs mit seiner Indikatrix +1 in dem #-ten (4 — 1)-dimensionalen 
Element des linken Eingangs induziert*’). Ein Beispiel hierfiir ist in § 11 
8. 63 (Oktaederraum) durchgefiihrt. 

Sind 

PO oaths. F621. 


die 2a, Seitenflichen eines Diskontinuitatsbereiches D und sind immer 
zwei Seitenflachen C;** und Cy" zugeordnet, so ist die Fundamental- 
gruppe des Zellsystems wie folgt definiert: Die Erzeugenden sind 
C,, Cy, .--, Cx,; die Relationen entsprechen den einzelnen Kantenzykeln. Man 
kann namlich die Kanten von D folgendermaBen zu Zykeln zusammen- 
fassen: man beginnt mit irgendeiner Kante a, von D; sie ist Randkante 
eines Flichenstiickes Cj’ (e= +1). Der Kante a, entspricht vermége der 
Zuordnung von C;* zu C;," eine eindeutig bestimmte, nicht notwendig von 
a, verschiedene Kante a, von C;,"', an die ein weiteres Flichenstiick C;? 
angrenzt. a, gehért also auch zum Rande von C;? und wird somit durch 


*) Die Inzidenzmatrizen bestimmen das Zellsystem komplektisch (also erst recht 
nektisch) eindeutig, wenn keine singuliren Elemente darin auftreten, d. h. keine 
Kanten, die in ihren Anfangspunkt zuriicklaufen, keine Elementarflachenstiicke, die 
mehrmals an dieselbe Kante grenzen, und keine Raumstiicke, die an beide Seiten 
desselben Flachenstiickes grenzen. In diesem Falle sind alle Elemente der Inzidenz- 
matrizen 0 oder +1. Im andern Falle treten komplektische oder sogar nektische 
Mehrdeutigkeiten auf. 

*’) H. Poincaré, Second compl.  l’analysis situs, Proc. London Math. Soc. 82 (1901). 

H. Weyl, Anal. situs comb., Revista Matem. Hispano-Americana, Toledo 1923. 

H. Tietze, Topol. Invarianten mehrdim. Mannigf., Monatsh. f. Math. u. Phys. 
19 (1908). : 

Besonders ausfihrlich: O. Veblen, The Cambridge Colloquium Lectures II, Ana- 
lysis Situs, New York 1922. 
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die Zuordnung C;*—+ C0," in eine ganz bestimmte Kante a, des Randes 
von ©,“ iibergefiihrt. Fahrt man in dieser Weise fort, so gelangt man 
nach endlich vielen Schritten zu einer Kante a,,, (#21), die mit a, 
iibereinctimmt. Alle Kanten a,, a,, ..., @, fallen in dem Zellsystem YM, in 
dieselbe Kante a zusammen, um die sich die in D doppelt als (;** und 
C;"* auftretenden Flachenstiicke 0;,, 0;,,..., C;, facherartig zyklisch herum- 
gruppieren. Wir schreiben nun die Relation 

(a) C2 Ce... Of = E 

an. Es ist eine wesentliche Relation der Fundamentalgruppe, und man 
erhalt so viele wesentliche Relationen, wie es Kantenzykel in D, d.h. wie 
es Kanten in M, gibt, also a,. 

Diese kombinatorische Definition der Fundamentalgruppe hat folgende 
kontinuums-topologische Bedeutung: Wir fassen den Diskontinuitatsbereich 
wieder als Punktmenge auf und fiihren a, mit C,, C,,..., 0, bezeichnete 
geschlossene Kurven ein, die alle von einem Punkte F, im Innern von D 
ausgehen. Die Kurve C; fiihrt nach eimem innern Punkte des Flachen- 
stiickes O;** und kehrt vom aquivalenten Punkt des Flichenstiickes O;* 
nach F, zuriick, ohne sonstwo den Rand von D mu treffen. Diese Kurven 
sind in M geschlossene Kurven, und dasselbe gilt von jedem Produkt J7C;". 


Die linke Seite der Relation (a), die zur Kante a von M, gehért, bedeutet 
nun eine Kurve von M, die die Kante a gerade einmal umschlingt (Kanten- 
schlinge), d. h. eine Kurve, die sich auf einen Punkt zusammenziehen la6t 
und dabei nur die Kante a einmal iiberschreitet. Jede Kurve von M, die 
sich auf einen Punkt zusammenziehen 148t, kann in solche Kantenschlingen 
aufgelést werden, so daB das System der a, angefiihrten Relationen der 
Art (a) vollstandig ist. 

Nun 1a8t sich ohne Bezug auf diese Veranschaulichung, rein kombi- 
natorisch-topologisch zeigen, daB die kombinatorisch definierte Fundamental- 
gruppe eines normalen Diskontinuitatsbereiches die Quotientengruppe aus 
Bewegungsgruppe & und Fixpunktgruppe @ (§ 9) ist. Der Beweis benutzt 
den Satz, daB die durch endlich viele Hauptkugeln bewirkte Einteilung 
der Hypersphire, als kombinatorisches Zellsystem aufgefaBt, homéomorph 
mit der kombinatorischen dreidimensionalen Sphare ist. Wir sind damit 
berechtigt, nach Belieben die Fundamentalgruppe aus der Bewegungsgruppe 
oder unmittelbar nach der kombinatorischen Methode aus dem normalen 
Diskontinuitatsbereich abzuleiten. 

Wie die Fundamentalgruppe lassen sich auch die numerischen In- 
varianten aus dem kombinatorischen Zellsystem M, unmittelbar bestimmen. 
Die Torsionskoeffizienten der Dimension 1 waren die invarianten Faktoren 
der Exporentenmatrix L (§ 9 8. 47), die erste Bettische Zahl p, die Diffe- 
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renz aus Spaltenzahl & und Rang g von L (§ 9 8.47). Ist nun das Zell- 
system M, eine orientierbare Mannigfaltigkeit — und wir haben gezeigt, 
daB unsere Zellsysteme orientierbar sind —, so kann man durch geeignete 
Orientierung der Flachen und Kanten erreichen, da8 die Exponentenmatrix L 
mit der Inzidenzmatrix E, iibereinstimmt. Zur Bildung von LZ hat man 
dabei die eben abgeleitete Darstellung der Fundamentalgruppe mit Hilfe 
der Kantenschlingen zu benutzen; die Erzeugenden sind also die «, Flachen- 
stiicke C,,C,,...,Cs,, und die a, Relationen haben die Form (a). — Zum 
Beweise denken wir uns zunachst alle Flachenstiicke des Polyeders gleichmaBig 
orientiert, d.h. so, da8 in einer Kante von D die beiden angrenzenden Flachen- 
stiicke mit ihrer Indikatrix + 1 entgegengesetzte Indikatrizen induzieren, also 
etwa so, da8 fiir einen auBerhalb D stehenden Betrachter der Uhrzeiger- 
sinn der positive Umlaufsinn ist. In den mit 0;**, 0,°', ..., O* bezeich- 
neten Flachenstiicken wird diese Orientierung beibehalten, dagegen werden 
alle Flachenstiicke C;*, C;", ..., 0," umorientiert; denn die Orientierung 
von 0; "* ist durch die von C;** infolge der Zuordnung bestimmt und alle Zu- 
ordnungen sind wegen der Orientierbarkeit von M, von der ersten Art. Haben 
also Cj‘ und C;’ eine Kante a gemeinsam, so induzieren sie in a die gleiche 
oder entgegengesetzte Indikatrix, je nachdem «,— —«, oder ¢,=«, ist. 
Sei nun O;' Cj?... Oj? = E die Relation (a) von S. 55 und a,, a,,..., a, 
die s Kanten von D, die in die Kante a von M, zusammenfallen, so 
wollen wir a so orientieren, da das Flachenstiick C;' in a, die Indikatrix ¢, 
induziert. O;,“' induziert dann in a, ebenfalls die Indikatrix e,. Nun wissen 
wir, da& C;* in a, die gleiche Indikatrix «, induziert, wenn — «, = — 4, 
und die entgegengesetzte, wenn —e,= +e, ist. Cj* induziert also in a, 
sicher die Indikatrix e,. Ebenso zeigt man, daB C; in a, die Indikatrix «, 
induziert usw. Die Indikatrix, die das Flichenstiick O, ina induziert, ist. 
also die algebraische Summe der Exponenten, mit denen C, in den Re- 
lationen (a) auftritt. Damit ist die Ubereinstimmung von L mit E, be- 
wiesen. Die Torsionskoeffizienten der Dimension 1 sind somit die von 1 
verschiedenen invarianten Faktoren von E, und die erste Bettische Zahl ist 
= &— %7o™ &— Ya Yo» 
wo y, den Rang von E, bezeichnet. Fiir unser aus eihem einzigen Raum- 
stiick bestehendes orientierbares Zellsystem M, ist naimlich y,—0. Man 
pflegt sonst die 4-te Bettische Zahl durch die Gleichung p, = «, — y,— y,,, 
und die Torsionskoeffizienten 4-ter Dimension als die invarianten Faktoren 
von E,,, zu definieren. Diese Definition steht im Einklang mit der vor- 
stehenden Ableitung, da fiir eine orientierbare dreidimensionale Mannig- 
faltigkeit p,—p, ist. Da «,—y,—y,,,, und die invarianten Faktoren 
von E, invariant gegeniiber Zellunterteilung sind, so kann man Torsions- 











Bewegungsgruppen des dreidimensionalen sphirischen Raumes. 57 


koeffizienten und Bettische Zahlen in genau derselben Weise aus den In- 
zidenzmatrizen berechnen, wenn die Mannigfaltigkeit nicht gerade mit einem 
einzigen Raumstiick iiberdeckt ist. 


§ 11. 


Drehgruppen. 

Wir benutzen nunmehr die allgemeinen topologischen Erérterungen 
zur Diskussion der Diskontinuitétsbereiche der spharischen Bewegungs- 
gruppen. 

Die einfachsten Diskontinuitatsbereiche besitzen die Drehgruppen (§ 6). 
Da sie fixpunktlos sind (§ 7 S. 40) fallt die Fundamentalgruppe ihres Dis- 
kontinuitatsbereiches mit der Bewegungsgruppe zusammen: © = (§ 8). — 
Wir beziehen uns auf die Aufzihlung der Drehgruppen § 6 S. 26. 


Linsenraume. 
® zyklische Gruppe der Ordnung m, 2= EH; @ zyklisch. 


In dem einfachsten Sonderfall, daB auch R= ZH, bildet sich zwei- 
stufig die aus Identitét H und Diametralpunktvertauschung S bestehende 
R,-Gruppe in ® ab. Aquivalente Punkte der Hypersphiire sind Diametral- 
punkte; sie bilden sich stereographisch in elliptisch inverse Punkte der 
Einheitskugel des K, ab. Der zugehérige geschlossene Raum M entsteht, 
wenn man Diametralpunkte der Hypersphire oder elliptisch inverse Punkte 
der Einheitskugel des konformen Raumes als nicht verschieden ansieht. 
Normaler Diskontinuitétsbereich des Nullpunktes G, im K, ist das Innere der 
Einheitskugel, die durch Diametralpunktidentifizierung ihrer Oberfliche zu M 
geschlossen wird. M ist der projektive Raum P,. Die Fundamentalgruppe hat 
die Ordnung 2; die numerischen Invarianten sind (0,0;2; —). Die wegen 
des Torsionskoeffizienten 2 vorhandene erst zweimal durchlaufen begrenzende 
geschlossene Kurve verbindet irgend zwei Diametralpunkte der Einheits- 
kugel des K,; solche Kurven sind die projektiven Geraden, wie man aus 
Zentralprojektion der Hypersphire in den uneigentlichen P, des R, er- 
kennt. Hiermit ist die bekannte topologische Beziehung zwischen dem K, 
und dem P, dem System der Bewegungsgruppen eingeordnet. 

Sei die Ordnung von ® jetzt allgemein m. Wir betrachten zuerst die 
zweistufig in ® abgebildete R,-Gruppe G=R. Legen wir zwei senk- 
rechte Ebenen der Drehebenenkongruenz der erzeugenden Rechtsdrehung Z, 
(§ 6 8. 25) so, daB sie sich in z-Achse und dazu senkrechten Einheitskreis 
des euklidischen Bildraumes projizieren, dann wird von Z, die z-Achse 
und der Einheitskreis durch die sphirisch gemessene Strecke y = 2/m je 
in sich gedreht, und von Z;* durch die Strecke ug. Der Nullpunkt G, geht 
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durch die Bewegung der Reihe nach in die 2m Punkte G,, G,, G,,..., @y,_3 
iiber, durch die die z-Achse in 2m sphirisch gleichlange Strecken geteilt 
wird. Der normale Diskontinuitatsbereich des Nullpunktes wird durch alle 
Symmetriekugeln (sphirische Symmetrieebenen) von 
G, einerseits und G, bzw. G,, G,,... andererseits 
begrenzt. Sie alle gehen durch den Einheitskreis. 
Zum Rande des Diskontinuitatsbereiches G@, liefern 
daher nur die beiden nachsten Symmetriekugeln eine 
Kalotte; sie liegen symmetrisch zur z y-Ebene und 
schneiden einander unter dem Drehwinkel y. Sie 
schlieBen einen Linsenraum*) ein. Fig. 6 stellt ihn 
r im Schnitt mit der zz-Ebene schraffiert dar (m= 38, 
mes zweistufig). Die obere und untere Grenzfliche der 

Linse sind einander durch eine sphirische Schraubung lings der z-Achse 
zugeordnet (§7). Die Kante der Linse ist in 2m Aquivalente Strecken 
eingeteilt; diese machen einen einzigen Kantenzyklus aus und entsprechen 
einer geschlossenen, von einem Punkte I ausgehenden Kurve des Linsen- 
raumes M, welche erst 2m-mal durchlaufen ein Elementarflachenstiick be- 
grenzt, nimlich die Linsenkalotte. Die numerischen Invarianten sind 
z (0,0;2m;—). Die Bezeichnung Torsions- 

koeffizient der Dimension 1 erweist sich an 

diesem Beispiel besonders treffend: der Raum 

ist um die z-Achse, die Schraubachse von 


Z, (§7 8.39), durch den Winkel » = 5% 

: tordiert, die Grenzflaichenzuordnung erfolgt 
durch eine Schraubung lings der z-Achse. 

— Die nur bei ungeradem m vorhandene 
: einstufig in ® abgebildete R,-Gruppe unter- 
oe scheidet sich nicht wesentlich von einer zwei- 

stufigen; bei ungeradem m tritt die Diametralpunktvertauschung nicht in 
der einstufigen R,-Gruppe auf, die von der Rechtsschraubung durch 
= a= erzeugt wird. Auch hier ist der Torsionskoeffizient gleich der 
Ordnung der R,-Gruppe, némlich =m. Die Fig.7 zeigt den Fall m= 3. 
Im projektiven Raum gibt es nur eine von der Identitat verschiedene 
Wegeklasse, die der projektiven Geraden. Jede mit einem Richtungssinn 
versehene projektive Gerade laBt sich daher sietig, sogar mit Festhaltung 
eines Punktes (F,) in die mit dem entgegengesetzten Richtungssinn ver- 
sehene deformieren, ist eine amphidrome Kurve**). Dies ist z. B. in einem 


**) Nach H. Tietze, loc cit. *”) § 20, mit (m, 1) zu bezeichnen. 
8*) M. Dehn, Unendliche diskontinuierliche Gruppen, Math. Annalen 71 (1911), 8. 129. 
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Linsenraum mit der Fundamentalgruppe der Ordnung 3 nicht mehr der 
Fall. Die erst dreimal durchlaufen begrenzende Kurve a** laBt sich nicht 
stetig in die entgegengesetzt gerichtete a~* deformieren, auch ohne Fest- 
haltung eines Punktes nicht, weil kein Element der Fundamentalgruppe 
seinem reziproken dhnlich ist, jedes E'ement vielmehr eine Homotopie- 
klasse fiir sich bildet (§ 98.50). Dieser Linsenraum enthilt also auBer 
den nullhomotopen (auf einen Punkt stetig zusammenziehbaren) keine 
amphidromen Kurven. 


Um die Diskontinuitatsbereiche der iibrigen Drehgruppen zu ermitteln, 
muB8 die in § 3 entwickelte Theorie der Drehungen herangezogen werden. 
Liegt etwa die Rechtsdrehgruppe vor, die sich in die Oktaedergruppe ® 
— nach § 5 notwendig zweistufig — abbildet, also die binire Oktaeder- 
gruppe, so behaupten wir, gehen die Schraubachsen der einzelnen Rechts- 
drehungen im K, vom Anfangspunkt nach den Ecken, Flachenmitten und 
Kantenmitten eines Oktaeders, das seinen Mittelpunkt im Anfangspunkt 
hat. Denn wahlen wir zum Zentrum der stereographischen Projektion den 
einen DurchstoBungspunkt des ausgezeichneten Vektors e mit der Hyper- 
sphire, so fallt der ausgezeichnete R, mit dem euklidischen Bildraum der 
stereographischen Projektion zusammen. Eine Rechtsdrehung G, des R, 
bildet sich in eine starre Drehung G, des ausgezeichneten R, ab. Die 
Achse von G, ist der Schnitt der durch den Vektor e geschickten Kon- 
gruenzebene von G, mit dem ausgezeichneten R,. Anderseits wird der 
Schnitt derselben Kongruenzebene mit der Hypersphire stereographisch in 
einen Bahnkreis des euklidischen Bildraumes (oder des K,) projiziert. 
Diese Projektion geschieht durch die Kongruenzebene selbst, da sie durch 
das Projektionszentrum geht. Der Bahnkreis ist also der Schnitt der 
Kongruenzebene mit dem euklidischen Bildraum und fallt daher mit der 
Drehachse von G, zusammen. Die Paargruppe des ausgezeichneten R, 
besteht nun aus den Drehungen der Oktaedergruppe (rechte Anteile), die 
immer mit LZ = E gepaart sind, also fallen die Schraubachsen der Rechts- 
drehungen mit den Achsen der Oktaederdrehungen zusammen. — Liegt nicht 
gerade eine Drehgruppe vor, sondern ist etwa 2 die Tetraedergruppe, so kann 
man durch geeignete Wahl des ausgezeichneten Vektors e das Tetraeder gegen 
das Oktaeder beliebig in dem immer zu e senkrechten ausgezeichneten R, 
lagern (§ 3 8.12), also auch durch entsprechende Wahl des Projektions- 
zentrums (DurchstoBungspunkt von e mit der Hypersphire!) das System 
der Schraubachsen von 2 (Tetraederachsen) gegen das der Schraubachsen 
von  (Oktaederachsen). So kann man z. B. die dreizihligen Drehachsen 
von Tetraeder und Oktaeder (im K, Schraubachsen der Periode 6) zu- 
sammenfallen lassen. Diese Wahlfreiheit in der gegenseitigen Lagerung der 
Rechts- und Linksschraubachsen erméglicht es iiberhaupt erst, sich von 
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den Diskontinuitatsbereichen verwickelterer Bewegungsgruppen (Rechtecks- 
gruppen) ein Bild zu machen. 
Das dargelegte Verfahren erproben wir zuniachst an der Dieder- 


drehgruppe. 
Prismardume. 


® Diedergruppe der Ordnung m= 2m’, 2= E; 
® binare Diedergruppe. 


Die Hauptachse des Dieders legen wir in die z-Achse des euklidischen 
Bildraumes. Auf ihr liegen 2m’ spharisch Aquidistante, zum Nullpunkt 
iquivalente Punkte. Auf jeder der m’ Nebenachsen (Viererschraubachsen ) 
befinden sich 4 zum Nullpunkt dquivalente Punkte: der Nullpunkt, der 
Punkt oo und die beiden Diametralpunkte der Einheitskugel; der spharisch 
gemessene Abstand zweier benachbarter dieser Punkte ist 1/2. Der normale 
Diskontinuitatsbereich des Nullpunktes wird daher zunachst von 2m’ = m 
Symmetriekugeln — Vierersymmetriekugeln — begrenzt, die die auf den 
m’ Nebenachsen liegenden Radien der Einheitskugel spharisch halbieren; 
sie schlieBen einen spindelférmigen Raum ein, der von 2m’ Zweiecken 
berandet wird. Die beiden Spindelspitzen sind 
die DurchstoBungspunkte der z-Achse mit der 
Einheitskugel. Hiervon schneiden die beiden 
Symmetriekugeln des Nullpunktes und der zwei 
nachsten aquivalenten Punkte der z-Achse die 
Spitzen ab; Fig. 8 gibt den Fall m’=—3 wieder. 
Der normale Diskontinuitatsbereich ist daher ein 
m = 2m’-seitiges Prisma. Boden und Dach des 

Prismas (regelmaBige sphirische m-Ecke) sind 
Fig. 8. vermége einer Rechtsschraubung durch den 
Winkel 22/m=2/m’ szugeordnet, gegeniiber- 
liegende Seitenflichen (sphirische Quadrate) vermége einer Schraubung 
durch den Winkel 2/2. Die 2m=—4m’ zum Nullpunkt Aquivalenten 
Punkte verteilen sich zu je m auf die z-Achse und den Einheitskreis. 
Man kann sich hiernach ein Bild davon machen, wie der konforme Raum 
von den Prismen ausgefiillt wird. — Falls die Diedergruppe die Vierer- 
gruppe (m’= 2) ist, ist die binare Diedergruppe die Quaternionen- 
gruppe, die somit als Bewegungsgruppe der Hypersphire oder des K, 
erscheint. Der Diskontinuitiétsbereich ist ein sphirischer Wiirfel, dessen 
Gegenseiten durch 2/2 verschraubt einander zugeordnet sind. Der konforme 
Raum wird in 8 solche Wiirfel regelmaBig geteilt. Die Wiirfel stoBen in 
16 Ecken zusammen, deren Umgebungsmannigfaltigkeiten Tetraeder sind. 
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Die Konfiguration ist die Projektion des regelmaBigen 8-Zells**), der einen 
der 6 regelmaBigen. Zellteilungen der Hypersphire. In diesem Falle sind 
Haupt- und Nebenachsen nicht mehr voneinander zu unterscheiden; es 
sind drei wechselseitig senkrechte Viererschraubachsen. Fat man die 
Quaternionengruppe als Gruppe der Einheiten der Quaternionen auf und 
bezeichnet dementsprechend ihre Elemente mit +1, +¢#, +j, +k, 80 
wird das einzige Element der Ordnung 2, die —1, von der Diametral- 
punktvertauschung dargestellt, die Elemente ¢,j,k sind Schraubungen 
um die drei Viererschraubachsen *°). — Die Torsionskoeffizienten der binaren 
Diedergruppe ergeben sich nach § 9 als die von 1 verschiedenen invarianten 
Faktoren der Matrix der folgenden Tafel; die benutzten Relationen sind 
dem §6 8S. 26 entnommen. Wenn m’ gerade 





ist, gibt es zwei Torsionskoeffizienten vom D, Di D! 8 
Werte 2, ¢,=¢, = 2, im andern Falle einen D's af 6 6 4 
vom Werte 4, c,=4. Die numerischen In- p's 0201 
varianten sind also (0,0; 2,2;—) oder ye 

(0,0;4;—). Zu allen Fundamentalgruppen D, 8 oo 21 
mit geradem m’ und zu allen mit ungeradem D,D,;D,| 1 1 1 0 
gehéren also dieselben numerischen Invarianten. S* 00 0 2 





Oktaederraum. 
R Tetraedergruppe, 2=— H; G binare Tetraedergruppe. 


Die 3 Zweierachsen (Querlinien) des Tetraeders lassen wir mit den 
Koordinatenachsen des euklidischen Bildraumes zusammenfallen. Dann 
gehen die 4 Dreierachsen durch die 8 Punkte (z, y,2)=(+1, +1, +1). 
In die Elemente der Ordnung 3 der Tetraedergruppe bilden sich R,- 
Drehungen ab, deren stereographische Bilder Rechtsschraubungen von der 
Periode 6 lings der 4 Tetraederdreierachsen sind; die Tetraederachsen 
werden dadurch zu Sechserschraubachsen der konformen Bewegungen des 
euklidischen Bildraumes. Auf jeder Sechserschraubachse liegen daher 
6 sphiarisch aquidistante aquivalente Punkte. Zwischen dem Nullpunkt und 
seinen beiden nachsten aquivalenten Punkten auf einer Sechserschraubachse 
verliuft je eine Symmetriekugel — Sechsersymmetriekugel; beide schlieBen 
den normalen Diskontinuitatsbereich in ihren gemeinsamen Linsenraum ein, 





%) Vgl. E. Steinitz, Polyeder und Raumeinteilungen, Enc. math. Wiss. III, AB 12 
(1916), S. 126; P. H. Schoute, Mehrdim. Geom. II, Leipzig 1905, 8. 196. 

®) Herrn B. L. van der Waerden war nach miindlicher Mitteilung dieser ge- 
schlossene Raum schon friiher als der Raum der nichtorientierten Linienelemente 
der reellen projektiven Ebene bekannt. Vgl. hierzu eine demnichst im Jahresber. d. 
D. Math. Ver. erscheinende Aufgabe. 
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wahrend die Symmetriekugeln zwischen dem Nullpunkt und den auf den 
Sechserschraubachsen weiter entfernt liegenden aquivalenten Punkten keinen 
Beitrag zur Berandung des Diskontinuitatsbereiches liefern, weil sie durch 
denselben Hauptkreis der Einheitskugel, die Linsenkante, gehen und also 
die ganze Linse in ihrem Innern enthalten. Den 4 Sechserschraubachsen 
entsprechend gibt es 8 dem Nullpunkt nachste Sechsersymmetriekugeln, die 
ein von spharischen Dreiecken berandetes Oktaeder umgrenzen. Dies Okta- 
_eder ist bereits der normale Diskontinuititsbereich. Denn die Symmetrie- 
kugeln zwischen dem Nullpunkt und den jeweils naichsten aquivalenten 
Punkten auf den Viererschraubachsen (Querlinien des Tetraeders) schneiden 
von dem Oktaeder nichts mehr ab, sondern gehen gerade durch seine Ecken, 
wie folgende elementare Rechnung zeigt: Der spharische 
Abstand G,P eines Oktaedereckpunktes P vom Null- 
punkt G, ist Hypotenuse eines rechtwinkligen spharischen 
Dreiecks, das zum dritten Eckpunkt F den Mittelpunkt 
einer sphirischen Seitenflache des Oktaeders hat. F ist 
der nachste Punkt einer Sechsersymmetriekugel, also 
G,F=2/6. x PG,F=« ist der Winkel zwischen 
einer dreizihligen und einer vierzahligen Achse des Okta- 
Fig. 9. eders, also cosa = 1/3. Daher gilt fiir die Hypotenuse: 
tanG,P = tanG,F:cos« =1, also hat der Eckpunkt 

des Oktaeders die Nullpunktsentfernung 2/4. Aus Symmetriegriinden liegt 
er auf einer Koordinatenachse. Der dem Nullpunkt nachste Punkt einer 
Vierersymmetriekugel liegt bei der angenommenen Lage des Tetraeders 
ebenfalls auf einer Koordinatenachse, welche eine Viererschraubachse ist, 
und seine Nullpunktsentfernung ist daher ebenfalls 2/4. Er fallt deshalb 
mit dem Oktaedereckpunkt zusammen, und die Vierersymmetriekugel 
schneidet nichts vom Oktaeder ab. — Der Diskontinuitatsbereich der 
binaren Tetraederdrehgruppe wird somit erhalten, indem man die gegen- 
iiberliegenden Seitenflachen eines Oktaeders, um a/3 gegeneinander ver- 
schraubt, mit einander identifiziert. Die Hypersphire oder der konforme 
Bildraum K, wird im ganzen in 24 solche Oktaeder zerlegt. 24 ist die 
Ordnung der binaren Tetraedergruppe, die zugleich Fundamentalgruppe 
des so erhaltenen geschlossenen dreidimensionalen Raumes M ist (§ 8). 
Die Teilung der Hypersphire bzw. des K, ist das selbstreziproke 24-Zell. 
Wir wollen die pumerischen Invarianten des Oktaederraumes zur Ab- 
wechslung nicht aus der Fundamentalgruppe, sondern aus den Inzidenz- 
matrizen bestimmen. — Bei der Zuordnung von Gegenseitenflichen des 
Oktaeders zeigt sich, daB der Diskontinuititsbereich ein Zellsystem von 
«= 1 Punkten, «, = 4 Kanten, «, = 4 Flichen, «,=1 raiumlichen Zellen 
ist. In Fig. 10 ist das Netz eines Oktaeders in stereographischer Projektion 
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mit Bezeichnung der Punkte, Kanten und Flachen angegeben; der unendlich 
ferne Punkt der konformen Ebene ist der Eckpunkt I; das umschlossene 
Raumstiick mag A heiBen. Die Inzidenzmatrizen sind: 


abed 
E.: —; 
I1i0 000 





_ji12 384 _j4 
aj1110 1]0 
Esb/1101; E210 
ej/1011 310 
d{/0111 410 











Bezeichnet y; den Rang von E,, so ist 
allgemein 





Fig. 10. 


Py Oi — 75 Nive 
die Bettische Zahl der Dimension ¢. Bezeichnet c, den einzigen von 1 ver- 
schiedenen Elementarteiler von E,, den Torsionskoeffizienten 
der Dimension 1, so ergeben sich die Werte der numeri- 
schen Invarianten aus nebenstehender Tafel zu (0, 0; 3; —). 
Es stimmen hiernach die numerischen Invarianten, aber 
nicht die Fundamentalgruppe mit denen der einstufigen 7” 6 
zyklischen Gruppe m = 3 iiberein, deren Diskontinuitits- 2%| % 9 
bereich in Fig. 7 gezeichnet ist. Cy 3 — 


t 
—_—— 
a; 





Abgestumpjfter Wiirfelraum. 
R Oktaedergruppe, 2 = EH; G binire Oktaedergruppe. 


Behandelt man nach dem eben durchgefiihrten Vorbild der biniren 
Tetraedergruppe die binaére Oktaedergruppe, so ergibt sich als normaler 
Diskontinuitatsbereich ein an den Ecken so weit abgestumpfter Wiirfel des 
dreidimensionalen sphirischen Raumes K,, da die quadratischen Seiten- 
flichen regelmaBige Achtecke werden. Der Kérper wird von 8 Dreiecken 
begrenzt, die, lings der Wiirfeldiagonalen (Sechserschraubachsen) um 2/3 
gegeneinander verschraubt, auf einander bezogen sind, und von 6 Achtecken, 
die paarweise, um 2/4 verschraubt, identifiziert werden. Die Anzahl der 
einzelnen Zellen ist 

» 4% & % 

se a ae” 
so da8 wie in allen Zellsystemen geschlossener dreidimensionaler Raume 
@y — @, + a, — a, = 0. 
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Die Torsionskoeffizienten berechnen wir aus der Fundamentalgruppe 

(binire Oktaedergruppe § 6 S. 26) als invariante 
0 00" S_ Faktoren der Matrix nebenstehender Tafel. Es 
o's 4001 gibt danach einen einzigen Torsionskoeffizienten c, 
des Wertes 2. Die numerischen Invarianten 





2 
o's 7s : (0,0; 2;—) stimmen mit denen des projektiven 
o”*S | 0 0 3 1  Reumes iiberein. 
o"d7o!;|111 0 Die Hypersphire oder der K, wird in 
s* 0 0 0 2 2-24=—48 abgestumpfte Wiirfel geteilt. Die rezi- 





proke Teilung besteht aus 288 Tetraedern. 


Dodekaederraum. 
R Ikosaedergruppe, 2— EH; © binire Ikosaedergruppe. 

Wir wiederholen an dieser Stelle den Gedankengang, der zum Dodeka- 
ederraum fiihrt. Die Paargruppe © von starren Drehungen des ausgezeich- 
neten R, (§3) besteht aus den Paaren (R, EF), worin R die Drehungen 
der Ikosaedergruppe durchlauft. In diese Paargruppe bildet sich — not- 
wendig zweistufig nach § 5 — eine Rechtsdrehgruppe des R, (§ 4), d. i. eine 
Gruppe von Rechtsdrehungen (§ 2) der Hypersphire ab, die binire Ikosaeder- 
gruppe — Relationen § 6 8.26. Durch stereographische Projektion der 
Hypersphare in den euklidischen Bildraum (oder den durch SchlieBung der 
reellen Punkte dieses Bildraumes entstandenen konformen Raum K,) geht 
die Rechtsdrehgruppe in eine Gruppe konformer Abbildungen des Bildraumes 
iiber (§ 7). In ein Element R der Ordnung 5 der Ikosaedergruppe bildet 
sich eine Rechtsdrehung der Ordnung 10 ab, die sich im K, als eine Schrau- 
bung der Ordnung 10 darstellt. Unter den Bahnkreisen dieser Schraubung 
befindet sich ein durch den Nullpunkt gehender, die Schraubachse. Die 
6 Zehnerschraubachsen liegen im K, wie die 6 fiinfzihligen Drehachsen 
eines Ikosaeders gegeneinander (§ 11 8.59). Der normale Diskontinuitits- 
bereich des Nullpunktes wird daher zunichst von 12 Symmetriekugeln 
(Zehnersymmetriekugeln ) eingeschlossen, die ein Dodekaeder begrenzen. Die 
Seitenflachen des Dodekaeders sind Kalotten von Diametralkugeln der Ein- 
heitskugel, nimlich von sphirischen Geraden begrenzte Polygone der sphi- 
rischen Geometrie. Gegeniiberliegende Seitenflichen sind einander durch 
Schraubungen um 2/5 zugeordnet — die spharische Ganghdhe aller Schrau- 
bungen ist 1. In diesem Dodekaeder besitzen wir nun schon den vollstan- 
digen Diskontinuitatsbereich. Denn den Elementen der Ordnungen 2 und 3 
entsprechen Schraubungen durch die Winkel 2/2 und 2/3 lings der be- 
trefienden Achsen im K,. Die zugehérigen Symmetriekugeln schneiden aber 
von dem Dodekaeder nichts mehr ab, sondern enthalten es ganz in ihrem 
Innern, wie folgende Rechnung fiir die Schraubungen der Ordnung 6 beweist. 
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Der sphiarische Abstand eines dem Nullpunkt G, niachsten Punktes der 
Zehnersymmetriekugeln vom Nullpunkt betrigt 2/10. Der Abstand « eines 
Dodekaedereckpunktes vom Nullpunkt berechnet sich aus dem rechtwink- 
ligen spharischen Dreieck, das vom Nullpunkt, vom Eckpunkt und einem 
benachbarten spharischen Flachenmittelpunkt des Dodekaeders gebildet wird. 
Man erhalt cote =3(2+ 75)¥3. Der nichste Punkt einer Sechser- 
symmetriekugel hat aber den spharischen Nullpunktsabstand 2/6. Nun ist 
cota > cotz/6 = 8, also ist « < 2/6. — Erst recht liegt das Dodekaeder 
dann ganz im Innern jeder Vierersymmetriekugel. 

Die ganze Hypersphire oder der konforme Raum K, wird in 120 
solche dodekaedrische Diskontinuitatsbereiche eingeteilt, die das regel- 
maBige 120-Zell, eines der sechs vierdimensionalen platonischen Polytope 
zusammensetzen; die reziproke Zellteilung besteht aus 600 Tetraedern 
(600-Zell). 

Die Fundamentalgruppe ist die binare Ikosaedergruppe. Aus ihren wesent- 
lichen Relationen bestimmen sich die Torsionskoeffizienten der Dimension 1 
als die von 1 verschiedenen invarianten Faktoren der 





Matrix nebenstehender Tafel. Es zeigt sich, daB kein JJ J’8 
Torsionskoeffizient vorhanden ist. Hierdurch gewinnt 75 ¢ 5001 
der Dodekaederraum seine besondere Bedeutung, denn mg l0201 
er hat nunmehr dieselben numerischen Invarianten _,,, 

wie die Hypersphire, namlich (0,0;—;—), ah. 7% S [9 9 3 1 
die Bettischen Zahlen p, und p, verschwinden, es J’ J’J {1 1 1 0 
sind keine Torsionskoeffizienten der Dimension 1 vor- S8* 0002 





handen und auch der Torsionskoeffizient 2 der 
Dimension 2 fehlt, der Raum ist also wie alle die hier bestimmten Raume 
orientierbar. Ein solcher Raum hei8t ein Poincaréscher Raum, da an ihm 
H. Poincaré erkannte, daB die numerischen Invarianten den Raum nicht 
vollstindig topologisch bestimmen. — Die Beziehung dieses Poincaréschen 
Raumes zu dem von Poincaré selbst gefundenen bedarf einer besonderen 
Untersuchung (§ 12). 
Wir stellen die Fundamentalgruppen und die numerischen Invarianten 
der Diskontinuitatsbereiche der Drehgruppen noch einmal zusammen: 
Linsenrdume. Zyklische Gruppen 
zweistufig (0,0;2m; —), 
einstufig (bei ungeradem m) (0,0; m; —). 
Prismardume. Binare Diedergruppen der Ordnung 4m’ 
m’ ungerade (0,0; 4; —), 
m’ gerade (0,0;2,2; —). 


Mathematische Annalen. 104. 
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Oktaederraum. Binare Tetraedergruppe 


(0,0; 3; —). 
Abgestumpfter Wiirfelraum. Binare Oktaedergruppe 

(0,0; 2; —). 
Dodekaederraum. Binare Ikosaedergruppe 

(0,0; —; —). 


Erzeugende und wesentliche Relationen der Gruppen in § 6 8. 26. 
Bezeichnung nach § 9 S. 45. 


§ 12. 
Dodekaederraum. 


Von Poincaréschen Réumen mit endlicher Fundamentalgruppe sind uns 
zwei bekannt. Ihre Fundamentalgruppen stimmen mit denen des Dodeka- 
ederraumes iiberein. Wir wissen nicht, ob die beiden Raume untereinander 
und mit dem Dodekaederraum homéomorph sind®™). Dagegen gibt es auBer 

der Fundamentalgruppe noch eine 
f andere Eigenschaft, die Poincarés 
Som 






Poincaréscher Raum mit dem Do- 
dekaederraum gemein hat, namlich 
die Zerlegbarkeit in zwei Doppelringe. 
Wir benennen die Kanten und 
Flachenstiicke des Diskontinuitatsbe- 
reiches, der uns den Dodekaederraum 
liefert, wie in der Fig. 11 (schema- 
tisches Netz der Dodekaederfliche) an- 
gegeben ist, und schreiben die wesent- 
lichen Relationen an, die man aus den 
Kantenumlaufen gewinnt. Wir sind 
me aa dann nach § 10 sicher, daB die von 

den «,=6 Erzeugenden (C,,..., C, 

und den «,=10 (den Kanten a),...,k) entsprechenden) wesentlichen 
Relationen definierte Gruppe mit der binaéren Ikosaedergruppe (§ 6, 8S. 26) 





*%) Zusatz wéhrend der Korrektur: Herr H. Kneser hat in seinem Vortrag: 
Geschlossene Flichen in dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten (Jahresber. d. D. Math. 
Ver. 88 (1929), 8.256, FuBnote) den Dodekaederraum erw&hnt. Er hat uns eine ge- 
meinsame Unterteilung des AuBenraumes der Kleeblattschlinge und des lings einer 





Kurve C, ausgebohrten Dodekaedert angegeben und damit die Ubereinstimmung 
des Dodekaederraumes mit M. Dehns Poincaréschem Raum bewiesen. 
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iibereinstimmt. Die Kantenzyklen liefern: 
a) Of*CO;'O;* =1, f) Of Os O77 =1, 
b) cy*O,*C,* =I, g) 0, of" 0," =1, 
(1) tc) Of*°O;'O;* =—1, h) o;* 05 o7* =1, 
d) 0," 0;* o;*=1, i) 0° 0," C;* =1l, 
e) Cf 0Or7077 =1, k) OF OF O72 =1. 








Um C,,...,C, zu eliminieren, hat man: 
g) C, ‘vag C, al 
h) C; —_ C, Cc," 0", 
i) O0,=0C,0,'°0,;'°0C,0,", 
c) 0,=0,0,0,". 
Diese Werte werden in a), b), d), e), f), k) eingetragen; es fallt b) und k) 
fort, weil mit a) tibereinstimmend, f), weil mit d)~* iibereinstimmend, und 
es bleiben 
a) 0, 0,0,5° 0, 0, 05* =1, 
d) O,0,057°0,0,0;* =1, 
e) C,C,0,°C, 0570, 0,0, °C, O,;*=1. 


e) ist eine Folge von a) und d); man gewinnt nimlich aus a) durch zykli- 
sche Vertauschung 


a’) 0,0,0;°0, 0,077 =1, 


und es ist a’) >< d) gleich dem zyklisch vertauschten e). Die iibriggebliebenen 
Relationen a) und d) werden umgeformt. Nach a) ist 0, O,0;* = 070;570;". 
In d) eingesetzt gibt das eine Relation (II), zu der wir a) als (I) hinzu- 
nehmen: 


(I) 0, 0, O5*0, 0, 05* =1, 
(II) 0,0, 0,0, *05* C5* =1. 


Fiihrt man als neue Erzeugende U und V vermége C,=V, C, =V~“*U™ 
ein, so geht (I) nach zyklischer Vertauschung iiber in 


(I’) V“*vu“vuovuvo*=1, 
und (II) in 

(2) V"o"*Vv"v=1. 
(2), zyklisch vertauscht, wird zu 

(II’) UV*U*V* =1; 


5* 











68 W. Threlfall und H. Seifert. 


dies an (I’) rechts angesetzt gibt nach zyklischer Vertauschung 
Vu“ vuovu*=1. 
(II’) noch einmal rechts angesetzt liefert schlieBlich 
Vo" Vvo* =1. 
Die Reziproke der letzten Relation ist 
(3) V‘uV"U=1. 

Die mit dem System (1) gleichwertigen Relationen (2) und (3) stimmen 
mit den gleichnumerierten Relationen Poincarés iiberein®), wenn man in 
diesen die Bezeichnungsinderung C,-—+- V, C,—+ U vornimmt und von der 
additiven zur multiplikativen Schreibung iibergeht. Damit ist die Uber- 
einstimmung der Fundamentalgruppen bewiesen. 

Die Gruppe des von M. Dehn entdeckten Poincaréschen Raumes von 
endlicher Fundamentalgruppe™*) hat vier Erzeugende mit den Relationen 
C, 0, C, = C, 6,0, = C67 C, = 6,6,6,¢,° = 1. 

Man eliminiere c,=c,c, und darauf c,=c,c,c;*. Es bleiben iibrig 

(I) Cy Cy 65°C, 6, c51=1, 

(II) C, 0,0, ¢,'¢,*c,'* =1. 

Diese Relationen gehen durch die Bezeichnungsanderung c,—+C,, c, + C, 
in die oben aus (1) abgeleiteten Relationen (I) und (II) iiber. Daher ist 
auch die Dehnsche Fundamentalgruppe gleich der des Dodekaederraumes, 
also nicht eine Erweiterung der Ikosaedergruppe durch Spiegelungen, son- 
dern die binare Ikosaedergruppe. 


Wohl die einfachsten Relationen zur Bestimmung der binaren Ikosaeder- 
gruppe*) sind die folgenden vier zwischen drei Erzeugenden A, B, C: 


A’ = B*= C*= ABC. 


Poincaré gewinnt seinen Poincaréschen Raum durch Identifizieren 
(Aufeinanderkleben) der Oberflichen zweier Doppelringe®). Die gleiche 
Erzeugung la8t der Dodakaederraum zu. Zum Beweise ziehen wir in den 
Diskontinuitatsbereich zwei Elementarflichenstiicke H und H’ ein, deren 
Rander auf der Oberfliche des Dodekaeders die Fiinfecke 0,**, Cy’, C;**, 
Cs", O;**, Cf* von den iibrigen, die in Fig. 11 schraffiert sind, trennen. 


*) H. Poincaré, Cinquiéme compl. 4 l’an. sit., Palermo Rendiconti 18 (1904), 8.109. 

%*) M. Dehn, Topologie des dreidim. Raumes, Math. Annalen 69 (1910), 8. 160. 

™) Jahresber. d. D. Math. Ver. 89 (1930), Aufg. 84. 

%) Vgl. auch M. Dehn und P. Heegaard, Analysis situs Enc. Math. Wiss. III, AB8 
8. 187. 








Bewegungsgruppen des dreidimensionalen sphérischen Raumes. 69 


Der Diskontinuitiatsbereich zerfallt in drei Raumstiicke. Wir zeigen, daB 
der mittlere Teil, der auBer von H,H’ von C;"*, 0,**, 0,**, C5’, 0,77, OF" 
begrenzt wird, durch Identifizierung von 0;*’ mit C;*, O°’ mit O;*, O;** 
mit C;* in einen Doppelring iibergeht, dessen Oberfliche von H und H’ 
gebildet wird. Gleiches gilt von dem Reststiick, in dem O,, 0,, C, als 
innere Flachen liegen. — Die Oberfliche des mittlerey Raumstiickes 
ist wie die des Diskontinuitatsbereiches selbst eine Kugeloberfliche; sie 
wird uns durch die Fig. 11 dargestellt, wenn wir darin die beiden schraf- 
fierten Gebiete durch die eingespannten Elementarflichenstiicke H und H’ 
ersetzen. Nun kleben wir C,"* und C;* aufeinander. Weil C;‘* und Cy" 
getrennt liegende Elementarflachenstiicke auf der Kugel sind, geht die Voll- 
kugel dadurch in einen Vollring iiber, in dem CO, eine Meridianschnitt- 





Fig. 12. 


fliche ist. Die Oberfliche des Ringes wird von den jetzt zusammenstoBen- 
den Elementarflichenstiicken H und H’ gebildet und iiberdies von 
o,**, O*, O77, Cc. In der Fig. 12 sind diese letzteren in der richtigen 
gegenseitigen Lage wiedergegeben. Wihrend in Fig. 11 das AuBere ein zur 
Figur gehériges Elementarflichenstiick ausmacht und die Zeichenebene 
durch einen uneigentlichen Punkt zur konformen Ebene (Kugelfliche) ge- 
schlossen zu denken ist, gehért in Fig.12 das schraffierte AuBere der 
Flachenstiicke ©,"*,C;* und C,*,0;* nicht mit zur Figur. Vielmehr 
liegen die beiden von 0;‘?,C;* und von C,;"*, 0," gebildeten Teile ge- 
trennt, im iibrigen aber unbekannt auf der Ringfliche und sind von H 
und H’ umgeben. Klebt man nun 0;'* auf C;’, so bildet sich dadurch 
ein neuer Henkel, das Innere wird zum Doppelring. Es grenzt auf diesem 

;* langs der Kante e an O,*. Diese beiden Stiicke kénnen daher bei- 
gezogen werden, ohne an den Zusammenhangsverhiltnissen des von H und 
H’ berandeten Doppelringes etwas zu andern. — Einfacher gestaltet sich 
noch der Nachweis, daB auch die beiden duBeren Raumstiicke des Dis- 
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kontinuitatsbereiches durch Zusammensetzen lings der Flachenstiicke 
C,, C,, C, sich zu einem von H und H’ berandeten Doppelring schlieBen. 


Die Tatsache, daB fiir den Dodekaederraum die Bettische Zahl erster 
Dimension p,=0 ist, wahrend Torsionskoeffizienten fehlen, besagt geo- 
metrisch, daB jede geschlossene Kurve nullhomolog, d. h. Rand einer orien- 
tierbaren Flache ist (§ 9, 8.50); gruppentheoretisch, daB die Fundamental- 
. gruppe, die bindre Ikosaedergruppe, mit ihrer Kommutatorgruppe zusammen- 
fallt, wihrend die Homologiegruppe nur aus dem Einheitselement besteht. 
Liegt irgendeine geschlossene Kurve k des Dodekaederraums vor, so kann 
man nach der orientierbaren Fliche von méglichst niedrigem Geschlecht 
fragen, die k zum Rande hat. Es soll hier nicht bewiesen werden, daS 
es fiir jede Kurve &, die sich nicht auf einen Punkt zusammenziehen laBt, 
eine Ringflache ist; das wiirde auf den Satz hinauslaufen, daB jedes Element 
der binaren Ikosaedergruppe als Kommutator F, F, F,-*F,* von zwei ge- 
eigneten Elementen F, und F, darstellbar ist**). Wir begniigen uns damit, 
es von den fundamentalen Kurven C,,...,C,, die den Flachenstiicken 
C,"*,..., O,"* des Dodekaeders nach §10, 8.55 zugeordnet werden kénnen, 
nachzuweisen. Natiirlich geniigt es wegen der gruppentheoretischen Ahn- 
lichkeit der Elemente C,,...,C,, den Nachweis etwa fiir C, zu erbringen. 
In der Tat kann man die Relation (I) S. 67 so schreiben: 


C,= C,(C, 0,” C,*) C," (C, 0," O.*)* = 0, 0;" Cc,” CO, 
wegen g) und c), 8.67. ©, ist also als Kommutator darstellbar und be- 


randet somit eine Ringfliche, deren Riickkehrschnitte die Kurven C, und 
C, sind. 


**) Den Beweis, da8 jedes Element der gewéhnlichen und der bindren Ikosaeder- 
gruppe Kommutator ist, hat w&hrend der Korrektur Herr Max Ziegler in Leipzig 
dadurch gefiihrt, daB er die Elemente der biniren Ikosaedergruppe auf 9 Klassen 
ahnlicher (= konjugierter) aufteilt und in jeder Klasse einen Kommutator angibt. 


(Eingegangen am 8. 3. 1930.) 





Uber eine n-dimensionale Universalmenge im R,,,,,- 
Von 
Georg Nébeling in Wien. 


Unter einem Raum verstehen wir im folgenden stets einen metrischen 
Raum, in dem eine abzihlbare Teilmenge dicht liegt. Menger hat den 
folgenden Satz ausgesprochen*): 

Satz1. Fiir beliebiges n ist jeder n-dimensionale Raum mit einer 
Teilmenge des (2n-+-1)-dimensionalen Cartesischen R,,,,, homdomorph. 

Fiir n=0 ist dies der Satz von Sierpifski*), daB jeder im Sinne 
der Dimensionstheorie nulldimensionale Raum mit einer Teilmenge der Ge- 
raden homéomorph ist. Der Beweis des Satzes 1 wurde von Menger fiir 
n = 1 erbracht und fiir n > 2 skizziert, aber nicht vollstandig durchgefiihrt* ). 
Es ist der Zweck dieser Arbeit, den Satz 1 unabhangig von jener Beweis- 
skizze allgemein zu beweisen. 

Wir werden mehr beweisen. Nach Menger heiSt ein Raum ein 
n-dimensionaler Universalraum, wenn er selbst n-dimensional ist und zu 
jedem n-dimensionalen Raum eine homéomorphe Teilmenge enthalt. Uber 
die Existenz von Universalriumen behauptet Menger den‘) 

Satz 2. Fiir jedes n gibt es einen n-dimensionalen Universalraum. 

Fiir n= 0 ist dies bewiesen durch den Satz von Sierpiriski*), dab 
das Cantorsche Diskontinuum ein nulldimensionaler Universalraum ist. Fiir 
n = 1 hat Menger einen eindimensionalen Universalraum im R, konstruiert’). 

Wir wollen nun beweisen, daB die Menge aller derjenigen Punkte des 
R,.,4,» We héchstens n rationale Koordinaten haben, ein n-dimensionaler 
Universalraum ist. Damit werden Satz 1 und Satz 2 bewiesen sein. 


* + 
* 
1) Menger, ,,Dimeusionstheorie“, Teubner 1928, 8. 295. 
*) Sierpitiski, Fund. Math. 2, 8. 89. 
*) Menger, ,Dimensionstheorie“, 8. 296 ff. 
*) Menger, ,.Dimensionstheorie“ 8. 315. 
5) Menger, Proc. Acad. Amsterdam 29, 8. 1125. 
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Zunachst behaupten wir den 


Hilfssatz 1. Sind im k-dimensionalen Cartesischen Raum FR, m nicht 
notwendig verschiedene Punkte 





(af, ..., of) (eo =1,..., m) 
und eine Zahl « > 0 gegeben, so kénnen wir m Punkte 
(2f, ..-» BE) (u=1,..., m) 
80 wahlen, daB erstens 
(1) jai —Bol|<e (x=1,..., 8; w—1,..., m) 
gilt, und zweitens der Rang jeder héchstens (k + 1)-zeiligen Matrix 
12°... Zf* || 
(2) M= ; 
12f*... af 














gleich der Anzahl h ihrer Zeilen ist. 
Beweis. Nach einem bekannten Satz der Algebra*) kann man die Punkte 
(Bf, ..., Bf) (u=1,..., m) 
mit 
\el—Bil<e (x—1,...,b; w=1,..., m) 
so wahlen, daB alle Determinanten der Matrizen M von Null verschieden 
sind. Diese Punkte haben die verlangten Eigenschaften. 


Besitzen n-+1 (n>0) Punkte (zj,...,27) (»=1,...,m+1) des 
l-dimensionalen Cartesischen Raumes R, die Eigenschaft, daB die Matrix 


| tai oo Bp 











Laat! nt | 
den Rang n +1 hat, so nennt man die Menge S aller Punkte (z,, ..., x,) mit 
@ = Awit... + dngiet 
(3) a =Aat +... tanga” 
es ae oe ee ' 
A, S]0,...5 Anges 20 
das von den Punkten (z;,..., 27) sufgespannte n-dimensionale Simplex. 
Jedes von ¢+1(¢< mn) Punkten (zj’,..., 2j’),..-, (ay't’,..., a7'**) auf- 


gespannte Simpiex heiBt eine #-dimensionale Seite von 8S; die Punkte 
(aj,.-., #7) heiBen auch Eckpunkte von- S. 


*) Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Aufi., 1 (1898), S. 147. 








—_ | er Gale ee 
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Sind endlich viele héchstens n-dimensionale Simplizes S,,..., 8; ge- 
geben, von denen wenigstens eines genau n-dimensional ist, und von denen 
je zwei als Durchschnitt die leere Menge oder eine beiden gemeinsame 
Seite haben, so nennt man die Summe K = S, + ... + S; einen n-dimensio- 
nalen Komplex. Die Eckpunkte der Simplizes S; nennt man die Eck- 
punkte des Komplexes K. 

Es sei im R, ein beliebiger n-dimensionaler Komplex K = S, + ... +8; 
mit den Eckpunkten (zf', ..., /') (u =1,...,m) gegeben, wobei jeder Eck- 
punkt nur einmal aufgeschrieben ist. Wir denken uns seine Darstellung 
S,+...+ 8, so gewahlt, daB zu jedem Simplex 8, auch alle seine Seiten 
unter den Simplizes S,,..., 8; vorkommen. Ist p=(z,,...,2,) ein Punkt 
von K, e gibt es unter den 8,,...,8; genau ein niedrigstdimensionales 
Simplex S,, in dem p liegt. Sind die Punkte (x{"', ..., xj"), ..., (xf, ..., 2f") 
die Ecken von S,, so gilt 


z, =Ajai+... tint 

a =A, at +... + Amoi” 
(4) L=A +.-.+dn 

|) ey 


4, =0 fir w+ y,,..- 4, (¢Sn+}), 
My. <M 


Diese Darstellung des Punktes p wollen wir die ausgezeichnete Dar- 
stellung nennen. Die Parameter i, (u—1,...,m) sind eindeutige, stetige 
Funktionen von p, und héchstens n-++1 von ihnen sind von Null ver- 
schieden. 

Wir behaupten jetzt den 


Hilfssatz 2. Ist im /-dimensionalen Cartesischen Raum R, (1 >2n-- 1) 
ein n-dimensionaler Komplex K und eine positive Zahl « gegeben, so 
kann man K auf eine Teilmenge K’ des (2+ 1)-dimensionalen Cartesi- 
schen Raumes FR, ,, derart abbilden, daB, wenn p = (2,,...; Lay 445+++s %) 
ein Punkt aus K, p’= (zj,..., 2,41) sein Bildpunkt in K’ ist, die Be- 
ziehungen 
(5) |a;—aj|<e (¢ =1,...,2”n+1) 
gelten. 

Beweis: Esseien(z;',..., z/') (u=1,..., m) die Eckpunkte des Kom- 
plexes K, wobei jeder nur einmal aufgeschrieben ist. Neben jedem Punkte 
(ay',..., af) betrachten wir den Punkt (zf',..., rin4,) des Ron+1, dessen 
Koordinaten mit den 2 +1 ersten Koordinaten des Punktes (:y', ..., z/') 
iibereinstimmen. Auf die m Punkte (zf',..., z{,41) des Ryn, wenden wir 
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den Hilfssatz 1 an, der uns die Punkte 


(2f, ..-» Seas) (ys =1,..., ™) 
liefert. 


Ist nun 


my =Aap t+... +dnai” 
Ll=4 +...+dn 
4,, > 0,...,4,,>0 
=O fir we Myesm (¢Sn+1) 
By <r < 
die ausgezeichnete Darstellung eines Punktes p=(2,,...,2,) aus K, so 
ordnen wir ihm den Punkt p’= (zj,..., Zjn4,) mit 
eq =A Feeble 
ee ee +. de Bloas 
als Bildpunkt zu. Die Menge aller Punkte p’ heiBe K’. 
Diese Abbildung K-—-K’ hat, wie wir jetzt zeigen wollen, die be- 
haupteten Eigenschaften. 
Zunichst ist sie eindeutig und stetig, da die Parameter 1, eindeutige 
und stetige Funktionen von p sind. 
Thre Eineindeutigkeit wird folgendermaBen bewiesen: 
Es sei p’ = (2{, ..., Z4n+1) das Bild der beiden Punkte p =(z,,...,x,) mit 


* =A, ge leon 


“wh a+. +e ah 


1 =A +... tdn 

Ay, DO, .crp he, > O 

A,=0 fir wp my,..- om, (¢<Sn+1) 
oe 


und g =(y,,..., 4) mit ‘ 
y, =Mai+...+42r 


y, =Aait+... thar 

Lewd +...44, 

dye, > 0, .-45 Ay, > 0 
A= 0 fir w+ py,..-, Hj (jSn+1) 
ta a 





n-dimensionale Universalmenge. 75 
Dann gelten die Gleichungen 
id oe dy, Bi Bane tenet de wit 


A, ant. -+ A, en Fa +-. + i’, ze 


Tones 
i +h, <= $acbae 


Da aber nach Hilfssatz 1 der Rang der wegen ¢<n-+1 und j<n+1 
héchstens (2 + 2)-zeiligen Matrix 








=H =u 
Ld," ... Bones 
zh mi 
- ef Lan+1 
ae 
12! 1... Fa, 
Bs pl 
5 ne Fehes 








gleich der Anzahl ihrer ventibpiieae Zeilen ist, muB ¢ =7; u,;>—pj,...,4="} 
und 


Ay = det» « , y= = Ay 

sein. Da aber weiter fiir u + y,,..., 4; gilt 4,—=4,=0, so sind p und 
q identisch. 

Unsere Abbildung K— K’ ist also eineindeutig und stetig und daher 
wegen der Kompaktheit von K topologisch. 

Ist schlieBlich p =(2,,...,2,) ein Punkt aus K, p’=(2j,..., tints) 
sein Bildpunkt in K’, so gilt 

ay — t= A, (Z) — 23) +... +An (BE — 2") (v» —1,...,2n+1). 
Da aber 
£6, bat, 


1=4,+...+A,, 
und nach Hilfssatz 1 
|Z—ar|<e,...,|H"— a"|<e 

ist, so folgt 

lay —a,|<e (»=1,...,2m+1). 
Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen. 

* + 

* 


Es sei H der Hilbertsche Raum. Mit R,, wollen wir den m-dimensio- 
nalen, durch die Gleichungen, 
Tata = Tmyg= ++ =O 
definierten Euklidischen Teilraum von H bezeichnen. Sodann bedeute U, 
die Menge aller derjenigen Punkte (z,,...,2,,,0,...) von R,,,,, fiir 
welche héchstens n der Koordinaten z,,...,2,,,,, Tational sind. 
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Diese Menge U, ist héchstens n-dimensional. Bedeutet nimlich V, 
mit 0<»<n die Menge aller Punkte des R,,,,, die genau » rationale 
Koordinaten haben, so ist U.—V,+...+V,. Die Mengen V, sind aber 
nulldimensional’). Also ist die Menge U, héchstens n-dimensional. 

Bezeichnen wir alle n-dimensionalen Ebenen ¢ R,,,,, der Form 


Bi, = Ty, «+05 Ving, = Tati (LQt,<..- < ng, S2N+4+1), 


WO T,,.--) 1,4, Tationale Zahlen bedeuten, in irgendeiner Reihenfolge mit 
E,, E,,..-, 80 gilt fiir die Menge U, die Gleichung 


(6) U,= R,.,— (2, + £+.-.-). 

Wir behaupten jetzt den 

Satz. Jeder n-dimensionale Raum M ist mit einer Teilmenge M* 
der Menge U,, homéomorph. 

Beweis. Da nach Hurewicz*) jeder n-dimensionale Raum mit einer 
Teilmenge eines kompakten n-dimensionalen Raumes homéomorph ist, 
geniigt es, unsern Satz fiir kompakte Raume M m beweisen. 

Da weiter vermége eines Satzes von Urysohn*) jeder kompakte Raum 
mit einer Teilmenge des Hilbertschen Raumes H homéomorph ist, geniigt 
es fiir den Beweis unseres Satzes, den Raum M als eine kompakte n-di- 
mensionale Teilmenge des Hilbertschen Raumes H anzunehmen. 

Und schlieBlich bedeutet es keine Einschrinkung der Allgemeinheit 
anzunehmen, da8 fiir alle Punkte (z,, ..., 2,1, Zenuq>---) Von M die 
Gleichungen 


gelten. 

Es sei Mi (k=1, 2,..., ad mf; m=1,..., m,) eine erzeugende 
Doppelfolge von M *°), bestehend aus in M abgeschlossenen Mengen M;,. 

Wir ordnen nun allen Punkten von M einen beliebigen, aber festen 
Punkt 9 = (0,,---, Qgn4i>9,---) des R,,,,, als Bild zu, wobei 9,,..., 0,43 
beliebige Irrationalzahlen sind. Die aus dem Punkte o bestehende Menge 
heiBe M,. Die Abbildung M —- M, ist eindeutig und stetig. Die Menge M, 
hat von der Ebene ZH, einen Abstand 


B=... = %4,= 90 


‘ 





(7) n, = 6(M,, E,) >. 
Wir setzen noch 
(8) é,=1. 

”) Menger, ,,Dimensionstheorie“, S. 147. _ 


*) Proc. Acad. Amsterdam 80 (1927), S. 425. 
*) Math. Annalen 94 (1924), S. 309; Math. Annalen 92 (1924), 8. 302. 
%) Menger, ,Dimensionstheorie“, Teubner 1928, 8. 61. 
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Ausgehend von dieser eindeutigen und stetigen Abbildung M— M, 
bilden wir sukzessive fir i —1,2,..., ad inf. die Menge M auf eine Teil- 
menge M, des R,,,,, eindeutig und stetig ab gemaB der folgenden Induk- 
tionsvosnchaift 

Liegen fiir ein natiirliches ¢ zwei Zahlen ¢, und yn, und eine eindeutige 
stetige Abbildung der Menge M auf eine Teilmenge M, des R,,,, vor, so 
bezeichnen wir die Bilder der Mengen M), in M; mit (M5); und wahlen 
nun eine positive Zahl ¢,,, gem&B folgenden Bedingungen: 


(9) Siar < ts 


(10) LS o 
(11) 4¢,,, Kleiner als der Abstand je zweier fremder Mengen M), mit k <i, 
(12) 4e,,, kleiner als der Abstand je zweier fremder Mengen (M,); mit k< i. 


Wenn nun p=(0,...,0,2,,,9,---) eim Punkt aus M und (z,,..., 
Zenu1) 0,-+-) Sein Bildpunkt in M, ist, so ordnen wir dem Punkte p den 
Punkt p' ae (8.5.00) Sena39M%e0400°° 5 als Bild zu. Die Menge aller Punkte p* 
heiBe M‘. Diese Abbildung M—- M°* ist topologisch, denn erstens liegen 
wegen der Stetigkeit der Abbildung M — Y, fiir je zwei hinreichend nahe 
beieinander liegende Punkte p=(0,...,0,2,,,,,---) und g=(0,..., 
0, Yansa °° -) von M die Koordinaten 2, wad y; (7 |S 2n +1) ihrer Bild- 
punkte in M, und dsher auch ihre Bildpunkte p* und gq‘ beliebig nahe 
beieinander ; wad zweitens gilt fiir irgendein j22n+2, wenn p und g 
verschieden sind, z; + y,, woraus sofort p'+q’' folgt. 

Nach Alexandroff*?) kénnen wir die Menge M‘ bei geeigneter Wahl 
der Zahl 1 >2n-+-1 auf einen n-dimensionalen Komplex K; < R, eindeutig 
und stetig derart abbilden, daB jeder Punkt p‘ = (z,,..., %.41) Zanags +++) 
aus M‘ von seinem Bildpunkt p‘=(z/,...,2/,0,...) einen Abstand 


‘ 8141 
(13) (PB) < 7 atts 
hat, so daB also insbesondere die Ungleichungen 
(14) | 2) — af | < —4s (j =1,..., 8) 


on $yanzi 


Nach Hilfssatz 2 kénnen wir den n-dimensionalen Komplex K;, ¢ R, 
auf eine Menge K;C R,,,, topologisch derart abbilden, daB, wenn 
(aj,..-, 2f,0,...) eim Punkt aus K, und (2/’,..., 2;',,,,0,...) sein Bild- 


%) Alexandroff, Annals of Mathematics (2) 





80 (1928), 8. 18. 
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punkt in Kj ist, die Ungleichungen 
(15) | xj — <5 aes (j=1,...,2"+1) 
gelten. 
SchlieBlich wahlen wir eine positive Zahl ¢ < “i+1___ go klein, daB 





8y2n+1 
$3¢ kleiner ist als der Abstand je zweier fremder Bilder von Mengen 


M®, (k <i) in Kj. Sodann kénnen wir nach Alexandroff**) die Menge K; 
auf eine Menge M,,, C R,,,,, eindeutig und stetig abbilden, so daB erstens 
der Abstand ;,, der Menge M,,, von der Ebene £,,, 


(16) Misa = 9 (Miya Bix) > 0 
ist, und so, daB zweitens jeder _ (ai’, ..., 20,,4,0,...) aus Kj von 
seinem Bildpunkt (2{”,...,27%,,,,0,.-.) eimen Abstand <¢ hat; hieraus 
folgen aber einerseits wegen ¢ < - —_ die Ungleichungen 

- ae #41 a 
(17) | af’ — aj I< ss (j=1,...,.22+1), 


und anderseits haben nach Wahl von ¢ * Bilder (My,);., und (Mx ):.1 
zweier Mengen M,, und MS (k<i) in M,,, einen Abstand 


18) 8[(Mm,)i+1» (Mém,)i+1] > 0 (k<i), 
falls die Bilder der Mengen M}, und M,, in Kj fremd sind. 

Die durch Aneinanderreihung der eindeutigen stetigen Abbildungen 
M+ M‘, M‘'— K;,, K;— Kj, Ki» M;,; entstehende Abbildung der 
Menge M auf eine Teilmenge M,,, des R,,,, ist eindeutig und stetig. 

Aus der vorgegebenen Abbildung M-—+- M, und den Zahlen ¢, und 7; 
haben wir damit eine Abbildung M— M,,, und die Zahlen é,,, und ;,, 
konstruiert. 

Auf Grund dieser Induktionsvorschrift konstruieren wir, ausgehend 
von der Abbildung M—+ M,, sukzessive fiir i = 1,2, ..., ad inf. eine ein- 
deutige stetige Abbildung der Menge M auf eine Teilmenge M, des 
R,,,4,- Wir wollen jetzt zeigen, daB die Folge der Abbildungen M— M, 
(¢=1,2,..., ad inf.) gegen eine topologische Abbildung der Menge M auf 
eine Teilmenge M* des R,,,, konvergiert. ‘ 

Es sei p= (0,..., 0, Sones -) ein beliebiger Punkt aus M, und es 
scien Py — (24s +s Zansgs Os ee-) UNE Ppp — (2, 2-5 22" 44,0, .-) seine 
Bildpunkte in M, und .": Dann folgen aus (14), (15) und (17) die 
Ungleichungen 


| xj — aj” | < (j =1,...,2n+1). 


- ~2n+1 


4%) Alexandroff, Géttinger Nachrichten 1928, 8. 37. 








i, > ae 


n-dimensionale Universalmenge. 79 
Also haben die Punkte p, und p,,, einen Abstand 


(19) 8 (Dj, Pina) < Fi44- 
Nun ist wegen (8) und (9) 
, 1 

(20) fina < TT: 


Also ist wegen (19) und (20) die Punktfolge p,, p,,... eine Cauchysche 
Folge und besitzt daher im R,,,, einen Limes p*, den wir dem Punkte p 
als Bild zuordnen. Die Menge aller Punkte p* heiBe M*. Wir wollen 
zeigen, daB diese Abbildung M—- M™* topologisch ist. 

Ihre Stetigkeit folgt daraus, daB die Folge der eindeutigen stetigen 
Abbildungen M— M, (i = 1, 2, ..., ad inf.) gegen die Abbildung M— M* 
wegen (19) und (20) gleichmaBig konvergiert. 

Um die Eineindeatigkeit der Abbildung M—- M* zu zeigen, wahlen wir 
zwei verschiedene Punkte p und g von M und haben zu zeigen, daB ihre 
Bilder p* und g* verschieden sind. Zunichst kann man eine Zahl ¢ so 
finden, daB zwei Mengen Ms, und M;., von denen die eine den Punkt p, 
die andere den Punkt g enthalt, einen Abstand 

5(My,, Mn,) >0 
haben. Wegen (11) ist also 
5(Mz,, Mn.) > 4¢,,,- 
Um so mehr ist, wenn wir mit (ms,)* das Bild von Mi, in M‘ bezeichnen, 
b{( Mh), (ME) > 4045, 
wie sofort aus der Definition der Menge M’‘ folgt. Hiernach haben wegen 
(18) und — A. — wits -<e 


TEs Gee die Bilder der Mengen M,, und Mj, in K, einen 
positiven Abstand. Da aber K; und Kj homéomorph sind, haben auch 


die Bilder der Mengen M,, und M,, in Kj einen positiven Abstand. Hier- 
aus folgt wegen (18) 


3[ (Mn, )i+1, (Mn,)i+1] >0, 
und daher ist wegen (12) 
3(( Mn, )i+1, (Mn, )s+1] > 4 e412. 


Insbesondere haben also die Punkte pj.1@(Mym,)is1 und gis1C(Ma)s41 
einen Abstand 


(21) 9 (Pisa> Uiar) > 4842: 
Nun folgt fiir jedes j >* +1 aus (9) und (19) 
j-t-2 


1 
9( D439 %) < Fis > ru S26... 


k=0 











80 G. Nébeling. n-dimensionale Universalmenge. 
Mithin gilt fiir den Punkt p* = lim p,; 


j7-@ 


8( P44 p*) S2¢,,, 


8 (9:419 9") S24,,5- 
Aus diesen beiden Ungleichungen und (21) folgt 
3(p*,q*) > 0, 
' d.h. p* und g* sind verschieden. Damit ist die Eineindeutigkeit der Ab- 
bildung M —- M* gezeigt. 
Die Abbildung M— M* ist also eineindeutig und stetig, und daher 
wegen der Kompaktheit von M ‘opologisch. 
SchlieBlich beweisen wir noch, da8 M* Teilmenge von JU,, ist. 
Fiir ein beliebiges natiirliches ¢, gilt nach (7) und (16) 
(22) 6(M,, E,)=7, >09. 
Da nun wegen (10) fiir ¢ >4%, die Ungleichung 


und analog 


N%, 
%< TEE 


gilt, so folgt aus (19) fiir jeden Punkt p aus M 


n 
d(p.. RSs 
und daher fiir p* = lim p, 
i>a** 


", 
3(p,, P*) Sz. 
Hiernach ist wegen (22) 
3(p*, Hi,) > 0 
fiir jeden Punkt p*, d.h. die Menge M* ist zu Z,, fremd. 
Nun war aber #, beliebig gewahlt. Also ist M* auch zur Menge 
E,+ E+... 
fremd. Wegen (6) ist daher A;* Teilmenge der Menge U,. 
Damit ist unser Satz vollstindig bewiesen. 


(Eingegangen am 27. 3. 1930.) 








Uber regulir-eindimensionale Raume. 


Von 
Georg Nébeling in Wien. 


Ein Raum’) heiSt nach Menger*) regular-eindimensional, wenn jeder 
Punkt in beliebig kleinen Umgebungen mit endlichen Begrenzungen liegt. 
Ist er zudem kompakt und zusammenhingend, so nennt ihn Menger eine 
regulire Kurve’*). 

Ein beliebiges System G von Riumen heiSt nach Menger*) kompakti- 
fizierbar, wenn jeder Raum aus © mit einer Teilmenge eines kompakten 
Raumes aus © homéomorph ist. Ein kompaktifizierbares System ist z. B. 
das System aller endlichen Raume oder nach Hurewicz*) fiir jedes n das 
System aller héchstens n-dimensionalen Raume. Nicht kompaktifizierbar 
ist dagegen z. B. das System aller abzihlbaren Riume. Wir wollen im 
folgenden erstens zeigen, daB das System aller regular-eindimensionalen 
Raume kompaktifizierbar ist**); wir behaupten also den 

Satz 1. Jeder reguldr-eindimensionale Raum ist mit einer Teilmenge 
eines kompakten reguldr-eindimensionalen Raumes homdomorph. 

Einen Raum U eines Systems S von Raumen nennt man nach Menger®) 
einen Universalraum, wenn er zu jedem Raum des Systems © eine homéo- 
morphe Teilmenge enthilt. Zum Beispiel ist im System aller abzahibaren 
Raume der Raum aller rationalen Punkte der Geraden ein Universalraum. 
Weiter enthalt fiir jedes n das System aller n-dimensionalen Raume einen 
Universalraum®). Dagegen enthalt das System aller endlichen Raume keinen 





1) Siehe zur Definition des Raumes diesen Band, 8. 71. 

*) Menger, Math. Annalen 95, 8. 279, und Wiener akad. Anzeiger 1929, Nr. 1. 
*) Menger, Monatshefte f. Math. u. Phys. 36, 8. 195. 

*) Hurewicz, Proc. Acad. Amsterdam 80 (1927), 8. 425. 

‘*) Hingegen ist das System aller Riume, die in jedem Punkt von héchstens 
vierter Ordnung sind, nicht kompaktifizierbar; auch nicht das System aller Réume, 
die in jedem Punkt eine endliche Ordnung haben. Vgl. die Bemerkung von Beer im 
4. Kolloquium des Berichtes von Menger (Monatshefte f. Math. u. Phys. 38). 

5) Menger, ,,Di ionstheorie“, Teubner 1928, 8. 314. 
*) Vgl. diesen Band, 8. 71. 
Mathematische Annalen. 104. 6 
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Universalraum. Wir wollen nun im folgenden zeigen, da8 auch das System 
aller regular-eindimensionalen Raume keinen Universalraum enthalt. Wir 
behaupten genauer gesprochen den 
Satz 2. Zu jedem reguldr-eindimensionalen Raum R gibt es eine 
reguldre Kurve K, zu welcher R keine homdomorphe Teilmenge enthdlt. 
Hiernach gibt es auch im System aller reguliéren Kurven keinen 
Universalraum ‘). 


Wir beginnen mit dem 

Beweis des Satzes 1. Ist « eine positive Zahl, so kénnen wir den 
Raum R durch abzahlbar viele Umgebungen U; < «(i =1, 2,..., ad inf.) 
mit endlichen Begrenzungen iiberdecken. Setzen wir A,=U, und 


‘ 
A,;,,=U,;,,—A,, 80 haben die Mengen A; folgende Eigenschaften: 
k=1 


(1) Es ist R= A,+4,+...; 
(2) jedes A; ist in R abgeschlossen; 


(3) je zwei der Mengen A; haben héchstens Randpunkte, und zwar nur 
endlich viele, gemein; 


(4) jede Menge A; hat einen Durchmesser < ¢; 
(5) jeder Punkt von R liegt in héchstens endlich vielen Mengen 4,. 


Jede Darstellung R = A,+A,+..., wo die Mengen A, die Eigen- 
schaften (2) bis (5) haben, wollen wir eine «-Darstellung nennen. 
Wir wihlen jetzt eine 1- Darstellung von R: 


R=A,+4,+... 


und setzen R,=A, und R,=A,+A,+.... Die Mengen A,, A,,... 
wollen wir die Mengen des ersten Schrittes nennen. 

Ausgehend von den Mengen R, und R, bestimmen wir die Mengen 
Ri,, ....% (#4, -+-) 4, = 1, 2) gemaB der folgenden Induktionsvorschrift: 


*) Die Frage nach einer reguliren Universalkurve wurde von Menger, Fund. 
Math. 10, 8. 107, aufgeworfen. Ihr verdanke ich die Anregung zu dieser Arbeit. — 

Bezeichnen wir mit Menger eine Kurve als rational, wenn jeder ihrer Punkte in 
beliebig kleinen Umgebungen mit abzihlbaren Begrenzungen enthalten ist, so existiert, 
wie hier erwihnt werden mége, auch keine rationale Univers:' curve. Denn einem 
Satz von H. Reschovsky, Fund. Math. 14, 8. 19, zufolge besitzt j.c rationale Kurve K 
eine Ordinalzah] der ersten oder zweiten Zahlenklasse als Geschlecht (im Sinne von 
Menger, Fund. Math. 10, 8.111) und kann Kurven von héherem Geschlecht topo- 
logisch nicht enthalten. Da aber fir jede-Ordinalzahl « der zweiten Zahlenklasse 
Kurven vom Geschlecht « existieren, so kann K nicht alle rationalen Kurven topo- 
logisch enthalten. 
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Es mégen nach Ausfiihrung von k Schritten bereits 2* Mengen 
Ry, .... tx (tys »++2 8 = 1, 2) vorliegen derart, daB jede Menge R,,...,;,, fiir 
welche *,=2 ist, Summe von unendlich vielen Mengen A; eines j-ten 


Schrittes (jk) ist: Rj... ,,2 =A; +Aiziat+--.. Fir jede solche 
Menge R,,,.... «,, mit ¢,— 2 setzen wir 

Ry,, ...,%,.1 = A; 
und 


Ry,, ..., i, 2 = Aira t+ Agia +... 
Fiir eine Menge R,,....;, mit i, 1 wihlen wir dagegen eine —\—-Dar- 


k+1 
stellung 
| a =A,+A4,+... 
und setzen 
R,,, osep 8 ™ A, 
und 


Ri, ....%,2 = 4g + Ag +-.-- 
Alle bei diesem (k-+1)-ten Schritte auftretenden Mengen A, nennen wir 
die Mengen des (& +-1)-ten Schrittes. 

Auf Grund dieser Induktionsvorschrift waihlen wir, ausgehend von den 
Mengen R, und R,, fiir jedes k die 2* Mengen R;,..,, (4,,.--, 4, =1, 2). 

Je zwei dieser Mengen, R;,...;, und Rj, .;,, mit gleicher Index- 
anzahl haben héchstens Randpunkte, und zwar nur endlich viele, gemein; 
denn wenn / die kleinste Zahl ist, so daB die Indizes i, und j, verschieden 
sind, so haben wegen (3) und der Definition der Mengen R;,._. ;, 
die Mengen R,;,,....;, und R;,,...;,, also wegen Rs, C R,...4, und 
Rj,, ....ix C Rij,,...,, each die Mengen R,,...;, und Rj,,...;, héchstens 
Randpunkte, und zwar nur endlich viele, gemein. 

Ist ¢,,%,,... eime Folge von Zahlen, die alle gleich 1 oder 2 sind, 
und gelten fiir irgendein 7 die Gleichungen +,—2 fiir k>J1, so gibt es 
ein j, so daB die Mengen R;..:,, Ri,,...,i,,. --- Summen von Mengen des 
j-ten Schrittes sind: 

Ry... A tA ya t--- 
Ry, ....6 tn = Aga + A; 42 Fees 


Wegen (5) *~ hiernach der Durchschnitt 
a 


leer. Soll also der Durchschnitt nicht leer sein, so miissen unendlich viele 
der Zahlen #,,%,,... gleich 1 sein. Da aber eine Menge R;, .., «,,,1=A, 
einen Durchmesser < : hat, kann der Durehschnitt [[ R,,,...,%,++» héchstens 
einen einzigen Punkt p enthalten; und wenn ein solcher Punkt existiert, 
6* 
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so konvergieren die Mengen R;,...;, gegen ihn. Hieraus folgt sofort, daB, 
wenn ein Punkt p in unendlich vielen Mengen R;,,_. ;, liegt, diese Mengen 
gegen p konvergieren. 
Hiernach gelten, wenn wir die Mengen R;,.;, mit k Indizes in 
irgendeiner Reihenfolge mit 
Ri, ..., Ry 

bezeichnen, die folgenden Beziehungen: 
(6) Es ist R=RI+...+ Rh fiir jedes k; 
(7) das System 1,...,2* zerfallt in 2"~* Zahlenpaare derart, da, wenn 

n,, ”, das n-te Paar ist, Rt — Ri*'+ RE** gilt; 
(8) yjede Menge Ri ist in R abgeschlossen; 
(9) fiir jedes & haben je zwei Mengen Ri héchstens Randpunkte, und 

zwar nur endlich viele, gemein; 


(10) ist ¢,,¢,,... eime Folge von Zahlen mit i, < 2*, so ist der Durch- 
schnitt I Rj, entweder leer oder genau einpunktig und Limes der 


k=1 
Folge RE (k=1,2,..., ad inf.). 

Nach einer Methode von Alexandroff*) wollen wir jetzt den Raum R 
kompaktifizieren. 

Mit x, bezeichnen wir das System (1,...,2"). Ist a, ein Teilsystem 
von x,, bestehend aus den Elementen a,,...,a@;, so setzen wir den Durch- 
schnitt Ri... Ri,= Ri.. Wir definieren: 

(11) Eine endliche Folge «,,...,«, heiBt ausgezeichnet, falls der Durch- 
schnitt R2,... Ri, nicht leer ist. 

Dann gelten offenbar folgende Siatze: 

G) TEE Gi, 2 2xy Bin Gane, -- © 
jede Teilfolge «,,..., a,. 

b) Jede ausgezeichnete endliche Folge a,,..., « 
ausgezeichneten endlichen Folge «,, ..., ,5 %_44° 

Ist namlich p ein Punkt des Durchschnittes Ri, ... Ri, so gibt es 
wegen (6) ein a, so da8 p in R;"** enthalten ist. Bezeichnen wir mit a, , , 
das aus der Zahl a bestehende System, so ist «,,...,@,,,@,,,, ausgezeichnet. 

c) Jede ausgezeichnete endliche Folge bleibt ausgezeichnet, wenn man 


irgendeines ihrer Glieder «; durch ein System «/ ersetzt, welches Teilsystem 
von «,; ist. 


eine ausgezeichnete Folge, dann auch 


it Teilfolge einer 


*) Alexandroff, Math. Annalen 96 (1926), 8. 489; vgl. die Darstellung von Menger, 
»Dimensionstheorie“, 8. 187. 
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Wir definieren: 


(12) Eine Folge {a,} (k=1,2,..., ad inf.) heiBt Kette, wenn 
folgendes gilt: 


(12,1) Alle endlichen Anfangsabschnitte sind ausgezeichnet; 


(12,2) die Folge {«,} verliert die Eigenschaft (12,1), wenn irgendeines 
ihrer Glieder durch ein umfassenderes System ersetzt wird. 


Zum Beispiel: 


(13) Wenn p einen beliebigen Punkt aus R und «, das System aller 
Zahlen a, fiir welche p in Ri enthalten ist, bedeutet, so ist {a,} 
eine Kette. 


Zunichst ist klar, daB (12,1) erfiillt ist. Wir nehmen an, (12, 2) 
wire nicht erfillt. Dann kénnen wir also fiir irgendein k das System a, 
durch ein umfassenderes System oj. ersetzen, ohne daB (12,1) aufhért, 
richtig zu sein. Da a mindestens zwei Elemente enthilt, besteht wegen 
(9) der Durchschnitt R3,... Ri. aus héchstens endlich vielen Punkten, 
und wegen (10) bestehen daher fiir alle hinreichend groBen / die Durch- 
schnitte Ri,...Ri, aus genau einem Punkt g. Wegen (10) mu8 g=p 
sein; fiir alle in aj enthaltenen Zahlen @ ist also p in R, enthalten, d. h. 
a, ist mit «, identisch, was der Annahme widerspricht. {a,} ist also eine 
Kette, die wir mit p* bezeichnen wollen. 

Durch die soeben angestellten Uberlegungen haben wir gleichzeitig 
mitbewiesen : 


(14) Ist {@,} eine Kette und enthalt fiir irgendein x das System a, 
mindestens zwei Elemente, so ist {a,} die zu einem (eindeutig 
bestimmten) Randpunkte p einer Menge Rx gehérige Kette p*. 

Weiter gilt: 


(15) Wenn zwei Ketten {a,} und {,} gegeben sind mit der Eigenschaft, 
da8 fiir unendlich viele k die Systeme a, und f, Elemente gemein 
haben, so sind {a,} und {f,} identisch. 


Es habe namlich erstens die eine der beiden Ketten, etwa {a,}, die 
Eigenschaft, daB alle Systeme a, aus je einem Element a, bestehen. Dann 
gilt Ri, Ri, fiir x<k, denn es gibt wegen (7) sicher ein 6 zu jedem 
x<k, so daB Ri Teilmenge von Rj ist. Dieses 6 muB dann wegen 
(12, 2) in «, enthalten, also mit a, identisch sein. Wenn nun fiir unend- 
lich viele & das Element a, in f, liegt, so gilt dasselbe fiir alle k, wie 
aus Ri,c Ra, (x<k) wegene(12, 2) folgt. Wegen (12,2) mu8 demnach 
{a,} mit {,} iibereinstimmen. Wenn der erste Fall nicht vorliegt, so 
gibt es nach (14) zwei Punkte p und gq, die p*={a,} und g*= {f,} 
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erzeugen. Wenn nun fiir unendlich viele k die Systeme «, und £, Elemente 
gemein haben, so miissen wegen (10) p und g und daher auch p* und g* 
ideutisch sein. 

Definieren wir nun: 


(16) Die m-te Umgebung U,{a,} einer Kette {a,} ist die Menge aller 
Ketten {f,}, fiir welche £,,...,8,, Teilsysteme bzw. von a,,..., «,, 
sind, 


so folgt aus (15) sofort 


d) Fiir je zwei nicht identische Ketten {a,} und {8,} existiert eine 
natiirliche Zahl k,, so daB, wenn {f,} bzw. {y,} irgend zwei Ketten von 
Uz, {@x} baw. U,,{8:} sind, fiir alle k>k, die Systeme ¢, und », 
elementenfremd sind. 

Nach Alexandroff*) ist die Menge aller Ketten {«,} ein kompakter 
Raum. In ihm ist jede Kette {a,}:Durchschnitt der sich auf {a,} zu- 
sammenziehenden Umgebungsfolge U,, {a,} (m=1,2,...). Eine Ketten- 
folge {aj} (i—1,2,...) konvergiert also gegen {a,}, wenn fiir jedes m 
in U,,{a,} fast alle {oj} enthalten sind. 

Ist p ein beliebiger Punkt aus R, so ordnen wir ihm die von ihm 
erzeugte Kette p*=—{a,} als Bild zu und bezeichnen die Menge aller 
Ketten p* mit R*. Wir wollen zeigen, daB die Abbildung p—+ p* topo- 
logisch ist. 

Sind p und q zwei verschiedene Punkte aus R, so sind die von ihnen 
erzeugten Ketten p* und g* wegen (10) verschieden. 

Ist p,, p,,--. eine konvergente Punktfolge aus R mit dem Limes p, 
so la8t sich zu jedem m wegen (8) und weil nur endlich viele Mengen R} 
mit & < m existieren, ein i, so angeben, daB jede Menge RI mit k <m, 
die einen Punkt p; mit i >7, enthalt, auch den Punkt p enthilt. Das 
bedeutet aber, daB fiir i>, die Ketten pf in U, {«,} liegen, dh. dab 
die Folge p¥, pf, ... gegen p* konvergiert. 

Ist umgekehrt p*, pf, .. . eine konvergente Folge in R* mit dem Limes p*, 
so enthilt also fiir jedes m die Summe aller p enthaltenden Ry" fast alle 
Punkte p,; wegen (10) konvergiert also die Folge p,, p,,... gegen p. 

Die Abbildung p—+p* ist also topologisch. 

Es bleibt noch nachzuweisen, daS K regular ist. Dazu geniigt es, zu 
zeigen, daS die Begrenzungen der Umgebungen U, {«,} endlich sind. Es 
sei {8,} auf dem Rande von U,,{«,} gelegen. Waren nun «,, und £,, 
elementenfremd, so wiren nach (16) die Umgebungen U, {a,} and U,,{,} 
elementenfremd; dann kénnte aber {f,} nicht auf dem Rande von U, {a,} 
liegen. Es sei b ein den beiden Systemen «, und f,, angehérendes Element. 
Enthielte nun fiir jedes k < m das System #, nur ein Element b,, so ware 
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Rj" Teilmenge von R},, also 5, Element von o,, d. h. {8} lage in Up {a}. 
Fir ein x < m enthilt demnach das System f, mindestens zwei Elemente. 
Wegen (14) ist dann {f,} das Bild p* eines Randpunktes p einer Menge R, 
mit x <m, und weil wegen (9) nur endlich solche Punkte p existieren, 
ist die Begrenzung von U, {«,} endlich. 

Damit ist der Satz 1 bewiesen. 


* * 
* 


Wir behaupten jetzt den folgenden 

Hilfssatz. Zu jeder monoton wachsenden Folge von natiirlichen 
Zahlen a,,a,,... gibt es eine regulire.Kurve K, die fiir jedes natiirliche n 
nur durch Tilgung von mindestens a, Punkten in mindestens n Kompo- 
nenten zerlegt werden kann. 

Beweis: Das offene Einheitsquadrat Q der x, y-Ebene zerlegen wir 
in die vier Teilquadrate 


Q=(0<2,¥<5), Q=(¢<2<1,0<y<3), 
Q=(¢<%y<1), Q=(0<2<5,5<y<I). 


Ausgehend von diesen Quadraten Q, bestimmen wir fiir jedes k je 
4* Quadrate Q;,..;, gema&8 der folgenden Induktionsvorschrift: Liegt all- 
gemein fiir ein k das Quadrat 





a a+l1 b b+1 . 2 
%, ‘ound a=(G<2< oe” <9 <a) ($,,..-)8,=1,..., 4) 


vor, so zerlegen wir es in die vier Teilquadrate 

















Qi, she 1=(S<e 2< ct, a<9< i), 
ee” <2< oe a < ’ y< =>), 
Q,,....4,3 = Gan <2< a : et <y< +), 
Q.,,....t04 = (5 <2 ane ait < y< +"). 


Die Menge aller Punkte, die in unendlich vielen Quadraten Q;,...;, liegen, 
nennen wir M,. 

Wir wahlen zwischen 0, } und }, 1 je a, Irrationalzahlen und bezeichnen 
das System dieser 2a, Irrationalzahlen mit S,. Liegt allgemein fiir ein & 
ein System S, von Irrationalzahlen zwischen 0 und 1 ag I so bezeichnen 


wir mit S; die Menge aller rationalen Zahlen der Form = =; Zwischen 0 
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und 1 einschlieBlich und aller Zahlen aus S,-+...-+-S8,. Wir denken uns 
die Zahlen aus S; der GréBe nach geordnet und wahlen im Innern jedes 
zwischen je zwei aufeinander folgenden Zahlen aus S; liegenden Intervalls 
je @,,,, Irrationalzahlen; das System dieser Irrationalzahlen nennen wir 
S,,,- GemaB dieser Induktionsvorschrift bestimmen wir, ausgehend von 
S,, sukzessive die Systeme S,, S,,.... 

Mit G, bezeichnen wir die Menge aller Punkte, die gleichzeitig in Q 
und auf mindestens einer der Geraden x = j, oder y = j, liegen, wobei j, 
' ingendeine Zahl aus SQ, ist. Fiir irgendein k > 2 nennen wir G, die Menge 
aller Punkte, die gleichzeitig in einem Quadrat Q; ;,_, mit k —1 Indizes 
und auf mindestens einer der Geraden x = j, oder y = j, liegen, wobei j, 
irgendeine Zahl des Systems S, ist. Wir setzen G=G,+G,... und 
M= M,+G. 

Die Geriiste G,,,,@,,.4,--- liegen ganz in der Summe aller Quadrate 
Qi,,....% mit k Indizes. Die Seiten des Quadrates Q;.;, haben also mit 
G@ nur endlich viele Punkte gemein, nimlich héchstens die endlich vielen 
Schnittpunkte der Seiten z =j,, y=j,, wobei j, alle Zahlen aus S,+-...+-8, 
durchlauft. Alle Quadrate Q;....;, haben also beziiglich M endliche Begren- 
zungen, d. h. M ist regular-eindimensional. 

Fir jedes & ist G,+...+ G, zusammenhangend. Folglich mu8 auch 
G=G,+G,+... und, da G in M dicht liegt, M zusammenhiangend sein. 

Jedes Quadrat Q;....:,_,,;, mit & Indizes wird begrenzt von Geraden 


der Form z, y = ae und fiir mindestens eine Seite, etwa z = = , ist hierin 





k nicht durch eine kleinere Zahl ersetzbar. Die Seite z=) ae y< = 


des Quadrates @,... .4, liegt also im Innern des Quadrates Q;. ;,_,. Nun 


liegen zwischen — > und 2+! “ 1 mindestens a,, Zahlen des Systems S,. Folg- 


Qk 


lich liegen mindestens - Punkte gleichzeitig auf der Strecke 2 =— 





9k’ 
<9 <a und eimer der Geraden y=j,. Die Seite t=) 
<< des Quadrates Q;....i,,,i, hat also mit G, mindestens 


a Punkte gemein, d. h. die Begrenzung beziiglich M jedes Quadrates 
Q,,....%2 » ess a,, Punkte. 


of die sich nur 


durch den k-ten Index re edad Wenn sie eine Seite t= =< y¥< =~ 
oder y= a g<t< - gemein haben, so haben sie nach dem eben 





Bewiesenen mindestens a,, Begrenzungspunkte beziiglich M gemein. Andern- 
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falls kénnen wir 











“— a b—1 b 
Qin, voted = (*Z-<2< 8, oF =) 
= a a+l1 6b ‘_b+1 
Qn rtenti (S<2< Tr oo QR ) 
oder 
3 a— b b+1 
Qi, etree éa39%% = (> Qk <2<5, ge ~9< Qk ), 
ee a+1 6-1 b 
Qin aarti = (Se, “= <9<a) 


7m, a a — ist. Wir betrachten den ersten Fall. Zwischen 
b- 


= 
bzw. jy, aac 2 aus §,. Die 2a, Strecken 


 <a< y= SrSe,) und °—1 — gs “ =, B= jr (1SrSay) 





und = ~, baw. * und an liegen je mindestens a,, Zahlen j{ <...< js, 


liegen, da a ungerade ist, in G,, also in M. Laufen wir also vom Punkte 
z= sp y =j; nach rechts bis zur Geraden x = j; und auf dieser aufwarts 
bis zum Punkte z= j;’, y=5 und nennen den durchlaufenen Weg »,, 


s 
so haben je zwei Bégen b,, und 6,, keinen Punkt gemein, und jedes }, 
verbindet einen Randpunkt bzg!. M von Q;,...,.,,4; mit eimem Rand- 
punkt bzgl. M von Q,,,...,:,_,,<;'- Der zweite Fall erledigt sich entsprechend. 
Zusammenfassend kénnen wir also sagen: 

(1) Zwei Quadrate Q;,....4,,s; und Q;,.....«,,4;’ haben entweder 
mindestens a,, Randpunkte bzgl. M gemein oder kénnen durch mindestens 
a,, Bogen ¢ M verbunden werden, die zu je zweien fremd sind. 

AuBerdem gilt: 

(2) Die Randpunkte bzgl. M von Q;,...:,, die nicht gleichzeitig 
Randpunkte bzgl. M von Q,,,....i,i,,, Sind, lassen sich mit Randpunkten 
bzgl. M von Qy,.....4.s.,, durch Bogen ¢ M verbinden, die zu je zweien 
fremd sind. 

Wir fiihren den Beweis fiir Qj,,....4,=Q1, Q4,,....4.44, = Qu- Die 
Zahlen j aus S, seien so numeriert, daB 0 < j,< j,<...<j,<}<j,4,--- 
<ja,<4 ist. Die Randpunkte von Q, bzgl. M sind: (3,j,),-.-, ( ja,); 
(js. 3)> «++» (Jas 3)» Fiir jedes ¢ mit 1<t<r nennen wir b, die Strecke 
¥=j, {52S}. Sie liegt ganz in G,, also in M und verbindet den 
Raendpunkt (3, j,) von Q, mit dem Randpunkt (}, j,) von Q,,. Je zwei 
dieser Bégen 6, sind offenbar fremd. Zwischen j,, und } liegen mindestens 
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ay, also mindestens s = a,—r Zahlen 

(3) GrH> > i> he 

aus S,; zwischen j, und } aus demselben Grunde mindestens s Zahlen 


(4) <i <i<ir<t 
aus S,. Die Strecken b/=(0<y<},2=j;) und b,/=(0<2<}, y=j,’) 
‘ mit 1Si<s liegen in G,, also in M. Wir laufen jetzt vom Punkte 
(3,7,4.)5 (1StSa,—r), aus nach links auf der Geraden y=j,,, bis 
zur Strecke b,, auf dieser abwirts bis zur Strecke 6,” und auf dieser nach 
links bis zum Quadrat Q,,; den durchlaufenen Weg nennen wir b,,,. Der 
Bogen b.,, liegt in M und verbindet den Randpunkt (},j,,,) von Q, mit 
dem Randpunkt (},j,") von Q,,. Wegen (3), (4) haben je zwei Bégen 
b.(1<t<a,) keine Punkte gemein. Vertauschen wir z und y miteinander, 
so erhalten wir a, neue Bégen 5,", die je einen Randpunkt von Q, mit 
einem Randpunkt von Q,, verbinden, zu je zweien und zu den Bégen 3B, 
fremd sind. Damit haben wir unsere Behauptung (2) fiir den Spezialfall 
Qin, estes = Qa» Qin. -.-cén-asée = Qy, bewiesen. Durch dieselben Uberlegungen 
iiberzeugt man sich von der allgemeinen Richtigkeit von (2). 

Es sei jetzt irgendein n-tupel von Punkten aus M, gegeben: p,, ..., p,,- 
Wir wahlen die natiirliche Zahl k& so, daB 


(5) 4*-*<n<4* 
gilt. Dann gibt es also eine natiirliche Zahl 
(6) l>k 


derart, da8 in einem Quadrat Q; .;,, noch zwei Punkte des n-tupels, 
etwa p, und p,, liegen, wahrend p, in Qj,,...,:,,,4, und py in Qj... 4,49 
liegt. Wegen (1), (2), (5) und (6) kénnen also die Punkte p, und p, durch 
mindestens a, Bogen ¢ M verbunden werden, die zu je zwei nur die End- 
punkte gemein haben. Ist also irgendein n-tupel von Punkten aus M 
gegeben, sw existieren in M mindestens a, Bégen, deren Endpunkte dem 
n-tupel angehéren und die zu je zwei héchstens Endpunkte gemein haben. 

Nach Satz 1 kénnen wir die Menge M als Teilmenge einer kompakten 
regular-eindimensionalen Menge K annehmen, in der M zudem noch dicht 
liegt. Da M zusammenhangend ist, gilt dasselbe fiir K, dh. K ist eine 
regulire Kurve. Tilgen wir nun aus K eine Menge S derart, dab K—S 
in mindestens n Komponenten zerfallt, so enthalt S entweder unendlich, 
also mindestens a, Punkte; oder aber S enthalt nur endlich viele Punkte. 
Dann ist jede Komponente von K — 8S in K offen. Wir kénnen also n in 
M,(K — 8) liegende Punkte p,,..., p, derart wihlen, da8 keine zwei von 
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ihnen in derselben Komponente von K —S liegen. Da zwischen diesen 
Punkten mindestens a, bis auf die Endpunkte fremde Bégen ¢ K gespannt 
werden kénnen, mu8 § mindestens a, Punkte enthalten. Damit ist der 
Hilfssatz bewiesen. 

Wir beginnen jetzt den Beweis des Satzes 2: Wegen Satz 1 geniigt 
es, die Behauptung fiir einen kompakten R zu beweisen. 

In diesem kompakten Raum FR gibt es ein System Ri (k —1, 2,...; 
n=1,...,m,) von Teilmengen Rt derart, da folgendes gilt: 

(1) Es ist R= Ri +...+ RE, fiir jedes k. 

(2) Das System (1, ..., m,,,) zerfallt in mn, zueinander fremde 
Teilsysteme derart, daB, wenn (»,,...,,) das n-te Teilsystem ist, 
RE = RE** +... + RE** gilt. 

(3) Jedes Ri ist in R abgeschlossen. 

(4) Fiir jedes & haben je zwei der Mengen Ri und R,» héchstens 
Randpunkte, und zwar nur endlich viele, gemein. 

(5) Jedes Ri** hat mit der Begrenzung eines jeden Ri héchstens 
einen Punkt gemein. 

(6) Jedes Rk hat einen Durchmesser < ; 

Mit b, bezeichnen wir die Anzahl aller Punkte von R, die Randpunkte 


von mindestens einem Ri sind. Sodann setzen wir a,—1-+ 3'b, und 
k=1 


wahlen zur Folge a,,a,, ... eine regulare Kurve K, welche die Eigenschaft 
des Hilfssatzes 2 hat. Wir behaupten, da8 K nicht Teilmenge von 2 sein kann. 

Nehmen wir an, es sei K Teilmenge von R. Dann gibt es ein k, 
derart, da K mindestens zwei Randpunkte eines R** enthilt. Wegen (5) 
kommen dann fiir jedes » unter den Mengen K-Ri**”(n =1,..., ,4+) 
mindestens 2 abgeschlossene Umgebungen von K vor. K kann also fiir 
jedes » durch Tilgung von héchstens &,,, Punkten in mindestens 2¥ 
Komponenten zerlegt werden; speziell fiir » = k, laBt sich K durch Tilgung 
von héchstens b.,, Punkten in 2k, Komponenten zerlegen. Anderseits 


2k 
kann aber K nur durch Tilgung von mindestens ag,,=1-+ 5’ d, > bes, in 
k=1 


mindestens 2k, Komponenten zerlegt werden, worin ein Widerspruch liegt. 
Damit ist der Satz 2 bewiesen. 


(Eingegangen am 27. 3. 1930.) 








Der Zusammenhang zwischen den Darstellungen der 
symmetrischen und der linearen Gruppen. 


Von 


B. L. van der Waerden in Groningen (Niederlande). 


In einer kiirzlich erschienenen Arbeit’) hat Herr Weyl einen neuen 
Beweis gegeben fiir den bekannten Zusammenhang zwischen den irreduziblen 
Dan ‘ellungen der symmetrischen Permutationsgruppe und den irreduziblen 
ganzrationalen Darstellungen der linearen Transformationsgruppe. Man kann 
nun, wie ich hier zeigen werde, den Grundgedanken des Weylschen Beweises 
noch etwas anders fassen und dadurch den Beweis vereinfachen und von 
einigen Hilfsbetrachtungen befreien. 

Die n-aren irreduziblen Tensoren f-ter Stufe (F;,..;,) bilden einen 
linearen Raum i, und mit jeder linearen Transformation des n-dimensio- 
nalen Vektorraumes ist eine lineare Transformation von R verkniipft. Diese 
Tensortransformationen bilden eine Darstellung (4)/ der n-dimensionalen 
linearen Gruppe 4. Es gilt, diese Darstellung in ihre irreduziblen Bestand- 
teile zu zerlegen. 

Die Permutationen s der Indizes i, ...i%, induzieren ebenfalls lineare 
Transformationen des Tensorenraumes Rt, die eine Darstellung D, der sym- 
metrischen Permutationsgruppe =, bilden. Diese Darstellung D, ist 
nach der allgemeinen Darstellungstheorie fiir endliche Gruppen vollstandig 
reduzibel*). 

Zwischen die Gruppen 4 und a schiebt sich nun als Bindeglied die 
von Weyl eingefiihrte Gruppe o der ,,symmetrischen Transformationen“, 


*) H. Weyl, Der Zusammenhang zwischen der symmetrischen und der linearen 
Gruppe, Annals of Math. 80 (1929), S. 499—516. 

*) Vorausgesetzt, daB die Gruppenordnung f! nicht durch die Charakteristil 
des zugrunde gelegten Kérpers teilbar ist. 
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das sind lineare Transformationen im Tensorenraum: 


(1) Hi, ...t¢ =D %, ...t7, by -.-8¢ Fh,... bys 


deren Koeffizienten c sich nicht andern, wenn man auf die Indizes i, ... 4, 
und k,...k, gleichzeitig eine und dieselbe Permutation anwendet. Herr 
Weyl beweist nun, da8 die symmetrischen Transformationen sich linear 
aus den Transformationen der Gruppe (4)/ zusammensetzen. Es sei ge- 
stattet, den ganz einfachen Beweis hier zu wiederholen. Die Transformationen 
der Gruppe (4)/ haben die Gestalt (1) mit 


(2) %... Gin iy™ Diz, * Dig, * + -+* Divey- 


Zu beweisen ist also, daB alle linearen Gleichungen, die fiir die speziellen 
durch (2) gegebenen c gelten, auch fiir beliebige symmetrische c gelten. 
Schreibt man jedes Indexpaar¢k als einen einzigen Index j, so folgt aus 
jeder identisch in den , erfiillten Gleichung 


D My... 4,0), 0j,- +» by = 0 


bekanntlich das Verschwinden der Koeffizienten 5’q;,...,, (Summe iiber 
alle Permutationen der Indizes), und daraus wieder die Gleichung 


2 Vis. +57 Shy «+5, 


fiir alle in den Indizes j symmetrischen Cj,...5,2 Ge d. 


Nun kann man die symmetrischen Transformationen ersichtlich auch 
definieren als solche lineare Transformationen des Tensorenraumes fi, die 
mit allen Indizespermutationen, d.h. mit allen Transformationen von 9, , 
vertauschbar sind. Die mit einer vollreduziblen Darstellung vertauschbaren 
Matrizes sind aber sehr leicht aufzustellen; tut man das, so kommt der 
ganze gesuchte Zusammenhang zwischen den Gruppen D, und o baw. (A)! 
von selbst zum Vorschein. Der Einfachheit halber, und weil es fiir die 
meisten Zwecke geniigt, gebe ich hier den Beweis fiir den Fall des alge- 
braisch-abgeschlossenen Koeffizientenkérpers, doch ist das Ergebnis, wie aus 
einer noch unveréffentlichten Arbeit von Herrn Rabinowitsch folgt, un- 
schwer auf vollreduzible Darstellungen in einem beliebigen Kérper aus- 
zudehnen. 

Wir spalten den Tensorenraum in (absolut)-irreduzible Teilraume 
gegeniiber der Gruppe D,, auf, folgendermaBen: 

Der Teilraum % = (F,,..., F,) erleide die Transformationen A, 

der Teilraum = (Fi,..., F/) erleide aquivalente Transformationen, 
also bei passender Basiswahl dieselben Transformationen A, 

allgemein erleide §” = (F{”, ..., F{”) die Transformationen A, 
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ebenso @” = (G{”,..., GX) die Transformationen B (nicht aquiv. 
A), usw. 
Unter den so erhaltenen Darstellungsmatrizes: 
A 
A 
(1 ‘. 
B 


kommen nach dem Burnsideschen Satz 1*-+ m*+ ... linear-unabhingige 
vor, d. h. unter ihren Linearkombinationen kommen alle Matrizes A, zu- 
sammen mit allen B, usw. vor. Insbesondere kann man wihlen: 


1 


0 
(Transformation e,) A= . » & 


(0), ..., 
0 


0 
1 
(Transformation ¢,) A= 0 ) B=(0),..., 


0 
(Transformation e,) A= i! \ B = (0),... 
‘4 


(Transformation ¢,,,) A=(0), B= 


Die Transformation e, transformiert die F;{” in sith selbst, alle anderen 
Grundtensoren in Null. Also ist jedes e, F (F beliebig) eine Linearkombi- 
nation der Fi”. Der lineare Raum r,—e,R wird also von den Fi” auf- 
gespannt, ebenso r,—e,% von den F;”,...,1,,, von den G,”) usw. Die 
Tensoren des Raumes tr, sind durch die ,,Symmetriebedingung* e, F = F 
charakterisiert; entsprechendes gilt fiir r, usw. 

Soll nun eine lineare Transformation S mit ¢,,¢,,... vertauschbar 
sein, so muB 








- ~ eo: @B 


i ta @@e gape 
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SFP=S8ea FP =o 8FP =S Fg”, 


SFy’=SeF) =q8F = SF qs, 


sein. Weiter gibt es auch Transformationen A, die F\” in Fi” bis FY 
iiberfiihren; sollen auch diese mit S vertauschbar sein, so miissen die 
l Matrizes g,,...,q, eimander gleich sein. Ebenso die m nichsten Matrizes 
usw. Also mu8 die Transformation S die Gestalt haben: 


s FY => F” reed 
se=Ta;"r%”, 


Das ist auch hinreichend, damit S mit allen Matrizes (1) vertauschbar 
ist. Aus der Gestalt der Matrizes S ergibt sich, daB sie die Raume r,—e, R 
invariant lassen und irreduzibel transformieren, und daB diese Transformationen 
fiir die Raume r,,...,t, aquivalent sind, ebenso fiir r,,, bis r,,,, aqui- 
valent, aber inaquivalent zu den erstgenannten usw. 

Damit ist bewiesen: erstens die volle Reduzibilitét des Systems o und 
daher auch der Darstellung (A)'; zweitens die eineindeutige Beziehung 
zwischen den inaquivalenten irreduziblen Bestandteilen der Darstellungen D, 
von a und (4)! von 4; drittens, daB die irreduziblen Teilriume des Tensor- 
raumes gegeniiber o oder (1)’ durch Symmetriebedingungen e, F = F charak- 
terisiert werden kénnen, wo die e, idempotente Symmetrieoperatoren der 
»Gruppenalgebra* von 2a sind; viertens die folgende genaue Beziehung 
zwischen den irreduziblen Teilriumen von (4)/ und D,: Die Basistensoren 
von § lassen sich in Rechtecken anordnen: 


F,, : ee F,, G,, a é... 
Petewutees( « v sites 


deren Zeilen jeweils die aquivalenten irreduziblen Teilriume gegeniiber D,, 
und deren Spalten die aquivalenten irreduziblen Teilraume gegeniiber (A)! 
angeben. Die verschiedenen Rechtecke gehéren zu iniquivalenten Dar- 
stellungen sowohl gegeniiber D, als gegeniiber (2)’. Die Grade der irredu- 
ziblen Bestandteile von D, sind gleich den Anzahlen von Malen, da8 die 
entsprechenden Bestandteile in (4)/ vorkommen, und umgekehrt. 


(Eingegangen am 23. 4. 1980.) 
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1. Ist eine homogene lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung 
vom hyperbolischen Typus 





(L) L(2)= Ze +a +d FZ +er—0 

vorgelegt, deren Koeffizienten a, b, c analytische Funktionen von z und y 
sind, so fiihrt in gewissen speziellen Fallen die sogenannte Laplacesche 
Kaskadenmethode zur vollstaindigen Integration der Differentialgleichung’). 


1) Laplace, Recherches sur le caloul intégral aux différences partielles, Mém. de 
math. et de phys. de l’Ac. des Sciences pour 1773, S. 341 (gedruckt 1777). Wieder- 
abgedruckt in (Euvres complétes publ. par PAc. des So. 9 (1898), 8. 5—68. Siehe ins- 
besondere 8. 22—24 und 8. 28—87. Vgl. auch Darboux, Legons sur la théorie géné- 
rale des surfaces, 2, 2. Aufl. (1918), 8. 28—88. 
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Die Kaskadenmethode besteht in einer Kette von Substitutionen. 
Man setze 

oz 
(1) — 
h= se +abs—c. 
Die Funktion h,, die bei gewissen einfachen Transformationen der Diffe- 
rentialgleichung (ZL) erhalten bleibt, nennen wir nach Darboux eine ,,Laplace- 
sche Invariante“ der Differentialgleichung (ZL). Substituiert man den Aus- 
druck (1) fiir z, in die Differentialgleichung (LZ), so wird (ZL) in die Diffe- 
rentialgleichung 


(2) + bay= hoe 


iibergefiihrt. Ist jetzt h,—0, so ergibt die sukzessive Integration der 
Differentialgleichungen (1) und (2) 


2,=w(y)B(zy), 
(3) 2—A(e9)(o(2) + [ ZE% v(n)éa). 
Hierbei ist zur Abkiirzung 5 





es _founat 
(4) A(zy)=e * , B(zy)=e* 
gesetzt, waihrend y(z) und p(y) willkiirliche Funktionen von z allein 
bzw. von y allein bezeichnen. Fiir den Fall h,—0 liefert mithin der 
Ausdruck (3) das allgemeine Integral der Differentialgleichung (L). 
Ist h,+ 0, so fiihrt die Elimination von z aus den Gleichungen (1) 
und (2) zu einer Differentialgleichung fiir ,? 


(Z,) L,(4)= 2% +a a, 5 +6, 2% ay + ¢,2,=0. 
Hierbei ist 

ah ab @logh, * 
(5) a, =a — 208%, b,=6b, emo — So + be 0 *) 


Nunmehr behandle man die Differentialgleichung L,(z,) = 0 ebenso wie 
vorhin die Differentialgleichung L(z)—0 und setze 


(6) a= Ft +ay, 
aa, 
h, =F +4,b,—¢, 


*) Vgl. Darboux, loc. cit. FuBnote *), 8. 28, Formel (18). 
Mathematische Annalen. 104. 
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wo h, die ,,Laplacesche Invariante“ der Differentialgleichung (Z,) ist. Die 
Substitution von z, in (L,) ergibt 


a 
(7) 52 +b,2,=h, 2. 


Ist A,=0, so ergibt die sukzessive Integration der Differential- 
gleichungen (7) und (6) in Verbindung mit (2) einen Ausdruck fiir das 
allgemeine Integral der Integralgleichung (LZ), der wieder von zwei will- 
- kiirlichen Funktionen g(z) und y(y) abhangt. Ist aber h, +0, so ergibt 
die Elimination von z, aus den beiden Gieichungen (6) und (7) eine 
Differentialgleichung L,(z,) = 0 fiir z,, die vom gleichen Typus wie die 
Differentialgleichungen (LZ) und (L,) ist. Dieses Verfahren setze man so- 
lange als méglich fort; man erhalt so eine Folge von Funktionen z,, eine 
Folge von Differentialgleichungen (L,), denen die Funktionen z, geniigen, 
und endlich eine Folge von Invarianten A,. 

2. Nun sind zwei Fille méglich, je nachdem das Verfahren abbricht 
oder nicht. Im ersten Falle werde man nach n Schritten auf eine Diffe- 
rentialgleichung L,(z,) = 0 gefiihrt, deren Laplacesche Invariante h, = 0 
ist. Substituiert man nunmehr in L, 


(8) = +4,3,= *2Znea? 
so folgt — ebenso wie die ide (2) fiir z, aus (Z) — fiir z,,, die 
einfache Differentialgleichung 

@ ati 

sett + Ae h, 2, — 0, 


und somit ergibt sich 


Zn41— v(y) B, (zy), 
und weiter aus (8) 


24 sen (vie+ [9 v(n)an), 
wenn entsprechend wie in (4) zur Abkiirzung 


aFeseae ~Fonenat 
(9) A,(zy)=e * » B,(zy)=e * 
gesetzt ist, wahrend g(x) und w(y) wieder willkiirliche Funktionen be- 
deuten. Die weiteren Funktionen 
ee ee 
berechne man der Reihe nach aus den Gleichungen 


oe 


—— +6,_ 1 z%, = B,_s 35 (ge) = Ans (y=n,n—1,..., 2, 1), 


{11) 





a 
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und indem man aus (4), (5) und (9) die Beziehungen 


10) A= Atos y= Ayly=Allghys vey Ay=Allghys voy h 
b=ab=...=),, B=B,=...=B, * 


nm—1? 


folgert, erhalt man schlieBlich als allgemeines Integral der Differential- 
gleichung (ZL) den Ausdruck 








v 
ys 1 1 @ Abgh,... hy B(zn) , 
(11) ‘= h, ox h, @x'** Gah Oz B (r(e) + fr aay Vien 
Yo : 


Er hangt auBer von den beiden willkiirlichen Funktionen g(x) und y(y) 
und den Koeffizienten A und B von (LZ) von der Folge Laplacescher 
Invarianten h,, h,,...,h,_, ab. Um die h, zu berechnen, braucht man 
nun nicht erst, wie es nach dem Vorhergehenden scheint, die Laplaceschen 
transformierten Differentialgleichungen (Z,) aufzustellen, sondern es lassen 
sich die h, ohne Vermittlung der Differentialgleichungen (Z,) unmittelbar 
aus geeigneten Rekursionsformeln berechnen (vgl. Formel (95) in § 5). 
Im Falle h,_ ,+0,h,=—0 ist die Differentialgleichung (Z) nach der 
Laplaceschen Kaskadenmethode integrabel, und wir sagen kurz: (L) sei 
vom ,.Laplaceschen Typus“ in bezug auf z.°) 

Verschwindet keine der Invarianten }, identisch, so existiert eine un- 
endliche Folge von Invarianten h,, und entsprechend gehért zu der vor- 
gelegten Differentialgleichung (Z) eine unendliche Folge von Laplaceschen 
Transformationen und von transformierten Differentialgleichungen (L,). 
In diesem Falle fiihrt die Laplacesche Transformationsmethode nicht zur 
Konstruktion des allgemeinen Integrals von (L). 


3. AuBer der Substitution (1) la8t sich auf (LZ) auch die Substitution 


(12) 2,= oe + bz 
anwenden. Bildet man noch eine weitere Laplacesche Invariante 
ab 
k,= ty +ab—c, 


so wird (LZ) durch die Substitution (12) in die Differentialgleichung 





a bz 
(13) a + az_,=kyz 





®) Vgl. Darboux, loc. cit. FuBnote *), 8. 37, Formel (38). 

*) Vgl. Darboux, loc. cit. FuBnote *), 8. 38, Formel (40) und (41). 
' 5) In § 8 (Definition 2) ist die Definition der Differentialgleichung (L) vom 
; Laplaceschen Typus anders formuliert, doch wird der Zusammenhang mit der oben 
: angegebenen Definition durch den schon Laplace bekannten Satz 5, § 3 hergestellt. 
7* 
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iibergefiihrt. Je nachdem ob k,=—0O oder k,+0 ist, ist bereits die 
Gleichung (13) integrierbar, oder aber man erhalt fiir z_, durch Elimina- 
tion von z aus (12) und (13) eine Differentialgleichung (Z_,), zu der 
wieder eine neue Invariante 





k= a +a_,b6_,— 
mn und auf die man die iti 
z — +6_,2, 


anwenden kann. Je nachdem k,=—0 oder +0 ist, bricht das Verfahren 
hier ab oder kann weiter fortgesetzt werden. Wird man auf diese Weise 
nach m Schritten auf eine Invariante k,—0O gefiihrt, so laBt sich das 
allgemeine Integral von (ZL), das von zwei willkiirlichen Funktionen ab- 
hangt, wieder explizit angeben, und zwar erhalt man 


rm. ae a 1 oO Bb,k,...&,, A(éy) 
kit Eh (tn + fre - aay? (6) 48). 


In diesem Fall sagen wir, die Differentialgleichung (L) ist vom Laplace- 
schen Typus in bezug auf y. 

Verschwindet aber keine der Invarianten k, identisch, so erhalt man 
eine unendliche Folge von Invarianten k, und von transformierten Differen- 
tialgleichungen (Z_,); mithin fiihren die Laplaceschen Transformationen (12) 
dann nicht zur Konstruktion des allgemeinen Integrals von (L). 

4. Die Laplacesche Kaskadenmethode liefert in ihrer bisherigen Gestalt 
somit dann und nur dann das allgemeine Integral von (Z), wenn von 
den beiden Folgen von Invarianten h, und k, mindestens die eine abbricht. 
In der vorliegenden Note wird nun eine Abanderung der Kaskadenmethode 
angegeben, durch die es gelingt, das allgemeine Integral von (LZ) auch fiir 
den Fall anzugeben, daB die Folgen der h, und k, beide nicht abbrechen‘). 

Um zu unserem Ziele zu gelangen, gehen wir von folgender Be- 
merkung aus. Wenn (ZL) vom Laplaceschen Typus in bezug auf 2 ist, 
setze man in Formel (11) w(y)=0 und denke sich die m angegebenen 
Differentiationen ausgefiihrt. Man erhilt dann fiir das Integral z eine Dar- 
stellung durch eine endliche Summe 














(14) 2 A(zy) S22) 41 (ey) 2@ 4. 41 (ey) (2), 


*) In der Arbeit des Verf.: Zur Theorie der spharischen Abbildung im Grofen, 
I. Konvexe Flachen mit zwei Nabelpunkten, Math. Zeitschr. 80 (1930), 8. 629—708 
findet sich S. 652—662 bereits ein vollsténdiger Bericht iiber die im folgenden ent- 
wickelte Integrationsmethode, d. h. tiber den Inhalt der §§ 2, 8, 6. 
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deren Glieder nach den Ableitungen der willkiirlichen Funktion g (2) fort- 
schreiten. 
Bezeichnet man mit 
Po(%)> P1(%), -+ +> Y(%), ++ 
eine beliebige unendliche Folge von Funktionen, die nur den Bedingungen 





(15) 4%» , fiir alle »>1 


unterworfen sind, so nimmt die Summe (14) die Gestalt 


(16) z= A(xy) 9o(2) +31,(2y)9,(2) 


an, und es liegt der Gedanke nahe, fiir den Fall, daB die Differential- 
gleichung (Z) zwar analytische Koeffizienten a, b, c hat, aber nicht vom 
Laplaceschen Typus ist, unendliche Summen 


(17) e= 51,(2y)9,(2) 


zu konstruieren, welche fiir jede Folge von Funktionen y,(x), die der Be- 
dingung (15) geniigen, Integrale von (LZ) liefern. 

5. Es erweist sich als vorteilhaft, zunichst auf die Konvergenz der 
Reihe rechter Hand von (17) zu verzichten, und einfach nach Bedingungen 
fiir die Koeffizienten J, zu fragen, damit die Reihe (17) bei formaler 
Differentiation unter Beriicksichtigung von (15) der Differentialgleichung (L) 
geniigt. 

Die formale Rechnung fiihrt auf einfache Rekursionsformeln fiir die 
Koeffizienten J,, die in § 2 Formel (53) dieser Note angegeben sind. Es 
zeigt sich nun aber, daB die Koeffizienten J, durch die Rekursionsformeln (53) 
nicht eindeutig bestimmt sind, sondern vielmehr von einer unendlichen 
Folge willkiirlicher analytischer Funktionen von 2 abhingen. Der eintache 
Zusammenhang zwischen zwei verschiedenen Koeffizientenfolgen /, wird in 
§ 2 Satz 2 angegehen. 

Nunmehr wird das Konvergenzproblem der Reihe (17) in Angriff ge- 
nommen. Die Untersuchung stiitzt sich dabei auf die vorbereitenden Be- 
trachtungen des § 1, wo die Integrale von (Z) in konvergente Reihen 
entwickelt werden, welche nach ganzzahligen positiven Potenzen von ge- 
wissen Parametern fortschreiten. 

Man setze ferner, unter y(2) eine willkiirliche einmal stetig differen- 
tiierbare Funktion verstanden, in der Reihe (17) die Funktionen 


(18) vo(z)=o(2), 9,(2)—] T= o(e)ae = (21). 
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Bei dieser Wahl der Funktionen ¢,(x), die offenbar der Forderung (15) 
geniigen, gelingt es, in Satz 3 § 3 zu jeder Differentialgleichung (L) ein 
konvergentes Integral der Gestalt (17) zu konstruieren; endlich wird in 
Satz 4 $2 ein Kriterium angegeben, das erkennen laBt, ob fiir eine be- 
liebige Folge von Koeffizienten /, die Reihen (17) konvergieren und Inte- 
grale von (L) liefern, wenn man fiir die ~, (x) die Funktionen (18) einsetzt. 

AuBer den Integralen (17) werden in § 2 noch andere Integrale von 
(L) konstruiert, welche sich durch Reihen von der Form 


(19) z= Sit (zy) v,(y) 


darstellen lassen. Hierbei ist — unter y(y) eine willkiirliche Funktion 
verstanden — 








uv 
voly)=v(y)>  vely)= fF indy (BN) 
t 
gesetzt. 


6. Es sei nunmehr eine Differentialgleichung (ZL) vom Laplaceschen 
Typus in bezug auf x vorgelegt. Unter den unendlich vielen Folgen von 
Koeffizienten /,, die sich aus den Rekursionsformeln (53) des § 3 ergeben, 
existiert nach dem Vorhergehenden mindestens eine, die endlich ist, namlich 
die aus der Darstellung (11) fiir z konstruierten Koeffizienten 1, der Ent- 
wicklung (16). Es gibt aber auch andere Koeffizientenfolgen /1,, die nicht 
abbrechen. Ist nun umgekehrt eine Differentialgleichung (Z) und eine ihr 
zugehérige unendliche Folge von Koeffizienten 1, gegeben, so liegt die Frage 
nahe: Wie laBt sich aus dieser Koeffizientenfolge 1, erkennen, ob die zu- 
gehérige Differentialgleichung (Z) vom Laplaceschen Typus in bezug auf x 
ist? Als vollstindige Antwort auf diese Frage erhalt man in § 3 den Satz 6: 
Damit die Folge von Koeffizienten 1, zu einer Differentialgleichung (L) 
vom Laplaceschen Typus in bezug auf x gehdrt, ist notwendig, daB von 
einem gewissen n ab die Koeffizienten |, sich als homogene lineare Ver- 
bindungen der n ersten Koeffizienten darstellen lassen: 


(20) (zy) =D tee) (ey) 


wobei die Koeffizienten x, (x) Funktionen der x allein sind. Es ist bereits 
hinreichend, da die Bedingung (20) fiir ein einziges y>n--1 erfiillt 
ist. Die Differentialgleichung (Z) ist somit dann und nur dann nicht vom 
Laplaceschen Typus in bezug auf x, wenn samtliche Koeffizienten 1, einer 


beliebigen (LZ) zugehérigen Folge im Sinne der Formel (20) linear unab- 
hangig sind. 


ee 
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7. Das durch eine Reihe (17) gelieferte Integral der Differential- 
gleichung (Z) hangt nur von einer willkiirlichen Funktion ab, liefert mithin 
nicht das allgemeine Integral von (L). Dieses laBt sich aber, wie in Satz 7 
§ 4 gezeigt wird, als Summe aus den beiden Reihen (17) und (19) dar- 
stellen. Weiter wird dann in § 4 ein Zusammenhang mit der bekannten 
Riemannschen Integrationsmethode’) aufgewiesen, indem die bei Riemann 
auftretende Greensche Funktion durch Reihen der Form (17) und (19) 
dargestellt wird. 

In Satz 8 § 5 werden einige Beziehungen zwischen den Koeffizienten 1, 
einer beliebigen zu einer Differentialgleichung (LZ) gehérigen Folge und den 
Laplaceschen Invarianten h, abgeleitet*). 

In § 6 endlich wird die in den §§1 bis 3 geschilderte Methode auf 


ein System von Differentialgleichungen und in § 7 auf Integrodifferential- 
gleichungen angewendet. 


8. Zum Schlu8 noch eine allgemeine Bemerkung iiber den Nutzen der 
angegebenen Integrationsmethode. Was die Allgemeinheit ihrer Anwend- 
barkeit betrifft, so kann sie mit andern, z. B. der Riemannschen Integrations- 
methode, nicht konkurrieren, denn bei Riemann sind die Koeffizienten der 
Differentialgleichung als stetige Funktionen, in der vorliegenden Unter- 
suchung aber als a»alytische Funktionen vorausgesetzt. Die Bedeutung der 
Laplaceschen Kaskadenmethode liegt vielmehr in ihrer Anwendbarkeit bei 
geometrischen Fragestellungen. Sind 

2, (xy):2,(zy):2,(ry):2, (zy) 

die homogenen Koordinaten einer Fliche % im rechtwinkligen Koordinaten- 
system und bilden die Parameterlinien z= konst., y= konst. ein System 
konjugierter Kurven auf %, so geniigen die vier Funktionen z,, z,, 2, 2 
einer partiellen Differentialgleichung der Gestalt (ZL). Darboux*) hat nun 
zunichst die Laplacesche Transformation aus Formel (1) geometrisch ge- 
deutet und hat ferner gezeigt, daB die zu % gehérige Differentialgleichung ( L) 
dann und nur dann vom Laplaceschen Typus ist, wenn % gewisse geo- 
metrische Eigenschaften hat. 

Auch bei Untersuchungen des Verfassers*®) iiber die sphirische Ab- 
bildung im groBen von konvexen Flachen scheint wieder die Laplacesche 


*) B. Riemann, ,,Uber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von endlicher Schwin- 
gungsweite“, Werke 2. Aufl., 1892, S. 156—179, s. insbes. 8S. 169—172. 

Vgl. auch Darboux, loc. cit. FuBnote *), 8. 75—81. 

*) In den Rekursionsformeln (53) § 2, die die Koeffizienten J, bestimmen, treten 
die Invarianten h, nicht auf. i 

*) Darboux, loc. cit., FuBnote *), Bd. 2, 8. 11—19. 

10) Ein erster Teil dieser Untersuchungen ist in der in FuB8note *) zitierten Ab- 
handlung des Verf. verdffentlicht. 
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Kaskadenmethode in Verbindung mit den hier auseinandergesetzten Ab- 


anderungen den natiirlichen Zugang zu den dort auftretenden Integrations- 
problemen zu liefern. 


§ 1. 
Vorbereitende Betrachtungen. 

9. Um dem Leser das Verstindnis des Folgenden zu erleichtern, 
schicken wir ein wohl im wesentlichen bekanntes Existenztheorem voraus. 

Satz 1. Die drei Koeffizienten a(xy), b(ay), c(ay) der partiellen 
Differentialgleichung L(z)=0 (vgl. Formel (LZ) der Einleitung) seien in 
jedem Punkte des Bereiches der komplexen Verdnderlichen 
(21) |z7j|SR, |y|SR 
reguladre analytische Funktionen von x und y. 

Es seien ferner F(x; st) und G(y; st) zwet im Bereiche 


(22) lz7isR, l|y|SR, |s|SR, lt]SR 
analytische Funktionen von x; 8,t bzw. y;8,t, welche der Beziehung 
(23) F (8; st) = G(t; st) 


gentigen. Dann existiert ein im Bereiche (22) eindeutig bestimmtes In- 
tegral z(xy; st) der Differentialgleichung L(z)=0, das fiir x=8 und 
y=t den Randbedingungen 
(24) z(sy;st)—=G(y;set), 2(xt; st) = F(z; st) 
geniigt und in jedem Punkte des Bereiches (22) eine analytische Funktion 
seiner vier Verdnderlichen x, y, 8, t ist. 

Beweis. Zur Konstruktion des gesuchten Integrals beniitze man das 
Verfahren der sukzessiven Approximation und bilde nacheinander die 
Funktionen 


2° (xy; st) = F(z; st) + G(y; st) — F(s; st), 


(25) 2+” (zy; et) = -ff(e (En eset (fT) “(Eni ef) +b(ér 2) rk ens) 


+¢(é7) eile ad dé dn. 


Hierbei seien z, y,8,¢ beliebige komplexe Werte des Bereiches (22). Zu- 
nichst tiberzeugt man sich leicht, daG alle diese z™ im Bereiche (22) ana- 
lytische Funktionen ihrer vier Verinderlichen z, y, s,¢ sind; man kann 
daher die Integrationswege in (25) von 8 nach z und von ¢ nach y gerad- 
linig wahlen, d.h. man setze 

z—se=riee%, y—t=—reim 








Cia ie 
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und substituiere in (25) 


E=s+o,e%, y=—t+ o,e**, Wed 
dé = e**do,, dn = e'*do, 0<e,<7,) 


Nunmehr seien M und N zwei passend gewahlte positive Zahlen der- 
art, daB im Bereiche (21) 


la|sM, |b|SM, |e|SmM 
und im Bereiche (22) 


Jo +b + c2°| <N. 


Konstruiert man jetzt eine neue Folge positiver Funktionen mit Hilfe der 
Rekursionsformeln 


u, (1,7) _ J fNdede, ’ 


(26) ward — af St Ft +u,)dedey, 





Uns: (Ts %) = uf f (2 + a + u, ) do,do,, 
00 


so ergeben sich fiir die Funktionen 2 der Formeln (25) und deren Ab- 
leitungen die Abschatzungen 

















|2(eysst)|Su(rm) <Su,(2R,2R), 

2e* <> or, “= (r,, Ts) <Fr2 R,2R), 

(27) ~~ < mt 1%) <F2 R,2R), 
re = = a (rEu%)S or, oe (2R,2R), 











wenn das Wertesystem z,y,8,¢ dem Bereiche (22) angehért, da dort 
|ja—s|<2R, |y—t|<2R ist. Nun liefern aber die Formeln (26) die 
sukzessiven Naherungen fiir die i a ta 

2 
(28) a= MS + 5 +a) +N, 


Or, Of, or, 


und zwar konvergieren erstens die Reihen 


ee © 
ou 0u,, 
“t= > %: = or,’ Or, 7 or, kh Ms - Se oe os 
n=l 


n=l 
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gleichmaBig in jedem endlichen Bereich der r,r,-Ebene und zweitens ist u 


ein Integral der Differentialgleichung (28). Andererseits folgt aus der Ab- 
schitzung (27), daB die Reihen 


A's A — a (m) 
z(xy; st) - > z™ (xy; st), ~ — = 


(29) = si 

a*z 2” 

a3 5-SS oxcy 
a= 


im Bereiche (22) gleichmaBig konvergieren, und somit ist nach einem be- 
kannten Satz von WeierstraB, da die z samtlich analytische Funktionen 
ihrer vier Veranderlichen z, y, s,¢ sind, auch die Funktion z(zy; st) der 
Formel (29) analytisch in 2, y, s, t. 

Zum Schlu8 beweist man leicht in der iiblichen Weise erstens, dab 
die Reihe z aus Formel (29) der Differentialgleichung (Z) geniigt, da8 sie 
zweitens wegen der Feviedetine (23) fiir «=s die Werte G(y; st) und 
fiir yt die Werte F(x; st) annimmt, und da8 drittens das Integral der 
Differentialgleichung (LZ) durch die Randbedingungen (24) eindeutig be- 
stimmt ist. Damit sind alle Behauptungen des Satzes 1 bewiesen. 


10. Es seien A(zy) und B(zy) wieder die Funktionen der For- 
meln (4) aus Abschnitt 1, so daB also 








o 
2 
i 
° 








(30) 1@0A 10B_ 


~ A oy =r Béx 

ist. Offenbar sind im Bereiche (21) A und B iiberall von Null verschieden. 

Nunmehr suchen wir als erste Anwendung des Existenztheorems ein 
Integral 

z= Z(xy; st) 

der Differentialgleichung (Z) zu konstruieren, das den speziellen Rand- 
bedingungen 
(31) Z(sy;st)=A(sy), Z(xt;st) = A(zt) 
geniigt. 

Da nach Satz 1 die Existenz des Integrals Z als eine im Bereiche (22) 
analytische Funktion von z, y, 8, ¢ bereits gesichert ist, so laBt sich Z in 


eine Reihe entwickeln, die nach ganzzahligen Potenzen von zx —s fort- 
schreitet : 





(32) Z (ay; 0t)— >’ 2, (29:1) 2a, 
(38) 2, (2y; 8) —(— 1)" 22H |, a, 


as™ 
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Die Reihe (31) ist, wie man leicht bemerkt, in dem Bereiche 
(34) |e—s|SR-—|zr|, |[z|SR, l|y|/SR, |t|SR 


in allen vier Verainderlichen gleichmaBig konvergent. Andererseits sind auch die 
partiellen Ableitungen nach z und y beliebig hoher Ordnung von Z(zy; st) 
in gleichmaBig konvergente Potenzreihen der Form (32) entwickelbar; die 
Reihe (32) ist daher gliedweise differentiierbar, und man erhilt nach ein- 


facher Rechnung, wenn man fiir die Koeffizienten a und b die Ausdriicke 
aus Formel (30) benutzt, 


L(Z) = 3 (LZ) — 3 9g Suv + pet), 


n=0 n! 
(35) 2 3 (EG +f (2a Bop) o=e)", 


Aus der Forderung L(Z)=0 identisch in s ergeben sich nunmehr fir 
die Koeffizienten Z,(xy;t) die Rekursionsformeln 


(36) £ (Fett) = -— 402 (mn =0,1,2,..., +00). 


Um die Koeffizienten Z, aus diesen Rekursionsformeln zu berechnen, 
beriicksichtige man, da8 nach Formel (31) 
Z (xy; 8t) 
y>t A(xy) 
ist. Hieraus folgt fiir die Funktionen Z,(xy;¢) aus Formel (32) 


—1 


-, Zo(zyst) sn, Sa(zyst) 
(3) HEP, dn 0 (wz. 


AuBerdem ist wegen (33) und (31) 
Z,(xy;t)=Z(xy; xt) = A(zy). 


Mithin fiihren die Formeln (36) in Verbindung mit (37) zu den neuen 
Rekursionsformeln 





L(Z, (20; 
(38) | Z5(zy; #) = A(zy), 2a as(e¥i = —Atoy) [REY a 











durch welche die Koeffizienten Z,(2y;t) eindeutig bestimmt sind. 


Entsprechend konstruiert man das Integral Z*(xy;st), das den 
Randbedingungen 


Z*(sy;st)=—B(sy), Z*(xt;st)=— B(zt) 
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geniigt, indem man 
(39) Z* (xy; st) = > Zi (xy; 0)" 


a=0 


setzt und die Koeffizienten Z; (xy; 8) aus den Rekursionsformeln 





(40) | Zo(zy;#)=B(zy), Zn+i(zy;4) = — B(z 0 fear a 











bestimmt. Die Reihe (39) ist dann im Bereiche 
(41) |t-y|SR—|y|, |z|SR, |y|SR, |s| SR 
gleichmaBig konvergent. 
11. Es sei F(z; st) eine im Bereiche 
|jz|SR*, |s|<R*, |t)<R° (R*< R) 

regulire analytische Funktion. Wegen A(zt)+0 fiir |x| < R, |t)< R, 
148t sich dann die Funktion oa +. 

|je—2|<SR°—|2|, |z|<R*, |t|<R* 


gleichmaBig konvergente Reihe entwickeln, welche nach ganzzahligen Po- 
tenzen von s — x fortschreitet, und zwar setze man 


(42) F(x; et) = A(t) Dy (w; 4) E—eF" ) 
Hierbei ist 





in eine im Bereiche 








z. 


_ (—1)* 0* F(a; st) 
f,, (a; t) A(zat) aa*™ |s= 


Nunmehr konstruiere man ein Integral u(xy;et) der Differential- 
gleichung (LZ), das den Randbedingungen 
(43) u(xt;st)—F(z;st), u(sy; st)=f,(8;t) A(sy) 
geniigt. Hierbei ist die Bedingung (23) von Satz 1 wegen 
iti: u(et; st) = F(8; st) = f,(8;t) A(st) 
Das Integral u(xy; st) laBt sich nach Satz 1 in eine Potenzreihe 


(44) u (zy; st) = Su, (ey; yo 


entwickeln, welche im Bereiche 


|Je—2|<SR*—|z|, |z|SR*, |yl|sR, |t|<gR* 
gleichmaBig konvergiert. 
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Ebenso wie in Abschnitt 10, Formel (35), ergibt sich 


(45) =(*) -¥ (P43 aern) jon 


Beriicksichtigt man die Randbedingungen (43) und die Entwicklungen 
(42) und (44), so folgt 


‘ u(zy; st) ic F(z; 8t) @ (2-2) 
lim A(zy) - at Slims, (xy; t) = A(z) = 2) fl2s) Se 
und somit 


(46) lim “sf 44S) — 1, (2; t). 


AuBerdem ist wegen (44) und (43) 
Uy (zy; t) = u(y; rt) =f,(x;t) A(zy). 


Setzt man nunmehr die Koeffizienten der Reihe (45) gleich Null, so 
erhalt man wegen (46) die Rekursionsformeln 











ty (wy; t) = f(x; t) A(zy), 
47 ; 
| tass(29it) = Ae9) (fysa(2 8) — feicyerea ’) 
durch welche die Koeffizienten u,(2y;t) der Potenzreihe (44) eindeutig 
bestimmt sind. 
Entsprechend konstruiert man das Integral u*(2y; st) der Differen- 
tialgleichung (LZ), das den Randbedingungen 


u*(xt;st)=g,(t;s)B(xt), u*(sy;st)—G(y; st) 
geniigt. Hierbei sei G(y; st) in eine im Bereiche 
ly—t)<R*—|y|, |yl|SR" |e|gR* (R*SR) 
gleichmaBig konvergente Potenzreihe 


G(y; st) = B(sy) ( So jose) 


entwickelbar. Man erhalt fiir das Integral u* eine im Bereiche 


ly—#|SR*—ly|, |z|SR, |y|SR*, |e|<R* 
gleichmaBig konvergente Potenzreihe 


u* (ay; et) = Suz (2y; 2) %2 


n=0 
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deren Koeffizienten u,* durch die Rekursionsformeln 
ug (xy; 8) =9,(y; 8) B(zy), 


48 * an 
(48) uis(295 0) = Bl2y)(dues(yse) — [J HORE”) as 


eindeutig bestimmt sind. 


§ 2. 
Laplacesche Koeffizientenfolgen. 


12. Definition 1. Hine unendliche Folge von Funktionen 
1, (zy), (xy), 1, (vy), --- 
nennen wir eine ,,Laplacesche Koeffizientenfolge“ der Differentialgleichung 
(L) in bezug auf x, wenn die Reithe 
(49) 2 ~ $1,(2y) %(2) ") 


bet formaler, d. h. gliedweiser Differentiation die Differentialgleichung 
L(z)=0 befriedigt fiir jede beliebige Folge von Funktionen ¢, (zx), 
welche der Bedingung 


(50) Stuer) _ » (2) fiir alle n>0 


gentigen. Die Funktionen 1, (xy) werden wir auch kurz Koeffizienten der 


Laplacefolge nennen. 
Eine unendliche Folge von Funktionen 


Is (zy), Li(xy), (ay), -.- 
heiBt eine Laplacesche Koeffizientenfolge der Differentialgleichung (L) in 
bezug auf y, wenn die Rethe 
(51) 2*~ Sls (zy) va(y) 
bei formaler Differentiation die Differentialgleichung L(=*)=0 befriedigt 
fiir jede beliebige Folge von Funktionen w,(y), welche der Bedingung 
(52) fnasY) — y (y) fiir alle n>0 
gentigen. 


Aus der Definition lassen sich fiir die Funktionen |,(zy) der Laplace- 
folge leicht Rekursionsformeln herleiten. Die formale Differentiation der 


41) Die Reihe = ist als formale Reihe aufzufassen, d. h. sie ist gebildet ohne 
Riicksicht auf Konvergenz oder Divergenz. 





(53) || 


a 
u 


—- +4. OO D@ 








(53) 


(54) 
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Reihe = ergibt nimlich mit Riicksicht auf die Bedingung (50) 


L(2) ~ ($e — 7 9a) Se + (LC) + - 5 hs) 0: 


n=0 


und man erhalt, wenn man in dieser Reihe die Koeffizienten von 9, 
gleich Null setzt: 


oder aber 





(zy) =h(2)Aley), heas(@¥) =Al29) (fy sa(2) -f Auten gn) 











wobei die f, (2) willkiirliche analytische Funktionen von x allein bedeuten. 

Man erkennt aus (53) unmittelbar, daB die Koeffizienten einer Laplace- 
folge in bezug auf x keineswegs eindeutig bestimmt sind, da8 sie vielmehr 
von einer Folge willkiirlicher analytischer Funktionen 


f(x), f, (x), fy (x), oes 


abhaingen. Ferner bemerkt man, daB die Rekursionsformeln (53) fiir die 
L (zy) mit den Formeln (47) fiir die Koeffizienten u,(2y;t) itiberein- 
stimmen, wenn man in (47) f,,,(;¢) durch f,,,(x) ersetzt. Wie sich 
spaiter zeigt, ist es vorteilhaft, die Funktion f,(2) immer so zu wahlen, 
daB sie in dem betrachteten Bereich nirgends verschwindet. Dies werde 
in folgendem ein fiir allemal vorausgesetzt. Setzt man speziell in (53) 


fy(z)=1, f,(z)=f(e)=...=0, 
so wird wegen (38) 
L, (zy) = Z, (xy; t). 

Die Koeffizienten Z,(xy;t) bzw. u,(ay;#) der Entwicklungen (32) bzw. 
(44) aus § 1 ergeben sich somit als Koeffizienten einer Laplacefolge in 
bezug auf z. 

Als Gegenstiick zu den Formeln (53) erhalt man fiir die Koeffizienten 
LX (ay) einer Laplacefolge in bezug auf y die Rekursionsformeln 








IS (2) = 99(2)B (29), ts(ev) = B (eo) (enealo) — f 29he2aR) 








wobei die g,(y) willkiirliche analytische Funktionen bedeuten. Die Re- 
kursionsformeln (54) fiir die 1,, stimmen mit den Formeln (48) fiir die 
u*(xy;s8) iiberein. Endlich liefern die Koeffizienten Zy(xy;s) der Ent- 
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wicklung (39) den Spezialfall einer Laplacefolge in bezug auf y, auf den 
man gefiihrt wird, wenn man 
g(y)=1, 93(¥)—9(y)=—---=0 
wahlt. 

13. Nachdem wir bemerkt haben, da8 die Folge Laplacescher Koeffi- 
zienten nicht eindeutig bestimmt ist, wollen wir jetzt untersuchen, wie eine 
beliebige Laplacefolge 1,(zy) der Formeln (53) mit den Koeffizienten 
' Z,(ay;t) zusammenhingt, oder allgemeiner formuliert, welche Relationen 
zwischen den Koeffizienten 1,(zy) und 1,(zy) von zwei verschiedenen 
Laplacefolgen in bezug auf z bestehen. Wir behaupten namlich 

Satz 2. He seien 


L,(zy), 1, (zy), .-., L.(vy), ... einersette 


Iy(zy), li(ay), ..., (vy), ... andrerseits 


zwei Laplacesche Koeffizientenfolgen in bezug auf x. Dann lassen sich 
zu jedem l,(zy) n-+-1 analytische Funktionen f,,(x) (vy =0,1,...,n) 
von x allein bestimmen, derart, daB 


(55) k(2y) = 3 fue(2) I (zy) 
wird. Die Formel (55) schreiben wir abkiirzend 
| a eee LJ.» 
um anzudeuten, daB 1, gleich einer homogenen linearen Verbindung der 
n-+-1 Funktionen l,, l,, ..., 1, tat, deren Koeffizienten von x allein ab- 
hangen. 
Es seien ferner 

is (zy), U(xy), ..., (ay), ..- 

I’ (xy), Hi’ (zy), ..., In’ (zy), --. 
zwei Laplacesche Koeffizientenfolgen in bezug auf y. Dann lassen sich 
zu jedem Ix'(xy) n+1 analytische Funktionen g,,(y) (y=0,1,..., ) 
von y allein bestimmen, derart, daB 
(56) te'(2y) = S0n.(y) (ey), 
oder abkiirzend geschrieben: 

i’ = (&, Wf, .... be]. 


Beweis. Wir beweisen zunichst durch vollstindige Induktion die 
Formel ’ 


(57) I, ax (os Zar ooe1 Zales 


(61) 











(oe er en 


ee a ee * 





(61) 





Laplacesche Kaskadenmethode. 112 


wobei wieder unter Z, die durch die Rekursionsformel (38) bestimmten 
Funktionen zu verstehen sind. 

Die Formel (57) ist wegen (53) fiir n = 0 sicher richtig; wir zeigen, 
daB sie auch fiir n+1 gilt unter der Annahme, daB sie fiir n bereits 
bewiesen ist. Es sei somit ctwa 


(58) L, (xy) =F eq,(2)2,(2y; t). 
Dann ist nach (53) 
(9) hanlen) Ae (taale)— J SEGA). 


Nun ist aber mit Riicksicht auf (58) 


L(,) =>) Pay L (Z,) + “ee (SS — 247), 











& z \ by A éy 
(60) . 
L(1,) inlet a (Fe) Aen a@/Z, 
ae oo Ps + dz ay (a ): 


Andererseits ist wegen (36) und (38) 


BG) HG)-- G2 eres, 


Mithin ergibt sich aus (60), wenn man noch 9, ,,,— 0 setzt, 


v=0 








und man erhalt schlieBlich fiir (59) die Formel 
‘ d%,4+:\ ( L(Z, 
bees(29) =A (09) (feos) (Pan 222 )f (Fete) a) 
= t 
. IP x, v+s 
= fuss Zot (Pune — FE) Zeus wegen (38) 


v=0 


= So nss,o(#) 2 (2954), 








wobei 


{ nss0(®) —fasa(®)> Pnsae(#) = Pxe1(2) Pe) (» =1,2,... 


| Pn+s,n+2(#) = Pajn(®) = +++ = Po0(2) = fol) 
gesetzt ist. Damit ist die Behauptung (57) bewiesen. 
Die Beziehungen (61) zeigen gleichzeitig, wie die Funktionen y,, der 
Formel (58) durch Rekursionen gebildet werden, wenn die /, (2) gegeben 
Mathematische Annalen. 104. 


n), 
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sind. Es sind z. B. 


Poo = fo» 
Poh» uh: 
df, 
Pro = fa» u=—fi— Gq Pea = fo» 
df, d*f, af, 





Vso = fe; 1—-h—- Gta, Ps = f,— 277) Pos = fy usw. 


_ Die Matrix der y,, ist somit durch die unendliche Folge der Funktionen 
f(z), f,(@), .-. eimdeutig bestimmt. Da die Funktionen f(x) samtlich 
analytisch vorausgesetzt wurden, so sind auch die Funktionen ,, analyti- 
sche Funktionen von z. 

Die Gleichungen (58) lassen sich nun aber leicht sukzessive nach den 
Z, auflésen, denn es war ¢, ,,(2)=f,(x) tiberall von Null verschieden 
gewahlt worden; man erhilt somit 


(62) Z,(2y) = 3 ®,,(2)1,(2Y) = [lor bys -o-» bale 
Andererseits folgt aus (58) auch 
(68) t= 3 gar #) Zs (@y) = [Zor Zar -oo» Daler 


oder aber, indem man wegen (62) 


Z,=([I,, t,,---» 4), 
in (63) einsetzt, 


& = 3 far(2) l,(xy) me [t, l,, adie, LJ.» 


und damit ist die Behauptung (55) bewiesen. 

Ebenso beweist man die Behauptung (56), indem man nur an Stelle der 
Z, die Z,* aus Formel (40) benutzt. Damit ist der Satz 2 vollstandig bewiesen. 

14. Wir gehen dazu iiber, durch geeignete Spezialisierung fiir die 
Funktionen f,(~2) und die Koeffizienten 1,(xy) gleichmaSig konvergente 
Reihen = bzw. =* der Gestalt (49) bzw. (51) zu konstruieren, die gleich- 
zeitig Integrale der Differentialgleichung (L) liefern. Es seien p(x) und 
w(y) zwei beliebige im Intervall -R<iax<R baw. —Rey<R de- 
finierte, mindestens einmal stetig differentiierbare Funktionen (die also nicht 
mehr analytisch sein miissen). Setzt man 


(64) @(a38)—o(2), oq(2s8)— |" o(e)ae (nD), 





y 





(65) ve(vit)—v(y), va(vi?)—|%=2 (may (m1), 


rf 
tz 
kw 
fi 











IESE 
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so ist 


dq, (2; dy, (y;t 

Soni) 4 (238), Seats!) = Yn_1(Y5 t), 
d. h. die Funktionen y, (z; 8) (bzw. y, (y;t)) geniigen den Bedingungen (50) 
(bzw. (52)). Man bemerkt dann leicht, indem man auf die Reihen (32) 
bzw. (39) aus Abschnitt 10, § 1 zuriickgeht, daB auch die Reihen 


(66) 2, (xy; 8t) = 52, (29; t) (258), 
(67) a (2y5 6t) = SZ0(2y; 8) vq(yst) 


in dem Bereiche (34) bzw. (41) gleichmaBig konvergieren und beide Inte- 
grale der Differentialgleichung (Z) sind. 
Beriicksichtigt man auBerdem noch die Beziehung 


(68) limz,(xy;8t)= (8) A(ey), limz, (xy; st) = p(x) A(zt), 
(69) limz, (xy; st)=y(y)B(sy), lima, (xy; st) = y(t) B(xt), 


so zeigt sich, daB z,(xy;st) fir yt (bzw. z,(xy; st) fiir =e) be- 
liebig vorgeschriebene Werte annehmen, indem man die Funktionen ¢(z) 
(bzw. y(y)) passend wahit. Da endlich ein Integral der Differential- 
gleichung (LZ) durch seine Werte fiir x= s und y=? eindeutig bestimmt 
ist, so folgt der 


Satz 3. Jedes Integral der Differentialgleichung L(z)=0, das fiir 
x =8 die Werte const A(sy) annimmt, laBt sich in eine gleichmafig kon- 
vergente Rethe der Form (66) entwickeln, deren Koeffizienten eine Laplace- 
folge in bezug auf x bilden. 

Jedes Integral der Differentialgleichung L(z)=90, das fiir y=t die 
Werte const B(xt) annimmt, laBt sich in eine gleichmafig konvergente 
Rethe der Form (67) entwickeln, deren Koeffizienten eine Laplacefolge in 
bezug auf y bilden. 

In § 4 wird gezeigt werden, daB sich jedes Integral von z, sogar in 
mehrfacher Weise, als Summe z=z,-+ 2, darstellen laBt, wo z, und z, 
wieder die Reihen der Formeln (66) und (67) bedeuten. 


15. Bilden wir nunmehr mit den allgemeiaen Koeffizienten 1, (xy) 
baw. I(x y) der Formeln (53) bzw. (54) die Reihen 


(70) 2 ~S1,(eY) Pn (2s 4), 2*~ Sle (ey) va(yst) 


unter ~,(z;s8) baw. y,(y,t) die Funktionen (64) bzw. (65) verstanden, 

so kénnen wir fragen: Welches sind die hinreichenden und notwendigen 

Bedingungen, damit die Reihen S bzw. >* fiir jede Funktion p(x) bzw. 

y(y) in einem hinreichend kleinen Bereich gleichmaSig konvergent sind. 
&* 








116 H. Hamburger. 
Um zunichst eine notwendige Bedingung m finden, gehen wir in = 
zur Grenze y—+t iiber. Dann ergibt sich wegen (53) und (64) 


lim 3 ~ A (#1) (6 (2) @(2) +5 faa 2) fee =") 9 (e)a8. 
Wahit man speziell p(z)—1, so wird 
lim 2 ~ A(z( Sp, (2) Si . 


n=0 


Man bemerkt mithin, dab, wenn 2 fiir y=? konvergiert, die Reihe 





(71) F(x; st) = A(zxt) S hl2 aoe") 


notwendig in einem hinreichend kleinen Bereich gleichmaBig k nvergiert. 

Umgekehrt ist aber diese Bedingung fiir die Konvergenz von = auch 
hinreichend. Denn bildet man wie in Abschnitt 11 § 1 das Integral u(x y; st) 
von (ZL), das durch die Randbedingungen (43) bestimmt ist, und setzt 
man F(z; st) gleich der Reihe (71), so wird wegen (47) und (53) 

u, (zy; t) =I, (zy), 

und es ergibt sich fiir das Integral die in einem hinreichend kleinen Gebiet 
gleichmaBig konvergente Reihe 


(72) sion et= St (wy) F—", 


n=0 


Hieraus folgt aber unmittelbar, daB auch die Reihe 
Ze ¥] g) ani s] (z—§)* d 
3 (xy) 99(2i 8) = b(ey) 92) +51,.,(29) { SP" (eae 


in demselben Bereich wie die Reihe (72) gleichmaBig konvergiert. Man 
bemerkt auch leicht, da8 dann = ein Integral der Differentialgleichung (Z) ist. 

Indem man die gleiche Uberlegung beziiglich der Reihe >* anstellt, 
wird man zu dem Satz gefiihrt: 


Satz 4. Hinreichend und notwendig, daB die Rethen 
T= Si (zy)yq(250) dew. 2*— FM (zy) yn(yit) 


in einem geniigend kleinen Bereich gleichmafig konvergieren, ist, dag 


die Reihen 
D> te(z)S= bow. “Dg, (y) P= 





n=0 n=0 








— oa. Ga ~~. 
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in einem hinreichend kleinen Bereich gleichmafig konvergent sind. Hierbet 
sind unter f(x) baw. g,(y) die analytischen Funktionen zu verstehen, die 
in den Rekurstonsformeln (53) bzw. (54) bei der Bildung der Koeffizienten 
l,(xy) bew. If (xy) auftreten. Endlich sind die durch die Reihen = bew. 
=* dargestellten Funktionen Integrale der Differentialgleichung (L). 

Ebenso wie in Satz 3 lat sich leicht zeigen, daB sich auch durch 
die Reihen S (bzw. =*) der Formel (70) jedes Integral von (L) darstellen 
1aBt, das fir r=—s die Werte const A(sy) (bzw. fir y=? die Werte 
const B(xt)) annimmt. Doch soll hier nicht naher darauf eingegangen 
werden, da es fiir das Folgende nicht von Wichtigkeit ist. 


§ 3. 
Differentialgleichungen vom Laplaceschen Typus. 


16. Definition 2. Wir nennen die Differentialgleichung (L) vom 
»Laplaceschen Typus“ in bezug auf x, wenn unter den unendlich vielen 
Laplaceschen Koeffizientenfolgen 1,(xy) mindestens eine endliche Folge 


(73) U(zy), i(ay), .... i (ey), (ss(ey) =hya(ey) =--- = 0) 
existiert. 

Die Differentialgleichung (L) heiBt vom ,,Laplaceschen Typus“ in 
bezug auf y, wenn unter den unendlich vielen Laplaceschen Koeffizienten- 
folgen 1" (xy) mindestens eine endliche Folge 


iS (ay), L(xy), -.+5 bn(ey)s (Inss(ey) = tnse(2y) =... = 0) 
existiert. 

Der Zusammenhang dieser Definition mit den Ausfiihrungen aus den 
Abschnitten 2 und 3 der Einleitung erhellt aus 

Satz 56. Dann und nur dann, wenn die Differentialgleichung (L) 
in bezug auf x oder in bezug auf y vom ,,Laplaceschen Typus“ ist, fiihrt 
die Laplacesche Kaskadenmethode nach einer endlichen Anzahl von La- 
placeschen Transformationen zur expliziten Integration der Differential- 
gleichung (L). 

Diesen Satz hat bereits Laplace**) formuliert und bewiesen. 

17. Wenn eine beliebige Folge von Laplaceschen Koeffizienten /, (zy) 
gegeben ist, so liegt die Frage nahe: Wie kann man aus der vorgelegten 
Koeffizientenfolge 1, (zy) erkennen, ob die zugehérige Differentialgleichung (LZ) 
in bezug auf x vom ,,Laplaceschen Typus“ ist oder nicht. Eine vollstandige 
Antwort auf diese Frage gibt 


18) Laplace, loc. cit. FuBnote *), 8. 28—35, vgl. auch Darboux, loc. cit. FuBnote *), 
Bd. 2, § 334, 8S. 34—385. 
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Satz 6. Es sei eine Differentialgleichung (L) und eine zugehdrige 
Laplacesche Koeffizientenfolge |,(xy) vorgelegt. Ist dann die Differential- 
gleichung (L) vom Laplaceschen Typus in bezug auf x, so sind notwendig 
nur endlich viele von den Koeffizienten l|(xy) in einem gewissen Sinne 
linear unabhdngig; d. h. prazis formuliert: unter den l,(xy) existieren 


genau n-+1 Funktionen |,(xy), l,(xy), ..., l,(ay), derart, daB fiir 
jedes » die Beziehung 

(74) Keethy, hy «20; 

gilt. 


Andererseits ist eine hinreichende Bedingung fiir den Laplaceschen 
Typus, da fiir einen einzigen Index r die Bedingung 


(75) Lega = [los bs es be 
besteht. 

Der Beweis dieses Satzes wird unten in Abschnitt 18 durchgefiihrt 
werden. Aus Satz 6 folgt unmittelbar, wenn man in der Differential- 
gleichung (ZL) die Rolle von z und y vertauscht: 


Satz 6a. Ist eine Folge von Laplaceschen Koeffizienten 1} (xy) vor- 
gelegt, so existieren notwendig, damit die zugehdorige Differentialgleichung ( L) 
vom Laplaceschen Typus in bezug auf y ist, m-+-1 Koeffizienten ly (xy), 
IS (azy), ..., Ua(xy), derart, dap fiir jedes u 
| P=(8,i,..., 2) 
rst. 

Andererseiits ist eine hinreichende Bedingung fiir den Laplaceschen 
Typus in bezug auf y, daB fiir ein einziges r die Beziehung 

boi=(b, i, .... bly 
besteht. 

18. Beweis von Satz 6. Wir beweisen zunichst, daB die Beziehungen 
(74) notwendig erfiillt sind, wenn die vorgelegte Differentialgleichung (L) 
vom Laplaceschen Typus ist. Fiir 0<»<n ist die Behauptung trivial 
und immer von selbst erfiillt. 

Um (74) auch fiir alle »>n-+1 m _ beweisen, mégen wieder die 
Funktionen /, (xy) aus Formel (73) die endliche Koeffizientenfolge liefern, 
die zur Differentialgleichung (ZL) vom Laplaceschen Typus gehért. 

Dann ist nach Satz 2 fiir jedes » >n +1 


(76) L=({i,,i,....4),=(h, t,..., iL, 


da fiir y >n-+1 nach Formel (73) /,=0 ist. Andererseits ist aber nach 
Satz 2 auch 


L=(l,1,,.--.%], fir OSx<n. 











op 


~~ oe —™ «be 
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Setzt man diesen Ausdruck fiir die Koeffizienten i, in Formel (76) ein, 
so ergibt sich 

Fd hk ee 
womit der erste Teil von Satz 6 bewiesen ist. 

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, formen wir zunachst 
die in (75) formulierte hinreichende Bedingung um, indem wir den spe- 
ziellen Fall von Laplaceschen Koeffizienten Z,(xy;t) aus Formel (38)'*) 
heranziehen. Nach Satz 2 ist 


Z44= (U,, l, Se Ls).- 
Hieraus folgt aber wegen der Voraussetzung (75) 
(77) Z,41= (hor bys --+s Les 
und da nach Satz 2 auch umgekehrt 
(78) U=([2Z 5, Z,, --+» Des 


so ergibt sich, wenn man (78) in (77) einsetazt, 
Z,41=[Z 4, +++» Ze 
oder, ausfiihrlicher geschrieben, 


(79) 2, .1(2Y5 be) = 3 142) Zy(2Yi by), 


wobei die z,(z) wohlbestimmte analytische Funktionen sind. Da nach 
Formel (38) 
Z,(2to3 to) = Al(xt,), Z,(xt3t,)=—0 fiir alle »>1, 

so folgt aus (79), indem man in (79) y =¢, setzt, 
(80) to(2)A(zt,J=0, (2) =0. 

Sind jetzt andererseits die i (2 y) Koeffizienten einer weiteren Laplace- 
folge, so wird 

i (zy) = 2 Pon(2) S, (ay; ty), 


wobei die Funktionen y, (2) durch die Rekursionsformeln (61) mit den 
Funktionen 





f(x) = ze4) (vgl. Formel (53)) 


zusammenhangen. Wir suchen nunmehr die Funktionen f,(x) fiir 9 = 0, 
1,..., 7-+1 so zu bestimmen, daB 


(81) Praises l, Pr+1,¢— — %_(*) (9SeSr) 


18) Die Abhangigkeit der Z, vom Parameter ¢ ist hier ohne Bedeutung, man 
denke sich daher fir ¢ eine feste Zahl ¢ = ¢, gew&hlt. 
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wird, unter z,(2) die Funktionen aus Formel (79) verstanden; denn dann ist 
(82) ya(@u) = 2,41 (205 fe) — B24 (2) 2, (295 te) = 


wegen (79). Zu diesem Zweck konstruiere man zunichst die Funktionen 
?,.(%) fir OS eSr, OS *S oe, indem man aus (61) die Formeln 





dy . 
Pee = Pr+1,rtiml, Pon = Posi, oa? ; = (0S*Se-}) 


herleitet. Hiernach lassen sich nacheinander die Funktionen 








SFiue=t we 
Prr =1, PY, r-1— = 9, +1, er —Ter Pr rs = 9,41, r- eer oe : 
dx, oy 
- —~Ie-1— Ge? * >> Po= Fr+1, +4 i, 
?,-1,r-1—= 1 Fret, one Vee~a Ee Prii,r-s > ees Pr-1,0> °°: 
(83) |. ey ee ae ee eee eee a a eS 
° = és 
a1, Par = Pas = +++ = Prater = — he Pro= Par + “28 7 =a" a 
=1, Po= Pn = — 2, 
front 





berechnen. Jetzt setze man 


fy (2) = Poo= 1, f, (%) = %10(@) = — 2, (2), fo(Z) = Pro (2), «++» F(Z) = %,0 (2) 
f+1(®) = P,41,0(%) = — %o(Z) = 0, wegen (80), f,,,(7)=0 fiir gol 


und konstruiere mit diesen Funktionen f,(2) vermittels der Rekursions- 
formeln (53) die Koeffizienten /, (xy). Dann ergibt sich 


a @ 
(zy) = Z(2yit)—A(zy), |,(x¥) = 29, (2) Z, (245 by) 
(e=1,2,...,7,r+1), 

unter den y,,(z) die in den Formeln (81) und (83) konstruierten Funk- 
tionen verstanden, die ja wegen (83) den die y,, eindeutig bestimmenden 
Rekursionsformeln (61) geniigen. 

Aus (81) und (82) ergibt sich nun uber /,,, 0, und wegen /,,,=0 
fiir alle g>1 folgt weiter /, 0 fiir alle 9>1. Damit ist gezeigt, dab 
die Bedingung (75) fiir die Existenz einer endlichen Laplacefolge 


i, (zy) = A(zy), (zy), .... bey), b.=h,,. =...=0 
hinreichend ist, und somit ist auch der zweite Teil von Satz 6 bewiesen. 


EPI. PEE? Oe 
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§ 4. 
Die Kaskadenmethode und die Riemannsche Integrationsmethode. 
19. Da das Integral z der Difierentia!gleichung (Z) durch seine Werte 
fir —s und y=? eindeutig bestimmt ist, so erhilt man jedes Integral 
der Differentialgleichung (Z), indem man seine Werte fiir z—s und y=? 
willkiirlich vorschreibt. Es sei somit etwa 


(84) a(zt)=f(z), 2(sy)=g(y), 
wobei der den Funktionen f und g gemeinsame Wert 
(85) 2(st)=f(e)=g(t)=¢ 


gesetzt werde. Hierbei seien f(z) und g(y) nicht mehr notwendig ana- 
lytische Funktionen, sondern es geniigt, f(z) und g(y) beide einmal stetig 
differentiierbar vorauszusetzen. 
Es gelingt nunmehr leicht, das Integral z(zy) in der Form 

(86) z(ay) = 2,(xzy; et) +2, (zy; st) 
darzustellen, wobei wir mit z, und z, die Reihen (66) und (67) des Ab- 
schnittes 14 aus § 2 bezeichnen. Man substituiere nimlich in den Funk- 
tionen y,(z;8) und y,(y;¢) aus den Formeln (64) und (65), welche in 
den Reihen z, und z, auftreten, fiir p(z) und w(y) die Funktionen 

— Si) B(zt) 
pe = A(et) ~’* Beet) Aled)’ 

— 9(y) A(sy) 

¥(¥) = Bley) — °— 1) 8 ace) BGG)” 

unter ¢ die Konstante aus Formel (85) und unter y eine willkiirlich ge- 
wahite Konstante verstanden. Dann ergibt sich mit Riicksicht auf (85) 





(87) 





o()—A-rgin, vil—rgty 
und ferner, indem man die Formeln (68) und (69) aus § 2 heranzieht, 


z(xt) =2,(xt; et) +2,(2t; st) — p(x) A(zt)+ p(t) B(zt) =f(z), 

2(8y) =2,(sy; st) + 2, (sy; st) =~(s) A(sy) + v(y) B(sy) =9(y). 
Die Funktion z der Formel (86) geniigt somit der Differentialgleichung (L) 
und befriedigt die vorgeschriebenen Randbedingungen (84). 

Damit ist bewiesen: 

Satz 7. Jedes beliebige Integral der Differentialgleichung (L) lapt 
sich in Form einer Summe z=2z,-+ 2, darstellen, wobei z, (bzw. z,) 
Reihen bedeuten, welche nach Koeffizienten von Laplacefolgen in bezug 
auf x (bew. in bezug auf y) fortschreiten. 
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20. Die Darstellung (86) fiir z ist aber nicht eindeutig bestimmt, da 
nach Formel (87) die Funktionen g(x) und w(y) von einer willkiirlichen 
Konstanten y abhingen. Setzt man die Funktionen m und y der For- 
mel (87) in die Reihen (66) und (67) fiir z, und z, ein, so bemerkt man, 
daB ebenso wie g und y auch z, und z, — und damit auch z — linear 
von y abhangen. Schreibt man fiir diese Linearform von y 


z(xy) = u(zry; st)+ yv(ry; st), 
so erhalt man nach einfacher Rechnung 

















: at B(xt) A(zy) 1 Zuxs (ZY; t) C5)" B(&t) 
() —¢f Biss Bon +2 —~ Bon) a dé 








A(st) : a B(en) 


- y 
A(sy) B(xy) Znsi(zys8) ( (y—n)" A(sn) 
~ B(sy) A(st) ae ee d 


Da z(xy) aber von y unabhiangig ist, so ist notwendig 
v(zy;st)=0, 
d. h. aber es ergibt sich wegen (88) die bemerkenswerte Identitat 














. B(xt) A(zy) <1 Zn yx (24; t) F (2 — 8)" B(ét) 
(89) Zet) Bot) +2 Biat) nl Alen) 4 











_ A(sy) B(zy) Say [aan geen ay, 
™ B(sy) A(st) = A(st) ! Bien) 

Wir bezeichnen die Funktion, welche durch jede der beiden Seiten der 
Identitét (89) dargestellt wird, mit p(zy;st), dann geniigt p beziiglich 
des ersten Paares von Verinderlichen zy der Differentialgleichung (Z) und 
den Randbedingungen 
(90) p(xtzst)— Zia, p(sysst) — Gee. 

21. Mit Hilfe der Funktion p(2zy;st), die durch die Randbedin- 
gungen (90) eindeutig bestimmt ist, konstruiert Riemann das Integral z 
der Differentialgleichung (LZ), welches den Randbedingungen (84) mit der 
Zusatzbedingung (85) geniigt; und zwar ergibt sich nach Riemann 











(91) 2(2y) =¢p(zy; et) + j p(zy; ot) (20) __h- 2Bo) 44) do 


d 1 A , 
4 f everson (S42 — gh AC" a(n) a9 








4) Vgl. FuBnote ”), loc. cit. 8S. 172 ie Darboux, FuBnote *), loc. cit. 8. 80, 
Formel (16). Riemann benutzt allerdings an Stelle der Funktion p(zy;st) eine 
(Fortsetzung der FuSnote **) auf n&chster Seite.) 





Se Bee 





Ra a ae 


MITE ES 


eS Te MED Bee = 





; 
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Wenn man in (91) fiir p die Reihen (89) einsetzt, so laBt sich die 
Darstellung (91) fiir z in die Reihenentwicklung (86) des Abschnitts 19 





(92) 2 =, += (2) A(ey) +S Zyas (29s [Po war 


+ v(y) Bley) + S sincere) [OP “ y(n) dn 
n=0 
iiberfiihren. Hier bezeichnen w(x) und w(y) wieder die von der willkiir- 
lichen Konstanten y abhangigen Funktionen der Formeln (87). Um dies 
zu zeigen, schreibe man abkiirzend 


F(o) = ££) _ 1 2B (68) 6(g) — B(at) 2 (L *).), 














Bist) a B(ot) 
dq(t 1 @Al(er 
G(t)= ge) ~ Alar) o 29 (x) = A(st) = =(4 i d) 
und setze 
Cp(xy; st) =f(1— 7) SZ, (zy; t) op (2) 
ty SZn (xy; 8) p(y), 
(93) 


J play; ot) F(o)do = 52, ( ry; t) p(x), 





Fo(ey: st) G(t)dr = S25 (zy; s) p(y). 


Hierbei bezeichnen 





Biot) A(zt) °° A(zé) 








_ | Fie) Bizt),  B(xt)p f(o)°"*_ f(z) EB x#) 
pi (x) _ {Fi d Laven, ~ A(axt) Bi(st) A(xt)’ 


Funktion ¢(s¢; zy). Hierbei ist g beziiglich des ersten Paares von Verinderlichen s¢ 
ein Integral der zu L(z)=0 adjungierten Differentialgleichung 


6% , 1 @A(st) dg, 1  @B(st) og 
M(9)= 5598+ Ast) 06 00+ Bist) 00 08 


(raed be) ee. 
das durch die Randbedingungen 


A 
aceysey) FEM, g(ets2y)= 4 








eindeutig bestimmt ist. Nachtraglich l48t sich aber zeigen, daB die Beziehung 


q(st; zy) = p(zy; st) 
besteht. Vgl. etwa Darboux, loc. cit. FuBnote *), 8. 80—81. 
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F B 
oot (2) = f eo J copa a) do 


-|f2 “(2 28 ae “+f f(e) (2—e)" B(st) 9, 











~ (BCA) J ml A(&) Biot) nm!  Atet) 





(z—§)*" / f(®) ¢B(ét) _ | (e—§)* 
ml  \A(et)  Biet) Atée) ue— fect yoras 


B 
(2) = Ban aGn’ once) = f O52" Co 9h (8) dé, 














G(r) A A og A 
y(y) = -{ (t) A(sy Y) de = (9) [s zy] _ gly) CA(sy) 


A(st) B(sy)” Bey) LA(st) J, Bisy)  A(et) Bley)’ 





fa fox * A(sn) 
Yea (¥) = fas(f ie A (shen) as 
_ | (y—n)* / g(a) ¢A(#n) (y— uy 
-f at (Baa) ~ Mea) Blew) 2" = faz vo (n) dn, 


A na x 
VN—aaPa vey)— f =a" y(n) dn. 
: 








Setzt man die Reihen (93) in die Darstellung (91) fiir z ein, so 
ergibt sich 


(94) 2—= FZ, (xyst) (of (@) +60 — 7) 9 (@)) 
+ E23 (29; 8) (vo (y) + or vey) 











Nun ist aber 
B 
#i(2) +60 — 2982) = Fen — 1 arn aen = 9) 


aus Formel (87), 
o2,(2) +60 —r)o@, =f =P" oe) ae, 


vi (9) + ro ve" (¥) =  —  — r) CZ SP = v(y) 


aus Formel (87), 


y (vy) +roy™ a (y)— | ox 1)” y(n) dn. 





Dal 
bzv 


Spe 


det 


Ee = le lel 
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Damit ist aber die Ubereinstimmung der Riemannschen Darstellung (91) 
bzw. (94) mit der Reihenentwicklung (92) nachgewiesen. 
Die Reihenentwicklungen (89) fiir p werden besonders einfach in dem 
Spezialfall 
A=B=1, a=b=0, c=—A(zy), 
L (z) = sh —hz 9 
den man auch die Moutardsche Differentialgleichung nennt. Dann ergibt sich 


p(xy;st)=1+ >) Z, (zy; year m1 +2) Bn (xy; er. 


n=1 n=1 


§ 5. 
Koeffizienten einer Laplacefolge und Laplacesche Invarianten. 


22. Es soll nunmehr eine Beziehung abgeleitet werden welche zwischen 
den Koeffizienten 1, (oder 1") einer beliebigen Laplacefolge in bezug auf z 
(oder in bezug auf y) und den in den Abschnitten 1, 2, 3 der Einleitung 
eingefiihrien Laplaceschen Invarianten h, (oder k,) besteht. 

Die Funktionen h, und k, werden am einfachsten durch Rekursions- 
formeln bestimmt, indem man “setat®®): 











@/1 @A\ 1 04 0B 
h --Z(z7 ty) +B ae” 
@/1 @B 1 04 0B 
kyo — sy (a os) tae ty 2”? 
a*} 
h, = 2h, — ky — “8%, 
(95) 2? log ky 
kb, = By — hy — “PE, 
@* logh, 
hay = 2h, —h,_ — iets ’ 
a* log k, 
kay, = 2k, — ky iety : 





Offenbar existiert die Funktion h,(zy) in einem Punkte zy dann und 
nur dann, wenn in diesem Punkte alle n Funktionen h,,h,,h,,...,h,_, 
von Null verschieden sind. Entsprechendes gilt fiir die Funktion k,. In 
diesem Paragraphen sollen nur solche Bereiche betrachtet werden, in dem 
die Funktionen A, und k, fiir » = 0,1,..., samtlich existieren. Sie sind 
dann in diesen Bereichen gleichzeitig analytische Funktionen, wie aus den 
Rekursionsformeln (95) unmittelbar hervorgeht. 


18) Darboux, loc. cit. FuBnote *), S. 28—30, Formel (19), (24) bis (27). Fir die 
von uns mit k,, &,,..., &, bezeichneten GréBen schreibt Darboux k, k_,,..., k,. 
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Ist die Differentialgleichung (ZL) vom Laplaceschen Typus in bezug 
auf z, so verschwindet, wie wir in Abschnitt 2 der Einleitung ausgefiihrt 
haben, eine der Invarianten h, etwa h, identisch, und die GréBen h, sind 
fiir » >n-+1 nicht mehr definiert. Entsprechend gilt (vgl. Abschnitt 3), 
wenn (ZL) vom Laplaceschen Typus in bezug auf y ist, k, = 0; dann sind 
die k, fiir « >m-+1 nicht mehr definiert. 

23. Um zu unseren Relationen zu gelangen, definieren wir fiir den 
Fall, daB h, bzw. &, nicht identisch verschwinden, zwei Differentiations- 


symbole Dr; Dr (n>m) durch die Gleichungen 


0 1 @ a 
Do(u) = 7-5, u(zy)> Dy = + oz u(y), 
” ay . 28 fe 
(96) Da(")=7- ay hn ty hy Tan By Be oy SY (n>m), 
1 ee . . “23 


D; (s)——- 35h ts Is Ka i Ee" (ty) (n=>m). 


Nunmehr behaupten wir: 
Satz 8. Die ver ig 


(L,) L,(%) =e +4,52 
werde aus der Differentialgleichung L(z)=0 durch n-malige Laplacesche 
Transformation abgeleitet, unter der Voraussetzung, daB die Laplacesche 
Invariante h,_, nicht identisch verschwindet (vgl. die Ausfiihrungen in den 
Abschnitten 1 und 2 der Einleitung). Hs sei ferner A, die in Formel (9) 
eingefiihrte Funktion, so dag 
2 i 

(97) a,=— 2 oe 

Ist jetzt eine (L) zugehérige Laplacesche Koeffizientenfolge 1, (xy) 
in bezug auf x vorgelegt, so ergibt sich 








nF + ent = 0 


Dy- i(3)=0 (»=0,1,...,n—1), 


Dy (= 3)= =fo(z), + 
unter f,(z) die Funktion aus Formel (53) verstanden. 
Setzt man ferner 


= A,De(“) (y= 0,1,..., + 00), 





so bilden die IS” eine Laplacesche Koeffizientenfolge in bezug auf x, die 
zur Differentialgleichung (L,) gehért. 
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Vertauscht man in Satz 8 die Rolle von x und y, so erhalt man den 

Satz 8a. Bezeichnet I,"(xy) eine zu (L) gehérige Laplacesche Ko- 
effizientenfolge in bezug auf y, so ergibt sich 

* 
Da-s(F) =0 (y=, 1,..., 21), 
* 
Dy (+) =9o(y), 
unter g,(y) die Funktion aus Formel (54) verstanden. 

Es sei ferner (L_,) diejenige Differentialgleichung, auf welche man 
nach n Laplaceschen Transformationen von der Gestalt (12) gefiihrt wird 
(vgl. die Ausfiihrungen in Abschnitt 3 der Einleitung); a_,, b_,, c_,, seten 
die Koeffizienten von (L_,), B_,, set die Funktion aus Formel (9), so daB 

= ee 
—* BB, ts * 





Setzt man endlich 


t— _ B pe, (tae —0,1 
” — -» Dy-1(-2 ) (v= , peeey => CO), 


so bilden die 1*‘"" eine Laplacesche Koeffizientenfolge in bezug auf y, 
die zur Differentialgleichung (L_,,) gehort. 
24. Beweis von Satz 8. Wir beweisen die Behauptung zunichst 


fiir nm =1. Indem wir von der Transformation (1) ausgehen, ergibt sich 
mit Riicksicht auf (4) 





7 (a) 
4 


oy 
96) 
8 /z o/z 
ay (a) = (2): 
Hieraus folgt aber: Ist die Reihe 
=~ $1,(zy)9,(2) 


eine beliebige formale Lésung der Differentialgleichung (L), wofern nur 
die g,(x) die Bedingungen (50) erfiillen, so mu8 


z @ 
6) 5, = 4.98(2)~ 54 pe( 4) 
v=0 
der transformierten Differentialgleichung (Z,) formal geniigen. 
Es ist nun aber 
h, 
D3 (-) = De (fo(x)) = 0 wegen (53), 


B(E)< Eb (SEAM we 58, 
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Andererseits wird 
—ZE(b) __-L(fA4)_ (1 @4 1 84 GA 1 OBOA 
ae og fo A écdy A* dy Oz AB Oz aes ) 
@/1 0A 1 @B@A 
= —th(4 (5) — ae 2 +6) =tm wegen (95), 





und somit ist 
l 
Ds (4) = fo(2), 
und weiter ergibt sich aus (98) 


z,~ 4,(fo(2) es(2) +5'pe (=) v.+s(2)): 


v=1 
Hieraus folgt aber, daB die Funktionen 
= ADs(4) = 4h, b=, D3 (+) 

eine Laplacesche Koeffizientenfolge in bezug auf z der Differential- 
gleichung (L,) bilden. Damit ist die Behauptung des Satzes 8 fiir n =1 
bewiesen. 

25. Um Satz 8 auch fiir allgemeines n zu beweisen, bedienen wir uns 
der vollsténdigen Induktion, nehmen somit an, die Behauptung sei fiir 


n =x richtig und suchen sie nunmehr unter der Voraussetzung h, + 0 
fir n=x-+1 zu beweisen. Es sei demnach 


(99) 2, = A Dos (Z) ~ EU (ey) yute(2) 
v=0 
eine formale Lésung von (L,), wobei 
(100) 1" = A, DS, (*3*) (yp = 0, 1, ...,=0 60), 
insbesondere 
(101) Is” = fy (2) A, (zy) 
ist; auBerdem sei 
(102) Ds-s(+) =0 (»=0,1,...,*—1). 
Indem man von der Transformation (8) ausgeht, ergibt sich 


a, 1 04, . : 


2441 = Gy A, dy “** 








Z 
5 
5 
z 
3 
: 
2 

E 





a BO 





— 
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Daraus folgt, dai 
(103) = 4 1= An 41 D2 (3) ~ 3 es BEE) 84 


eine formale Lésung von (L, , ,) ist. 
Weiter ergibt sich ebenso wie in Abschnitt 24 wegen (101) 


Bi (47) = Bh) = 0, 

















(104) nf i eee oe Ly oe 1 L, (i) 1 L,(f, 4, st 
M(2)-gelk)" “eo eee 
Es ist somit 
2441~A Aces (foevs +3'p: (4) Pavive) 
v= 
d. h, aber 


(105) yt? = A, , 1 De f) = Acs sh: _ = A... Ds (#). 


wobei die i{**” die Koeffizienten einer zu (L,,,) gehérigen Laplacefolge 
in bezug auf z bezeichnen. 
Andererseits ist nach den Definitionsgleichungen (96) 


Dy (u) = Dz (Dr-1(u)). 
Mithin folgt aus (99) und (103) 
B: (4) = B:(PS-«(Z)) = Br(Zt) = Ze 
ferner aus (102) 
DS (4) = p:(pi-.(})) =0 (9=0,1,...,#—2), 
aus (100) und (104) 
P(t) =Bz (Bis (#)) = Be (Z2) =o 

und endlich aus (100) und (105) 

DS (Hg) = Be (Des (*g"*)) — pe(GE) =a 
insbesondere 














es) ~~ 


Damit sind aber alle Behauptungen des Satzes 8 bewiesen. 


Der Satz 8a folgt aus Satz 8, indem man die Rolle von z und y 
vertauscht. 


Mathematische Annalen. 104. 9 
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§ 6. 
Anwendung der Kaskadenmethode auf ein System 
von Differentialgleichungen**). 


26. Fiir die in Abschnitt 8 der Einleitung zitierten Anwendungen auf 
Probleme der Geometrie ist es von Bedeutung, daB sich die in den §$ 1 bis 3 
geschilderte Integrationsmethode auch auf andere Typen von Differential- 
.gleichungen anwenden lat. Wir betrachten zunichst das System von 
Differentialgleichungen *’) : 


du 108 
se dy Adz’ 
O) OF an 5 oS 
- ee 
Bildet man die Differentialgleichung (L) mit den Koeffizienten 
10A 10B 
Ss. oe, oe 


so bemerkt man leicht, daB sich aus jedem Integral z von (L) eine Lésung 
des Systems (L*) ableiten laBt, indem man setzt 
__ 1 dz _ 182 

S™1se ©" Bis: 
Umgekehrt fiihrt jedes Lésungspaar u, v von (L*) zu einem Integral z 
von (L): 


Ty 
(106) 2=2%+ fuAdx+vBdy, 
ZoVo 


wobei man zu beriicksichtigen hat, daB das Kurvenintegral (106) vom 
Wege unabhingig ist. Es ist aber trotzdem von Bedeutung, das System (L*) 
direkt zu behandeln, ohne auf die Differentialgleichung (Z) zuriickzugehen, 
denn in den Anwendungen wird man auf den Fall’*) gefiihrt, daB etwa 
fir z=0 die Funktion B=0O wird, mithin die Koeffizienten von (L) 
singular werden, wahrend die Koeffizienten von (L*) bei geeigneten Voraus- 
setzungen iiber A noch regular bleiben. 

Eine Lésung von (L*) ist eindeutig bestimmt, wenn die Werte von u 
fiir y= t und die Werte von v fiir z= vorgegeben’ sind. Sind die Rand- 
werte analytische Funktion der Verinderlichen x bzw. y und der Para- 


%*) In den §§ 6 und 7 werden ausschlieBlich solche Integrationsprobleme be- 
handelt, welche in den Untersuchungen des Verfassers zur Theorie der sphiarischen 
Abbildungen im GroBen auftreten. Vgl. FuBnote *). 

17) loc. cit. FuBnote *), 8S. 659—662. 


**) Vgl. die Problemstellung in der in FuBnote *) zitierten Arbeit des Verfassers, 
siehe insbesondere 8. 641 —643. 


me 











as Tr 
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meter s und #, so zeigt man, indem man ebenso wie beim Beweise von 
Satz 1 schlieBt, daB auch uw und v analytische Funktionen der vier Ver- 
anderlichen z, y, 8, ¢ sind. 


27. Man betrachte die formalen Reihen 


3, ~ fo(2) Be + Pr (xy) @,(zx), 
(107) = 
2,~ Seley) 9,(2), 


wobei die g,(a) nur den Bedingungen (50) unterworfen sind. Damit die 
Reihen , und 5, eine formale Lésung des Systems (L*) liefern, miissen 
ihre Koeffizienten u,(xy), v,(xy) den Rekursionsformeln 











aA 
v%(xy) = f(x Fay ae ? 
@B 
(108 ) u,(xy) = Boa @+ fate fem) (an) dn, 
1 aA "7 
%,41(2y) = B(xy) eeu (2 y)— ra 


geniigen; hierbei bezeichnen die f,(2) wieder willkiirliche analytische Funk- 
tionen. Die Rechnungen, die zu den Formeln (108) fiihren, entsprechen 
den Entwicklungen aus Abschnitt 12 § 2. Wir iiberlassen ihre Durchfiihrung 
dem Leser. 

Die durch die Formeln (108) bestimmten Funktionen u,, v, sollen 
wieder Koeffizienten einer zum System (L*) gehérigen Laplacefolge in 
bezug auf x heifBen. 

Entsprechende Formeln erhalt man fiir die Koeffizienten einer Laplace- 
folge in bezug auf y, indem man von den Reihen 


zn + Sul(xy) vo(y), 
(109) ‘ ¢ 
I~ 9,(y) + Sor (xy) yr(y) 
ausgeht. 
28. Aus den Formeln (108) folgert man ebenso wie im Abschnitt 13 
§ 2 ein Gegenstiick zu Satz 2, nimlich den 


Satz 9. Sind zwei verschiedene zum System (L*) gehérige Laplacesche 
Koeffizientenfolgen u,, v, und uj, v; in bezug auf x vorgelegt, so gelten 
die Beziehungen 


uy == (1, tte, %, --+> Bes 


v, = (0%, 0, .--, %,].- 
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Sind zwei verschiedene zum System (L*) gehérige Laplacesche Ko- 
effizientenfolgen u,*, v,* und u,'’, vy’ in bezug auf y vorgelegt, so gelten 
die Besiehungen 

us’ = [ug ui", ..., Ue ly, 


*/ a * * 
vy =[1, 09°, oF", ..., O ly 


Die Frage, wann die Reihen 5, und 5, bzw. 2; und 3; konvergieren, 
wird entsprechend zu Satz 4 beantwortet durch 

Satz 10. Substituiert man fiir die p,(x) die Funktionen ¢,(z; 8) 
aus Formel (64), so konvergieren die Reihen =, und 2, dann und nur 
dann, wenn die Potenzreihe 


P(x 0) = She) 


wenigstens in einem hinreichend kleinen Bereich der x-Ebene konvergiert. 
Hierbei sind unter den f,(x) die Funktionen der Rekursionsformeln (108) 
zu verstehen. Die Konvergenz der Reihen 2, und 2, ist dann in einem 
hinreichend kleinen Bereich der x- Ebene gleichmafig, und auBerdem liefern 
die Reihen 5, und 5, eine Lésung des Systems (L*). 

Ein entsprechender Satz gilt auch fiir die Konvergenz der Reihen 2; 
und 3; der Formeln (109). 

Der Beweis des Satzes 10 wird ebenso wie der Beweis des entsprechen- 
den Satzes 4 in Abschnitt 15 § 2 gefiihrt, und zwar geht man von einer 
Lésung u,v des Systems (L*) aus, die durch die Randwerte 


u(zt)— S'4,(2)=S", v(sy)=0 
r=0 
bestimmt ist, und entwickelt diese Lésung in Potenzreihen 





sakin+ 5 ator ior, 


v=0 


e)”*? 
o- D's, (zy; #) So 
Dann ergeben sich zur Bestimmung der Koeffizienten u,(xy;t), v,(2y; t) 
Rekursionsformeln, die mit (108) tibereinstimmen. 
Das allgemeine Integral von (L*) la8t sich immer als Summe der 
Reihen (107) und (109) 


u=24+2, v= H+ 


darstelien; man sieht dies leicht ein, indem man die Schliisse des Beweises 
von Satz 7 in Abschnitt 19 geeignet abandert. 


q 








au, 
zte 


erf 
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29. Wir sagen: Das System (L*) ist vom Laplaceschen Typus in bezug 
auf z, wenn unter den Laplaceschen Koeffizientenfolgen u,,v, mindestens 
eine existiert, die endlich ist, dh. bei der u(xy)=v,(zy)=0 fiir 
»>n-+1. Entsprechend wird der Laplacesche Typus in bezug auf y 
definiert, indem man verlangt, da8 mindestens eine der Koeffizientenfolgen 
u,, ve endlich ist. 

Ebenso wie man in den Abschnitten 17 und 18 des § 3 den Satz 6 
aus dem Satz 2 herleitet, folgert man hier aus Satz 9 den 

Satz 11. Das System (L*) sei vom Laplaceschen Typus in. bezug 
auf x. Bilden die Funktionen u,(xy), v,(xy) eine beliebige zu (L*) 
gehérige Laplacesche Koeffizientenfolge, so gelten notwendig fiir alle v die 
Beziehungen 

u,=([1, %, %,,..., & > 
UV, = [, U1, -+-> Uple- 

Damit umgekehrt das System (L*) vom Laplaceschen Typus in bezug 
auf x ist, ist bereits hinreichend, daB fiir eine beliebige zu (L*) gehérige 
Laplacesche Koeffizientenfolge u,, v, fiir einen einzigen Index v die Be- 
ztehung 


UV, 43 =[U9. %, +--+» % ], 


erfillt ist. 
Einen entsprechenden Satz findet man fiir ein System (L*), das in 
bezug auf y vom Laplaceschen Typus ist. 


§ 7. 

Anwendung der Kaskadenmethode auf Integrodifferentialgleichungen. 

30. Satz 12. Hes bezeichne wieder L(z) den in Abschnitt 1 einge- 
fithrien Differentialausdruck, «(xy), B(xy) zwei Funktionen, die ebenso 
wie a,b,c im Bereiche 
(110) lz|<R, |y|<P 
analytische sind. Hs sei endlich t, eine feste komplexe Zahl derart, dap 
\to|< R und t ein beliebiger komplexer Wert des Bereiches 

0S|t| SR—|t,|. 
Nunmehr bilde man die Integrodifferentialgleichung**) 


t+ty 


(A) A(z) = L(z) +a(zy) f B(ar)z(ar)dr=0. 


*) Diese Integrodifferentialgleichung liegt den Untersuchungen zugrunde, welche 
in einem zweiten Teile der in FuBnote *) zitierten Arbeit des Verfassers durchgefihrt 
werden. 
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Es seien ferner F(x; st) und G(y; st) zwei im Bereiche 
(111) [zi], |y|/SR, jelSR, |t| SR—|4| 
analytische Funktionen von x, 8,t bzw. x, 8, t, welche der Beziehung 

F(s8; st) = G(t; st) 

geniigen. Dann existiert ein im Bereiche (111) eindeutig bestimmtes In- 
tegral z(xy;st), das fir x—s und y=t die Randwerte 
(112) z(sy;st)=G(y;st), z(xt; st) F(z; st) 
annimmt, und in jedem Punkte des Bereiches eine reguldre analytische 
Funktion seiner vier Verdnderlichen x, y,8,t ist. 

Beweis. Man transformiere die Integrodifferentialgleichung (A), in- 
dem man 

z= Az’ 

substituiert, unter A wieder die Funktion der Formel (4) verstanden. 
Eine einfache Rechnung ergibt, da8 dann z’ der Integrodifferentialgleichung 


t+t, 
, , , a2’ 102’ ,* , aa , 
(A’) A'(2!) = sry + UG to's’ +0'(wy) SB (ae) 2'(2r) de 
geniigen mu8. Hierbei ist 
, 1 @A _ 1/@°4 @A_ @A ,_ ma 
Vetta Cm0+7(e-a a) 8-5 F =e 


gesetzt. 


Nunmehr suche man ein Integral z’ von (A’) zu konstruieren, welches 
die Randwerte 








‘ ’ G (y; st ’ F(a;st 
(113) 2'(sy; st) = he 2’ (at; st) = eng 
annimmt. Indem man jetzt ebenso verfahrt wie beim Beweise des Satzes 1, 
benutze man das Verfahren der sukzessiven Approximation und bilde nach- 
einander die Funktionen 
F(x; st) G(y;st) F (8; 8t) 


2°(xy; st) = A(zt) ~ A(sy) A(st) ’ 








Hierbei seien x, y, 8, t beliebige komplexe Werte des Bereiches (111). 
Nachdem man sich iiberzeugt hat, daB alle diese Funktionen 2 im 

Bereiche (111) analytische Funktionen ihrer vier Veranderlichen z, y, s, t 

sind, wahle man geradlinige Integrationswege, setze zu diesem Zwecke 


z—s=f,e%, y—t=reos, t= r,e'% 





- 
4 


= 


ee 


Es 


zy t+to 
114) 2** (xy; at)— ~ ff (oem + e/(En) 2 + on) f (En) 2 (Er) ae) aba 
at t 


Re 
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und substituiere in (114) 
&=8-+o,e, =t+o,e%, t=—t+o,e', 
d= = e'%do,, dn = e**do,, ‘dr = e*%do,. 
Nunmehr seien M und N zwei geeignet gewihlite positive Zahlen der- 
art, daB im Bereiche (110) 
\o'|<M, |c’|SM, |\e’|\< YM, |f'|S YM 
und im Bereiche am) 


t+t, 


or te'2® +a’ Jarera <N 








Konstruiert man jetzt eine neue unendliche Folge positiver Funktionen 


1% 


u,(T,T.) =f {[Nde, do,, 





1 T A o 
Unia(M%.) = a f (Ss + U,, +f usceresd2e,) do, dQ,, 
66 i) 


so ergeben sich fiir alle Funktionen z und deren Ableitungen die Ab- 
schitzungen 


























o*%'™ | | 0° uy (Ty 1) l< | @*u, (2K, 2R) | 
~ Of, Of, | ar, Or, te 
115 | az | au nits ) | du, (2R, 2R) 
( | ey is < . | Ss Or, |; 


12” |<] ug ( (r,s |) <lu ,(2R,2R)|, 
wenn das Wertesystem zx, y,s,¢ dem Bereiche (111) angehért, da dort 
la—s|=r,52R, |y—t])—=r,g2R 


ist. 
Setzt man noch 
M’ = M(1+2R(1+7,)), 


so verifiziert man leicht durch vollstindige Induktion die Abschitzungen 





a*u, | 0*u,., | my 
s |= ao, | SNM" 
| | yee in 
|e |< NM (+i)! |W,41| 2RNM ce se 


und hieraus folgt unmittelbar die Konvergenz der Reihen 
»y ata (2, 2R) 


Or, Or, : 5 |mae Ae ae, > |, (28, 2R)|. 


n=l ° n=1 n=1 
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SchlieBlich bilde man die Reihen 








(116) 2’ (xy; et) = Sz™ (xy; st), 
n=0 
a2’ thes — az™ a*z’ a*z™ 
oy = oy dxdy — Oxdy 


dann konvergieren diese Reihen wegen (115) gleichmaBig im Bereich (111), 
stellen dort analytische Funktionen dar und liefern ein Integral von (A’), 
welches, wie man leicht bemerkt, die vorgeschriebenen Randwerte (113) 
annimmt. 

Multipliziert man die Funktion z’ aus Formel (116) mit A(zy), so 
erhalt man offenbar ein Integral z von (A), das im Bereiche (111) regular 
analytisch ist und den gestellten Randbedingungen (112) geniigt. Damit 
ist der Beweis der Existenzbehauptung aus Satz 12 vollstandig erbracht. 

Der Beweis der Eindeutigkeitsbehauptung folgt in der iiblichen Weise, 
indem man ihn zunichst fiir die Integrodifferentialgleichung (A’) durchfiihrt. 

31. Man bilde jetzt eine unendliche Folge von Funktionen 


Ao (xy), 4, (ay), ---. 4, (@y), «+: 
mit Hilfe der Rekursionsformeln 


y 
(117) = f(z) A(z¥), Ansa Aley) (frase) — J FE a). 


Hierbei bezeichnen die f,(2) wieder beliebige im Bereiche 0 <|z|< R 
regulire analytische Funktionen. Man bemerkt dann leicht, daB die Reihe 


=~ 34, (zy) 9, (2) 


fiir jede Folge von Funktionen y, (x), die den Bedingungen (50) geniigen, 
die Integrodifferentialgleichung (A) formal befriedigt. Wir nennen daher 
die durch die Rekursionsformeln (117) bestimmten Funktionen 4, (zy) 
eine zu (A) gehérige Laplacesche Koeffizientenfolge in bezug auf z. 

In der Integrodifferentialgleichung (A) ist die Verdnderliche y durch 
die Integration im letzten Gliede von (A) ausgezeichnet. Damit hangt 
zusammen, daB sich zu (A) zwar eine Laplacefolge in bezug auf x, aber 
offenbar keine Laplacefolge in bezug auf y konstruieren lapt. 

32. Indem man von den Formeln (117) ausgeht und ebenso schlieBt 
wie beim Beweise von Satz 2 in Abschnitt 13, erhailt man als Gegenstiick 
zu Satz 2 den 





\ 


Satz 13. Sind i,(xy) und i)(xy) die Koeffizienten von zwei verschie- 
denen zu (A) gehdrigen Laplacefolgen in bezug auf x, so besteht die Beziehung 
if)? a 2 





. 
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Aus Satz 12 folgert man leicht das Analogon zu Satz 4 (vgl. den Be- 
weis in Abschnitt 15, § 2), namlich den 

Satz 14. Bezeichnen , (x; 8) wieder die Funktionen aus Formel (64), 
welche von ener willkiirlichen Funktion y(x) abhdngen, so ist die Reihe 


(118) (xy) = 3, (zy) Pa; 8) 


fiir jede beliebige einmal stetig differenzierbare Funktion p(x) in einem 
hinreichend kleinen Bereich 


jz—s|Sd, |y—t]|S6 
dann und nur dann gleichmdfig konvergent, wenn die Rethe 


» (2) 


in einem hinreichend kleinen Bereiche gleichmafig konvergiert; hierbet 
sind mit f(x) wieder die Funktionen aus den Rekursionsformeln (117) 
bezeichnet. Im Konvergenzjfall ist dann die durch die Rethe (118) dar- 
gestellte Funktion z ein Integral von (A). 

Durch eine Reihe der Form (118) lassen sich nur solche Integrale z 
von (A) darstellen, welche Randwerte der Gestalt 


z(sy)=konst.A(sy), z(xt) beliebig 


annehmen. Somit liefert die Kaskadenmethode hier nicht das allgemeine 
Integral von (A), da keine (A) zugehérige Laplacefolgen in bezug auf y 
existieren. 

33. Wir nennen die Integrodifferentialgleichung (A) vom Laplaceschen 
Typus, wenn unter den unendlich vielen Laplaceschen Koeffizientenfolgen 
4,,(ay) mindestens eine endliche Folge 


OF RE ay Baas Lee Spe 
existiert. 
Ebenso wie man in den Abschnitten 17 und 18 aus Satz 2 den Satz 6 


herleitet, folgert man hier aus Satz 13 den 


Satz 15. Die Integrodifferentialgleichung (A) sei vom Laplaceschen 
Typus. Bilden die Funktionen i,(xy) eine beliebige zu (A) gehdrige 
Laplacesche Koeffizientenfolge, so gelten notwendig fiir alle » die Be- 


ziehungen 
A, = [dos As +++ Ande 


Damit umgekehrt (A) vom Laplaceschen Typus ist, ist bereits hin- 
reichend, dap fiir eine beliebige zu (A) gehdrige Laplacesche Koeffizien- 
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tenfolge i, fiir einen einzigen Index v die Beziehung 
| ay eee 
erfillt ist. 
34. Zum SchluB noch einige Bemerkungen iiber das System von 
Integrodifferentialgleichungen *°) : 


t+t, 


Ou 1 6B wa 

(A*) i =F je 0 + e(zy) J B(xn) o(en) dn, 
év 1 @A 
éz 2B oy 


Auch dieses System besitzt eine Folge von Laplaceschen Koeffizienten in 
bezug auf x (aber nicht in bezug auf y!). Setzt man 


1194 
y= fo (%) ay’ 


ox 


v, t+t, 
1 @B(zn) , ; as . 
ue=f,.,(z)+ I ats; ——v, (zn) + « (xn) { B(z®) o, (21) dr) dy, 
t t 


1 0A év, 





“+1 B ay Ye ox’ 

und bildet man mit diesen Koeffizienten u, und v, die Reihen 2,, >, der 
Formeln (107) aus § 6, so liefern nunmehr 2, und 2, eine formale 
Lésung des Systems (A*). 

Man bemerkt schlieBlich leicht, daB die Saitze 9, 10, 11 des § 6 auch 
noch richtig bleiben, wenn man sie auf solche Laplacesche Koeffizienten- 
folgen u,,v, in bezug auf x anwendet, welche zu dem System (A%*) ge- 
héren. 

*) Dieses System ist in Kapitel IV der in FuBnote °) zitierten Arbeit untersucht 
worden. Der Existenzbeweis fir die Lésung ist dort 8S. 674—676 durchgefiihrt; er lat 
sich leicht entsprechend den Beweisen von Satz 1 und Satz 12 derart erginzen, 
daB die Lésung als eine analytische Funktion ihrer Verinderlichen und der bei den 
Randbedingungen auftretenden Parameter erscheint. Vgl. auch die Ausfiihrungen loc. 
cit. 8. 703—704. 





(Eingegangen am 2. 4. 1930.) 
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Ganze transzendente Funktionen mit rationalen 
Taylorkoeffizienten und vorgeschriebenen Nullstellen. 


Von 
Oskar Perron in Miinchen. 


I. Wenn eine rationale Funktion mit rationalen Koeffizienten eine 
algebraische Zahl zur Nullstelle hat, so sind alle konjugierten Zahlen eben- 
falls Nullstellen. Im Gegensatz dazu hat Herr Molien kiirzlich gezeigt, daB 
eine meromorphe Funktion mit rationalen Taylorkoeffizienten sehr wohl eine 
quadratische Irrationalzahl zur Nullstelle haben kann, ohne daB die kon- 
jugierte Zahl ebenfalls Nullstelle ist’). Genau dasselbe ist aber schon mehr 
als 40 Jahre friiher von StrauB festgestellt worden, der sogar eine ganze 
Funktion dieser Art konstruierte. Allgemeiner hat Dedekind gezeigt, daB 
es ganze transzendente Funktionen mit rationalen Taylorkoeffizienten gibt, 
die eine beliebige reelle Zahl zur Nullstelle haben und sonst tiberhaupt keine 
reelle Nullstelle mehr besitzen. Noch viel allgemeiner ist aber ein Ergebnis 
von Hurwitz, das besagt, daB es zu jeder ganzen (rationalen oder tran- 
szendenten) Funktion f(z) mit reellen Taylorkoeffizienten eine andere F(z) 
mit rattonalen Taylorkoeffizienten gibt, die genau die gleichen Nullstellen hat’). 

Die Konstruktion von Hurwitz besteht einfach darin, daB er eine ganze 
Funktion g(z) derart bestimmt, da8 die Funktion 


f(z)e" = F(z) 


1) Th. Molien, Uber gewisse transzendente Gleichungen, Math. Annalen 103 (1930), 
8. 35—87. 

*) Emil Strau8, Eine Verallgemeinerung der dekadischen Schreibweise nebst 
funktionentheoretischer Anwendung, Acta Mathematica 11 (1887), 8. 13—18. — 
R. Dedekind, Uber Gleichungen mit rationalen Koeffizienten, Jahresbericht der deut- 
schen Mathematiker-Vereinigung 1 (1892), 8. 33—35. — A. Hurwitz, Uber bestindig 
konvergierende Potenzreihen mit rationalen Zahlenkoeffizienten und vorgeschriebenen 
Nullstellen, Acta Mathematica 14 (1891), S. 211—215. (Diese Literaturangaben ver- 
danke ich Herrn Blumenthal. ) 
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rationale Taylorkoeffizienten bekommt, was sich auf unendlich viele Arten 
machen lat. Dabei wird im allgemeinen g(z) transzendent und F(z) eine 
ganze Funktion von unendlicher Ordnung sein. Aus den anders gearteten 
Konstruktionen von Strau8 und Dedekind la8t sich tiber die Ordnung der 
konstruierten Funktion direkt nichts entnehmen. Hiernach scheint immer 
noch die folgende Frage offen und vielleicht nicht ohne Interesse: 

Gibt es eine ganze Funktion endlicher Ordnung mit rationalen Taylor- 
koeffizienten, die eine gegebene irrationale (z. B. algebraische) Zahl « zur 
Nullstelle hat, die aber endlich viele andere Zahlen a, (z. B. die zu « kon- 
jugierten Zahlen) nicht zu Nullstellen hat oder die tiberhaupt keine Null- 
stelle auBer « besitzt? 

Von diesen Fragen ist die erste, wie man wohl erwartet, zu bejahen, 
die zweite (durch ,oder die“ eingeleitete) aber, was man nach allem Vor- 
ausgegangenen kaum mehr erwarten wird, zu verneinen. 

IL. Die angedeutete bejahende Antwort ist als Teilresultat enthalten in dem 

Satz 1. Sei R eine positive beliebig groBe Zahl und o eine reelle 
nicht negative Zahl; sei ferner f(z) ein nicht identisch verschwindendes 
Polynom mit reellen Koeffizienten. Dann gibt es eine ganze Funk- 
tion F(z) der Ordnung 0 mit rationalen Taylorkoeffizienten, deren Null- 
stellen, soweit sie im Kreis |\z|< R liegen, sich mit den Nulistellen von 
f(z) decken. 

Die Antwort auf unsere Frage ergibt sich hieraus, indem man 
f(z) =2z—e setzt und R gréBer wahlt als die absoluten Betrige der 
endlich vielen andern Zahlen «,. Zum Beweis von Satz 1 setzen wir 


(1) f(z) = 24(a,+4,2+a,2*+...), @ +0, 
wo h=>0O ist und wo die a, reell sind und von einem gewissen » an alle 


verschwinden. Der Satz wird bewiesen sein, wenn wir eine ganze Funktion 
der Ordnung 0 


(2) q(z)=b,+ b,2+6,2*+... 
derart angeben kénnen, daB g(z) itir |z|< R nicht verschwindet und daB 


das Produkt f(z) g(z) = F(z) rationale Taylorkoeffizienten bekommt. Wir 
setzen also 


(3) (a).+4,2+4,2*+...)(b+6,2+6,2+... =r, +rje+ry2?+... 


und miissen es dann so einrichten, daB die r, rational werden. Nach Aus- 
multiplizieren ergibt sich durch Koeffizientenvergleichung 


@, by = To; 
(4) a,b, + 4,b,=1,, 
yb, + a,b, + a,b,= 15, 


oe 


ee ES 








oat, tht ieee 
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Wir wahlen nun r, irgendwie als rationale Zahl, aber so, daB die aus 
der ersten Gleichung (4) zu berechnende reelle Zahl b, gréBer als 1 wird. 
Sodann wihlen wir r, als rationale Zahl so, daB die aus der zweiten 
Gleichung (4) zu berechnende reelle Zah! 5, ins Intervall 

1 1 
oR < b, < RnR 
fallt. Allgemein wahlen wir, nachdem r,,...,7r,_, bereits gewahit und die 
Zahlen b,,...,6,_, der Reihe nach aus den ersten » Gleichungen (4) be- 
rechnet sind, r, als rationale Zahl so, daB die aus der (» +- 1)-ten Gleichung (4) 
zu berechnende reelle Zahl 6, ins Intervall 


1 
1 1 . | — fir 9 +0, 
(3) Ryo <>< Ryo webs w= o=0, 


fallt. Da die rationalen Zahlen iiberall dicht liegen, ist eine solche Wahl 
immer méglich. Die so konstruierte Funktion {2) ist wegen der Un- 
gleichungen (5) nach der Hadamardschen Theorie eine ganze transzendente 
Funktion der Ordnung g. Ferner hat die Produktfunktion (3) rationale 
Taylorkoeffizienten r,. Endlich ist fiir |z| << R 


|g (z)| = |b, + b,2+ b,2*+...| 
@ . @ » Tl 


v=1 
also g(z) +0. Somit sind alle Bedingungen erfiillt. 

III. Die am Schlu8 von Absatz I in Aussicht gestellte negative Antwort 
ist enthalten in dem nach den seitherigen Feststellungen immerhin iiber- 
raschenden 

Satz 2. Wenn eine ganze transzendente Funktion F(z) mit rationalen 
Taylorkoeffizienten von endlicher Ordnung ist und nur endlich viele 
Nullstellen hat, so sind die Nullstellen algebraisch, und zwar sind zu 
jeder Nullstelle auch alle konjugierten Zahlen als Nullstellen gleicher Viel- 
fachheit vorhanden. 

Beweis. Wenn F(z) keine von z= 0 verschiedene Nullstelle hat, 
ist der Satz trivial. Seien daher 

1 1 1 
(6) re ey 
die endlich vielen von 0 verschiedenen Nullstellen, wobei mehrfache ent- 
sprechend mehrfach aufgeschrieben sind. Bekanntlich ist dann die Ord- 
nung von F(z) eine ganze positive Zahl m und F(z) hat die Form 


(7) F(s) = er24 I (1 — 4,2) (h20), 
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wo g(z) ein Polynom vom Grad m ist*). Nimmt man nach Unterdriicken 
des Faktors z’ beiderseits die Logarithmen und entwickelt dann nach 
Potenzen von z, so ist rechts der Koeffizient von z* fiir k > m gleich 


n 
sk De 
a * 


und da er gleich dem Koeffizienten links sein mu8, ist er rational. Somit 
ergibt sich fiir k > m insbesondere 
at tof +...4+¢* = rationale Zahl, 


«f* + af*+...+ a2" = rationale Zahl, 


af* + af*+...+ a¢"%* = rationale Zahl. 


Hieraus findet man auf Grund der Newtonschen Formeln die sym- 
metrischen Grundfunktionen der GréBen 


kk k 
(8) i, Ge, «su 


als rationale Zahlen. Die GréBen (8) sind also die Wurzeln einer algebra- 
ischen Gleichung n-ten Grades G,(z)=0 mit rationalen Koeffizienten. 
Die Gleichung G,(z*)=0 vom Grad nk hat dann die nk Wurzein 


eka, (4=0,1,...,.4—1; ¥=1, 2,..., 2), 


wo é, eine primitive k-te Einheitswurzel ist. Wahlt man daher fiir die 
Zahl k, die bis jetzt nur der Bedingung k >m unterworfen ist, zwei ge- 
eignete Primzahlen p,q, so haben die Polynome G,(x”) und G,(x*) nur 
gerade die » Wurzeln 


(9) | rr 


gemein*). Daher sind auch die GréBen (9) die Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung mit rationalen Koeffizienten, naimlich der Gleichung H(x) = 0, 
wo H(x) der gréBte gemeinsame Teiler von G, (x?) und G,(x*) ist. Damit 
ist der Satz bewiesen. 


*) Vgl. A. Pringsheim, Elementare Theorie der ganzen transzendenten Funk- 
tionen von endlicher Ordnung. Math. Annalen 58 (1904), S.257—342. Speziell § 6. 


*) Geeignet sind hier zwei Primzahlen p, q, wenn keiner der Quotienten = 


“” 
gleich einer von 1 verschiedenen (pq)-ten Einheitewurzel ist. Solche Primzahl- 
paare p,q gibt es natiirlich. 


(Eingegangen am 8. 5. 1930.) 




















Sur une propriété des séries entiéres. 
Von 
F. Leja in Warschau. 


foe] co 
Nous dirons que deux séries )’a, et 5’b, sont semblables, si leurs 
v 0 


différence S(a,- b,) est convergente. Il est clair que deux séries sem- 
0 


blables sont ou bien en niéme temps convergentes ou bien en méme temps 
divergentes. 


Cela posé, considérons une série entiére 
oO . 
(1) > 4,2 
0 


oc 
et supposons qu’elle soit semblable 4 une série numérique 5’b, dans un 
0 


ensemble £ situé sur la circonférence K {|\z|=1}, c’est-a-dire que la série 
= ’ 
& (a,2' — 6,) 
0 


soit convergente en chaque point de Z. I) s’éléve la question: 
Lensemble E, peut-il étre quelconque si la série Sb, est divergente? 
Il est facile de montrer que l’ensemble Z peut étre infini et méme 
partout dense sur la circonférence K sans que la série 5b, soit conver- 
gente. Par exemple, la série 
2” 1 
a> ~%) 
1 
ai2 
q 


: 2: ‘ ‘ 
converge en chaque point de la forme z = e , ol p et g sont des entiers 
quelconques, bien que la série Bs = diverge. 

Or, nous allons voir que, si E est de mesure positive, la série Sb, 
ne peut jamais étre divergente et on en conclut aussitét que, dans ce cas, 


la série S(a,2"— b,) converge en méme temps A l’intérieur de KX. 
0 
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On peut généraliser le probléme posé et établir la proposition suivante: 
Considérons une série entiére (1) et une série de polynémes 


(2) SE P(2) = F(b,+62+..-+h2"), 


dont chacun est du degré p au plus, p étant un entier quelconque mais 
fixe, et formons la série 


- (8) S(a,2"— P,(2)). 


Théoréme. — Si une série entiére (1) est semblable a une série de 
polynémes (2) dans un ensemble E de mesure positive situé sur la cir- 
conférence K{\z| =1}, cest-d-dire si la série (3) converge en chaque point 
de E, la série (2) doit étre partout convergente et la série (3) converge 
a Pintérieur de K. 

Dans la démonstration de ce théoréme je m’appuierai sur une pro- 
position due & MM. F. Riesz et A. Ostrowski’), & laquelle on peut donner 
la forme que voici"): 


I. Si les fonctions Pune suite 
Ci, Beh ---s Efe), «>: 


sont holomorphes et uniformément bornées a Vintérieur dune courbe recti- 
fiable fermée C et continues sur C, et si cette suite converge vers zéro 
dans un ensemble de mesure positive situé sur C, elle converge vers zéro 
a Pintérieur de C. 


J’aurai & m’appuyer encore sur le lemme suivant: Posons 
lag  ...8 &% 
2 ’ 
| MaMlym gal St 8 
ot p=>O est un entier fixe et 


Bor Zi, +++ Soya f 


sont p+ 2 points situés sur la circonférence K {|z|—1}. 


*) Cette proposition a été enoncée sans démonstration par M. Ostrowski (Uber 
die Bedeutung der Jensenschen Formel: Acts Szeged 1, fasc. 2, 1928, p. 80) et dé- 
montrée par M. Riesz (Sur les suites des fonctions analytiques: Ibidem 1, faso. 2, 
1928, p. 88). r 

*) Je lui donne une forme un peu plus générale que celle de la note de M. Riesz; 
on peut passer de l’une & l’autre & l’aide des transformations conformes. 
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Il. Aucune suite partielle de la suite 
Was War Was tee 


ne peut converger vers zéro quels que soient les points 2, 2,, ..., Za 
arbitrairement choisis dans un ensemble E, mes E> 0, situé sur la cir- 
conférence K. 


Démonstration. — Considérons d’abord le cas p=0 et admettons 
qu’une suite partielle de la suite 
W, (Zo 23) = 2; — 2 (y=0,1,...) 


tende vers zéro, quels que soient les points z, et z, appartenant 4 un 
ensemble Z de mesure positive situé sur K. Il existe donc une suite crois- 
sante d’indices {y,} telle qu’on a 


(5) z*—2z*-—+-0 pour k—-o, 
quel que soit z appartenant a Z. 

Or, la suite des fonctions (5), oi Ton a fixé z,, est bornée dans le 
cercle |z| <1, donc, en vertu du lemme précédent, elle converge vers zéro 
au point z= 0, c’est-a-dire on a 


z;‘—0, 


ce qui contredit hypothése que z, est situé sur la circonférence K. 
Le cas général, ol p est un entier quelconque, peut étre démontré par 
induction. Considérons, par exemple, le cas p= 1 et admettons qu’on ait 


} 


ll s a? 
W,, (2, 2,2.) =| 1 2, 2° |—-0 pour k-o, 
| 1 2, 24" 


quels que soient z, z, et z, appartenant a £. Cette suite, od Von a fixé z, 
et z,, est bornée dans le cercle |z| <1, donc, en vertu du lemme précédent, 
elle converge vers zéro pour z = 0), c’est-a-dire on a 

va | 

a m = 2 2° W,,-1(2, z,) —+0 

| Ze fs | 
quels que soient z, et z, appartenant 4 E et cela est impossible d’aprés 
ce que nous venons de voir. Le lemme II est done démontré. 

Démonstration du théoréme. — Supposons que la série (3) soit 

convergente dans un ensemble Z, mes H > 0, situé sur la circonference K. 
Je dis d’abord que chacune des suites 


(5) {a,}, {b,}, aes {l,} 
converge vers Zéro. 
Mathematische Annalen. 104. 10 
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En effet, posons 
b+ez2+...+)2?—a,2"=g,(z) 
et considérons le systéme des p -++- 2 équations 
b+ c,% +...+h29 —a,2 =gr(2), 
b,+¢,2, +...+42f —a,27 = 9,(2,), 
by + €,2p41 +--+. + L254 -- Gp 2p41 = Yr(Zp41), 


OU 2, 2, +--+» 24, sont des points quelconques de l’ensemble Z. En ré- 
solvant ce systéme par rapport 4 a, on obtient 


a,-W,= —G, 
ot W, désigne le déterminant (4) et 
| oe Sa ae | 
Ca | Sk ee, 
fi eteieit es wie eee 
| 3, Zp4+1 ++: zp +1) 9r(Zp+1) | 


Or, G,—0 car la suite g,(z) tend vers zéro, quel que soit z appartenant 
& EF, donc on a 

a,-W,—0, 
quels que soient 2), 2,,...,2,,, appartenant 4 HZ. Sila suite {a,} ne ten- 
dait pas vers zéro on aurait pour un ¢>0 et pour une suite croissante 
dindices {v,} 

\a,,| > (k=1, 2, ...), 
d’oa il suivrait que W,,—+0, quels que soient z,, z,, ..., 2,,,, ce qui est 
impossible en vertu du lemme II, donc a,—-0. 

Par la méme méthode on démontrera que toutes les suites (5) con- 
vergent vers zéro. 
Je dis maintenant que la série des polynémes 
(6) > (b,4+¢,2+...+427) 
r=0 
est partout convergente. En effet, dans le cas contraire, au moins une 
des séries 


(7) Sd, Se, .... Sh 
0 0 0 


est divergente. Or, il suit de cette hypothése et du fait, que les termes 
des séries (7) convergent vers zéro, lexistence d’une suite des sommes*) 


*) On suppose, bien entendu, que ~4,<»,, quel que soit k=1,2,... et que 
% > oo. 











SE 
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Yk 

(8) nym (2) = S(b;+¢2+...+427) (k=1,2,...), 
j=ux 
qui seront appelées restes de la série (6) et qui jouissent des deux propriétés 
que voici: 
1° La suite des restes (8) converge partout vers un polynéme: 

(9) Cup, (2) b+ e2+... +12? 
qui n’est pas identiquement nul. 


2° Tous les restes (8) ainsi que les restes partiels 


Onn ux (2) Duy ppti(Z)s ++ Onno (2) (k=1,2,...), 
sont uniformément bornés pour |z|<1, c’est-a-dire on a dans le cercle 
|z|<1 


(10) | On, 3(2)| < M Pa aera = 
ou M est un nombre fixe‘). et ees 


Considérons une telle suite des restes (8) et posons 
(11) Baar (2) = 34,2! eS eee 
En vertu de la convergence de la série 
SX (a 2? — P;(z)) 
aux points de l’ensemble Z, la suite de restes 
(12) t,»(2) = 3 (a2! — P,(2)), ob wor 


P 1 : , 
converge vers zéro avec —, quel que soit » > et quel que soit z appar- 





*) L’existence d’une telle suite (8) peut étre établie comme il suit: Posons, pour 
i=2) ¥ , 
simplifier, p= 1 et considérons la série = (b, + c,z) et les restes ad b;, Car 2G: 


Si la série 55, diverge on peut trouver un nombre b+ 0 et une suite de 
restes bm, n, tels qu’on ait 
ingny > b et | bmi |< M pour mojom, 
ou M est un nombre fixe indépendant de &. Lorsque tous les restes 


Coy j (mSjS™), 
sont bornés il suffit de poser 
Sun rn ?) = Pup rnt Sun en?? 


ot ¢,,,, est une suite partielle de c,,,,. et convergente. Dans le cas contraire, on 
doit diminuer convenablement les indices n, pour que les restes Cn, i? ™™ SIS, 
deviennent bornés. 


10* 
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tenant 4 HZ. Or, mes EZ étant positive, on sait qu'il existe dans E un 
ensemble parfait Pde mesure positive tel que la suite (12) est uniformé- 
ment convergente et uniformément bornée dans P*); en chaque point de 
P on a 

r,,= 8,,(2) — 4,,(z)—+0 


lorsque u~—> oo, mw étant plus petit que », et 
, Ir,» =|8,,(2) —9,,(z)| <N, 
quels que soient u et y>y, ot N est un nombre fixe. 

fl en suit d’aprés (9) et (10) qu’on parvient au résultat suivant: II 
existe sur la circonférence K {|z| = 1} un ensemble parfait P, mes P> 0, 
tel que, en chaque point z, de P, on a 


(13) Supry(Z)—~b+e2z,+...+125 pour k—-oo, 

et 

(14) | 8uni (2) |< A Ws eee | 
et pour k=1, 2,... 


ot A= M-+ N est un nombre fixe. 

Je dis que ce résultat implique une contradiction. En effet, z, étant 
un point quelconque de K, joignons-le aux extrémités du diamétre paralléle 
& la tangente au point z, et désignons par 7'(z,) la partie du triangle 
ainsi obtenu qui est contenue dans le cercle |z—z,|< 1. Soit 

D=J T(z) 
le domaine composé de tous les secteurs fermés 7'(z,), ot z, parcourt l’en- 
semble P. Je dis que la suite 
(15) Bz v4 (2) (k=l, 2, oon 
est uniformément bornée dans le domaine D. *) 

En effet, soit z un point quelconque de D, donc il appartient 4 un 
T(z,). Si z=z, on @ les inégalités (14) et si z—z,y +z, on aura 
ly|<1 et 

|1—y| 
1 
(16) 1—Ty1 ~° 
ot a est un nombre fixe >1. Or, d’aprés (11) on aura 





% > 7 @ P 
Bup(2) = (1L—y)- Sajzo-y’- Dy’, 
J=k j=0 


*)C’est une conséquence d’un théoréme de M. Egoroff. Comptes rendus 152 (1911), 
p. 244. 
*) L’idée de ce raisonnement ressemble & celle des numéros 14 et 15 du mémoire 
de MM. Lusin-Priwaloff: «Sur l’unicité et la multiplicité des fonctions analytiques», 
Ann. de 1 Ec. Norm. Sup. (3), 42 (1925). 
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dot 


(17) Sup (2) = (1— y) Z4,y’, 
=k 
ot Yon a posé 
4,—{ Site si j<%, 
(Bue (Zo), St 72%: 


Or, en vertu de (14) on a | A;|< A, donc il suit de (16) et (17) que 


| Sun ve (2) | <a.oul <Aa, 


1—|y| 
ce qui prouve que les fonctions (15) et, par suite, les fonctions 
(18) f, (2) = — Sym (2) +b +e2+...12” (&k=1,2,...), 


sont uniformément bornées dans le domaine D. 

D’autre part, les fonctions f,(z) sont continues sur la frontiére de D 
et la suite (18) converge vers zéro, d’aprés (13), en chaque point d’un 
ensemble P de mesure positive, situé sur la frontiére de D, d’ou il suit, 
en vertu du lemme I, qu’on a 
(19) f,(z) +0 
& Pintérieur de D. 

Mais, la série entiére > a,z” converge dans le cercle |z| <1, car 

0 


a,—0, donc la suite s,,,,(z) tend vers zéro & Vintérieur de D et, par 
suite, on a 

(20) f(z) +b +ez2+...+12? 

& Pintérieur de D. Les resultats (19) et (20) sont contradictoires, car le 
polynéme: 6-+-cz-+...-+ Jz” n’est pas identiquement nul, donc la série 
des polynémes (6) est partout convergente et, par suite, notre théoréme 
est démontré. 


(Eingegangen am 22. 5. 1930.) 











Zur Theorie der automorphen Formen. 
Von 
Bruno Schoeneberg in Hamburg. 


In der vorliegenden Arbeit soll fiir die lineare Schar der ganzen 
eigentlich-automorphen Formen der Dimension — 2% (k>0, ganz) eine 
Basis angegeben werden. Es handelt sich darum, die Existenz von gewissen 
endlich vielen linear-unabhangigen ganzen Formen der Dimension — 2k 
nachzuweisen, durch die alle ganzen Formen dieser Dimension in ein- 
deutiger Weise linear darstellbar sind. Diese Basisformen sollen in iiber- 
sichtlicher Weise aufgebaut werden, wobei die ganzen Formen der Di- 
mension — 2 eine wesentliche Rolie spielen. Uber die automorphe Gruppe I’, 
zu der die Formen gehéren, machen wir dabei folgende Voraussetzungen: 
Thr Fundamentalbereich habe endliches Geschlecht p > 0 und endlich viele 
feste Ecken und Spitzen. Das aus ihm entstehende Polygonnetz sei einfach- 
zusammenhangend. (Dadurch wird erreicht, da8 alle unverzweigten Formen 
ganzzahliger Dimension eindeutig sind.) Ferner sei das durch I" bestimmte 
algebraische Gebilde nicht von hyperelliptischem Charakter. 

Es zeigt sich, daB diejenigen ganzen Formen der Dimension — 2k, 
die als lineare Kombination von Potenzprodukten der ganzen Formen der 
Dimension — 2 dargestellt werden kénnen, in den elliptischen Ecken durch 
ein bestimmtes Verhalten ausgezeichnet sind. Diesen Formen wollen wir 
uns zunaichst zuwenden und dann erst zum allgemeinen Fall iibergehen. 

Die Gesamtheit der ganzen eigentlich-automorphen Formen der Di- 
mension — 2 ist bekanntlich identisch mit der linearen Schar, die bestimmt 
ist durch die Integranden 1. Gattung g(r) und diejenigen Integranden 
3. Gattung y(t), deren Integral nur in parabolischen Spitzen logarithmische 
Singularitéten hat. Die Anzahl der linear-unabhangigen unter ihnen ist 
gleich p+JI—1. Dabei ist J7 die Anzahl der parabolischen Spitzen des 
Fundamentalbereichs. Das Verhalten der Integranden 1. Gattung und der 
Integranden 3. Gattung mit obiger Einschrankung ist nun bestimmt: 
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in einer parabolischen Spitze 1, durch 
(x —t,)*f(t) = a,+a,t+..., t 


in einer elliptischen Ecke durch 


Sxt 1 
e oe t—f, 





> 


1 
(c—1)*f(t) = t "(bo +6,8+...). 
Dabei ist ¢ = (3), t, die elliptische Ecke, fiir die diese Entwicklung 
* 


Tt 





gilt, e die Periode der Substitution S, die 1, festlaBt, und 1, der zweite 
Fixpunkt von 8. 

Die Anzahl der Nullstellen eines Integranden 1. -ttung, gemessen in 
der iiblichen Weise, ist demnach gleich 


: ' 1 (Die Summe erstreckt sich iiber 
ss diltiacinincs +2) (1 § ): alle elliptischen Ecken.) 


Die gleiche Nullstellenzahl ergibt sich auch fiir unsere Integranden 3. Gattung, 
wie man durch Quotientenbildung erkennt. Beide Arten von Integranden 


haben Nullstellen von der Ordnung 1 — in den elliptischen Ecken «,. 


Bilden wir nun die in g und wy homogenen Polynome k-ten Grades 
H,(~,w), die ganze Formen der Dimension — 2k sind, so verschwinden 


diese in den elliptiscuen Ecken ¢, in der Ordnung (1 -_ ~)k. Durch die 


H,(¢~,y) kénnen also nur solche ganzen Formen dargestellt werden, 
die in den elliptischen Ecken das angegebene Verhalten aufweisen. Die 
H,(p,y) stellen aber auch, wie wir zeigen wollen, alle Formen dieses 
Verhaltens dar. 

Die Anzahl der beweglichen Nullstellen einer ganzen Form der 
Dimension — 2k, die in den elliptischen Ecken «¢, Nullstellen der Ord- 


nung (1 _ ~) k haben, ist gleich (29 —2+J]/)k. Daraus folgt: Es gibt 


nur endlich viele linear-unabhingige unter diesen Formen. Die genaue An- 
zahl ist nach dem Riemann-Rochschen Satz fiir k >1 gleich 


(2p —2+11)k—p+1=(2k—1)(p—1)+Hk. 
(2k —1)(p—1) ist nun aber, wie M. Noether gezeigt hat’), die genaue 
Anzahl der linear-unadhangigen Potenzprodukte k-ten Grades von Inte- 
granden 1. Gattung. Zur Darstellung der iibrigen J7-k Formen ziehen wir 
diejenigen Integranden 3. Gattung, die ganze automorphe Formen sind, 
heran. Dazu denken wir uns die parabolischen Spitzen von 1 bis IJ 
numeriert und die Integranden 3. Gattung, deren Existenz feststeht, so ge- 


*) Math. Annalen 17, 8S. 263ff. Der Satz gilt nicht im hyperelliptischen Fall. 
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wahlt, daB die Werte in den Spitzen durch folgendes Schema dargestellt 
werden: 
y,(t): 1,0,...,0, —1 


w,(t): 0,1,...,0,—1 

¥e..(): 0,0,...1, —1. 
Ferner sei y,(t) (» =1, 2,..., 7 —1) ein Integrand 1. Gattung, der in der 
»-ten Spitze in genau 1. Ordnung verschwindet. Unter den p Integranden 
1. Gattung gibt es immer solche, die sich so verhalten (Riemann-Roch) . 
Es kann natiirlich ein g mehr als einmal auftreten. Weiter brauchen wir 
noch einen Integranden 1. Gattung mit folgender Eigenschaft: Er soll in 
der Spitze (J7—1) in mindestens 2. Ordnung und in der Spitze (/7) in 
genau 1. Ordnung verschwinden. Einen solchen Integranden g(r) gibt es. 
Denn das Verschwinden in 1. Ordnung bedeutet, daB das zugehérige Diffe- 
rential d# von Null verschieden ist, wihrend das Verschwinden von 9 (r) 
in 2. Ordnung bedeutet, dab d# gleich Null ist. Gabe es nun kein 9(r) 
der verlangten Art, so wiirde sich folgendes ergeben: Bestimmen wir 


dw = Sc,dw, (dw, sind p linear-unabhangige Differentiale 1. Gattung), 
i=1 


so, daB es in der Spitze (J7—1) gleich Null ist, so wiirde es auch in der 
Spitze (J7) gleich Null sein. Also gibe es p —1 linear-unabhiangige Diffe- 
rentiale 1.Gattung, die in den Spitzen (J7—1) und (/7) verschwanden. 
Das wiirde nach dem Riemann-Rochschen Satz die Existenz von ein- oder 
zweiwertigen Funktionen zur Folge haben, was nicht sein kann, da wir 
ausdriicklich den hyperelliptischen Fall ausgeschlossen und p> 0 voraus- 
gesetzt haben. Jetzt ist es em leichtes, die fehlenden Formen anzugeben. 
Zunachst bilden wir: 


(y,(t))*, sony (Yq-1 (r))*, YW; (t) (W (t))*~ ma 
Ist uns irgendeine Form der fraglichen Art gegeben, so kénnen wir durch 
Subtraktion einer geeigneten Linearkombination der eben angegebenen Formen 
erreichen, da die Differenz in allen parabolischen Spitzen verschwindet. In 


(w,(t))*~*-@, (2) (»=1,2,..., 7 — 1) 
und 


(wo-1 (t))*"*@ (tr) 
haben wir Formen, die bzw. in den Spitzen (1),..., (17) in genau erster, in 
allen anderen Spitzen in héherer Ordnung verschwinden. Dies Verfahren 
setzen wir fort und bilden: 
(w,(t))*~"(p,())” va 
(Yn) "(PO)" 


1,2,...,.4%—1 
¢=2,3,....8—1. 
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Beachten wir, daB aus dem Verhalten der angegebenen Formen in den 
parabolischen Spitzen ihre lineare Unabhingigkeit folgt, so haben wir 
folgenden Satz bewiesen: 

Alle ganzen eigentlich-automorphen Formen der Dimension — 2k der 
Gruppe I’, deren Verhalten in den elliptischen Ecken durch 

1 
(x —1,)**O(r) = re) * (as + at+...), t= (=) 
> yo i 

gekennzeichnet ist, lassen sich eindeutig linear mit Hilfe einer Basis dar- 
stellen, welche sich zusammenseizt aus: (2k —1)(p—1) Potenzprodukten 
von Integranden 1. Gattung und den Formen 


(y,())*, <pas (wn-1(t))*, y, (t)+(w_(t))*~*, 
(v())*~"+(9,())" weieohiedvets 
(wy_.(t))*"” (G@)"J r=1,2,...,8—-1. 


Bisher haben wir fiir die Formen beziiglich ihres Verhaltens in den 
elliptischen Ecken eine wesentliche Voraussetzung gemacht. Wir wollen 
jetzt zum allgemeinen Fall iibergehen und fiir alle ganzen Formen der 
Dimension — 2k eine Basis aufstellen. 

Die Anzah] der Nullstellen einer ganzen Form der Dimension — 2k 


ist (2p —2+7)k+ pS ( 1— -) k. Davon sind bewegliche Nullstellen 

(2p—2 +M)k+35e,. 8, ist dabei die gréBte ganze Zahl s, fiir die 

k— * —sS>0. Die Anzahl der linear-unabhangigen Formen ist 
(2k—-1)(p—1) + -k +24, 


Die ersten (2k —1)(p —1)+JI/k Formen haben wir schon angegeben. 
Die iibrigen erhalten wir auf folgende Weise: y,(t) sei ein Integrand 
1. Gattung, «, eine elliptische Ecke, ¢, der zweite Fixpunkt der Sub- 
stitution S, die auch e¢, festlaBt. Dann soll y,(rt) in «, durch folgendes 
Verhalten bestimmt sein: 


1 
(t— én) -@,(T) = t' = (a,+ a,t+...), @+0. 


Ein solches gy, gibt es. f(t) sei eine automorphe Funktion, die in 
p Nullstellen des dem y, zugeordneten Differentials dw, und in der Ecke «,, 
einen Pol 1.Ordnung hat und sonst regular ist. In den ganzen Formen ¢} -f;, 
wo 1<s<s, und n die Indizes aller elliptischen Ecken durchlauft, haben 
wir die uns fehlenden Formen erhalten. Da die Gesamtheit dieser Formen 
zusammen mit den friiheren linear-unabhingig ist, erkennt man an dem 
Verhalten in den Spitzen und Ecken. 
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Aus diesen Ergebnissen folgt nun, daB man jede automorphe Funktion 
mit M Polen als Quotient von linearen Verbindungen der aufgestellten 
Formen darstellen kann, wenn man nur die Dimension dem M entsprechend 
geniigend groB wahit. Ist die Anzahl der elliptischen Ecken gleich Null, 
A (¢,y) 
Gi (ve, ¥) 
darzustellen, wo H,(y,y) und G,(y,y) die gleiche Bedeutung wie im An- 


fang haben. 

Wenden wir noch unsere Ergebnisse auf die Hauptkongruenzunter- 
gruppen I"(N) der Modulgruppe an. Elliptische Ecken kommen hier nicht 
vor. Die Anzahl der Nullstellen einer ganzen Form der Dimension — 2 
ist daher gleich 2p — 2-+-0(N), wo die Anzahl der nach I'(N) nicht aqui- 
valenten rationalen Spitzen des Fundamentalbereichs durch o (N) bezeichnet 
ist. Fiir N<6 sind die Darstellungsverhiltnisse bekannt und fir N >7 
gelten unsere Ergebnisse, da in diesen Fallen die zugehérigen algebraischen 
Gebilde bekanntlich nicht von hyperelliptischem Charakter sind. Mit Hilfe 
der von Herrn Hecke*) untersuchten héheren Eisensteinschen Reihen der 
Dimension — 2 ist es in diesem Falle sogar méglich, die benutzten Inte- 
granden 3. Gattung explizit anzugeben. 


so ist es also méglich, jede automorphe Funktion in der Gestalt 


*) E. Hecke, Theorie der Eisensteinschen Reihen héherer Stufe und ihre An- 
wendung auf Funktionentheorie und Arithmetik. Hamb. Abh. 4, S. 199 ff. 


(Eingegangen am 17. 5. 1930.) 








Ober die Approximation stetiger Funktionen durch 
gegebene Funktionenfolgen. 


Von 


Otto Szdsz in Frankfurt a. M. 


Der bekannte WeierstraBsche Approximationssatz besagt, daB jede im 
Interval O< 2<1 stetige Funktion f(z) daselbst durch Polynome 


P(x) = Sa,2’ gleichmaBig mit beliebiger Genauigkeit approximierbar ist; 
das heiBt, zu jedem «> 0 gibt es ein Polynom P(z), so dab 
f(z) —P(a)|<e fir 0<e<1 
ist. Man driickt diesen Tatbestand auch so aus: Die Funktionenfolge 
(1) DB Dr vung: oc 


ist eine Basis der stetigen Funktionen im Intervalle (0, 1). 

Kirzlich hat Herr J. Karamata [in einer inzwischen erschienenen Arbeit 
in Math. Zeitschr., Bd. 32 (1930), 8. 319—320] mit Hilfe dieses Satzes einen 
sehr einfachen Beweis fiir einen Satz der Herren Hardy und Littlewood iiber 
Potenzreihen mit positiven Koeffizienten gegeben. Herr Landau war so 
freundlich, mir diesen Beweis — gleich in verallgemeinerter Form — mit- 
zuteilen. Um einen allgemeineren Satz von Hardy und Littlewood’) ent- 
sprechend zu beweisen, benétige ich nun einen neuen Approximationssatz 
(Satz 5 am Schlusse dieser Arbeit); sein Beweis gelingt mit Hilfe einer 
Methode, die ich in Alteren Arbeiten mit Erfolg verwendet habe*). Dies 
fiihrte mich dazu, folgende Frage zu behandeln: 

Unter welchen Bedingungen fiir die Zahlen 


(2) @; By. tye & «> 


1) G. H. Hardy und J. E. Littlewood, On Tauberian Theorems, Proc. London 
Math. Soc. (2) 30 (1929), 8S. 23—37; insbes. Satz 4. 

*) Vgl. Szdsz 1, 2,3 (s. Literaturnachweis), und die daselbst angefiihrte Literatur; 
insbes. hat Herr Miintz auf Grund brieflicher Mitteilungen meinen Gedankengang teil- 
weise verwendet. 
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ist die Funktionenfolge 
(3) (1+4t,2)~° (» = 1, 2, 3, ...) 


eine Basis der stetigen Funktionen im Intervalle (0, 1)? 
Es ergeben sich unter anderem folgende Siatze: 


Es sei o+ 0,1, 2,3,...; wenn die ¢, sich in der von —1 bis — co 
aufgeschnittenen t-Ebene im Endlichen haufen, so ist die Funktionenfolge 
(1+4,2)°—1 (» =1, 2, 3,...) 


eine Basis aller fiir 2 = 6 verschwindenden, in (0,1) stetigen Funktionen. 
(Satz 2.) 

Unter denselben Bedingungen fiir die ¢, ist jede im Intervalle (0, 1) 
nirgends verschwindende, stetige Funktion durch Produkte der Gestalt 


c- I (1+ t,x)” gleichmaBig approximierbar. (Satz 3.) 
v=1 
Ist limt,= 0, so ist die Folge (1+ t,x2)° (vw =1, 2, 3,...) eine Basis 
aller stetigen Funktionen in (0,1). (Satz 4.) 


§ 1. 
Die Volistandigkeit der Funktionenfolge. 


Ich beginne mit der Frage: Unter welchen Bedingungen fiir die Zahlen- 
folge (2) ist die Funktionenfolge (3) eine vollstandige? 

Es sei f(x) eine samt dem Quadrate ihres absoluten Betrages im 
Lebesgueschen Sinne integrierbare Funktion; sie darf auch komplexe Werte 
annehmen. Ich betrachte nun die Funktion (f sei die zu f konjugierte 
komplexe GréBe) 


1 


1 
7 f d . v +1 ore +vr—1 y 7 y 
Ps) — | Pah Dy (ry Set let Dy [ 7(e) 0" ae: 
0 v 








"= 


diese Reihe konvergiert fiir |¢]< 1. Die Funktion F(t) ist offenbar regular 
in der von — 1 bis — oo aufgeschnittenen t-Ebene, und es ist nur dann 
F(t) =0, wenn ‘ 


1 
(4) Sf(z)x"dex=0 fir »=0,1,2,... 
0 


ist. Aber die Funktionenfolge (1) ist vollstdndig, das heiBt die Gleichungen (4 ) 
gelten nur, wenn f(z) =0 ist (bis auf eine Punktmenge vom MaBe Null). 
Von diesem Fall abgesehen ist also F(t) == 0; man bezeichne die Null- 
stellen dieser Funktion mit 


4 or 








eo fs re 


-_ + & 











ee 
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Bedeutet nun @ eine der Zahlen 0, —1, — 2,..., etwa o= —k, so ist 
F(t) ein Polynom 
1 
Fi) = [flay at tayrar— > ( efre )a’ dz, 
0 v=0 


und es ist F(#)=0, wenn nur 
1 
fF(x)2"dx=0 ist fir »=0,1,...,&. 
é 


Diese Gleichungen gelten z. B. fiir gewisse, mit den Legendreschen zusammen- 
hangende Polynome. Jetzt ist also die Funktionenfolge (3) nicht einmal 
abgeschlossen bei beliebiger Wahl der ¢,. 

Es sei nun 0 + —k (k=0,1, 2,...); ist fiir unendlich viele ¢, 


F(t,) ~ {fase (y =1, 2, 3,...), 





und haufen sich die ¢, im gee des Regularitatsbereiches, so mu8 F(t), 
also auch f(a) identisch verschwinden, es gibt also jetzt keine Funktion f(z), 
die zu jedem Element der Folge (3) orthogonal wire, das heiBt die Funk- 
tionenfolge (3) ist vollstindig. Somit gilt der 

Satz 1. Es set o von 0, —1, —2,... verschieden; t,, t,, ... seien 
unendlich viele Zahlen mit einem Haufungspunkt t, in der von —1 bis 
— co aufgeschlitzten t-Ebene (t, endlich); dann ist die Funktionenfolge 
(1+t,2)~* (»=1,2,3,...) vollstindig fiir das Intervall 0< x <1. 

Der Fall, daB sich die t¢, gegen eine reelle Zahl < —1 oder gegen co 


hiufen, 148+ sich durch Abbildung der aufgeschlitzten t-Ebene auf das 

Innere des Einheitskreises (: = eo und durch Anwendung eines von 
—2z 

Herrn Ostrowski (Jahresb. d. Deutschen Math. Ver. 34 (1925), 8. 161—171) 

verallgemeinerten Blaschkeschen Satzes behandeln; ich gehe darauf hier 


nicht naher ein. 


§ 2. 
Die gleichma&8ige Approximation. 


Aus Satz 1 folgt bekanntlich, da8 jede fiir 0 << 2 <1 stetige Funktion 
durch die Folge (3) im Mittel approximierbar ist; insbesondere gilt bei 
gegebenem n>0, ¢ >0 und passender Wahl von m; a,, a,,..., @ 


i m 
f\a"— Sa(1+t.z)*|\*de<e*. 
if 1 











158 O. Szész. 


Nun ist offenbar (man darf hier ¢,+ 0 annehmen) 


m 
rre (1+4,u)*-@-1 
n+l - 4, l-e 





fir 9 +1, 


ff2"-3a(itt2)"\de= 


ri~ Se eits4u) fir e=1; 
_gemeint ist der Hauptwert des Logarithmus. Femer ist fir 0<u<1 
u - 1 
|S {2"-—Da,(1+t,2)*)dz\*<uf\x"— Sa,(1+ t,x) "de < we’; 
6 1 0 


sei zunaichst 9 +1, dann ist also 











(6) [SF - Da Gta" cei, o<ust 

und 

(6) Mth yg (thee <, 0<u<1 
<1 4 fi-ere 1” | na eat 





Hierbei ist 1— 09 +0, 1, 2, 3,...; da aber die Folge z, x*, ... eine 
Basis der fiir z= 0 verschwindenden Funktionen im Intervalle (0,1) ist, 
so ergibt sich aus (5) der 

Satz 2. Hs sei o weder Null noch eine natiirliche Zahl; die Zahlen- 
folge (t,) besitze einen Haufungspunkt in der von —1 bis — co aufge- 
schnittenen t-Ebene; dann ist die Funktionenfolge 

(1+4,2)"—1 (» =1, 2, 3,...) 
eine Basis der fiir x = 0 verschwindenden stetigen Funktionen im Inter- 
vall (0,1). 
Ebenso folgt aus (6), daB auch die Folge a eine Basis der 
zx 
fiir z = 0 verschwindenden Funktionen im Intervall (0,1) ist. 
Im Falle 9 =1 wird analog 


u*t* 








a+1 
Somit gilt der 


a, BCH) <efu<e, OSu<1. 


Satz 3. Unter denselben Bedingungen “i die t, wie in Satz 2 ist die 
(1+4,2) (»=1,2,3,...) 


Folge |g (1+-t,x) (» =1,2,38,...) und auch Ig 


eine Basis der fiir x =0 verschwindenden, stetigen Funktionen im Inter- 
vall (0,1). 





= CO 


ry 
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Demnach wird 
f(z) —Ig IT (1+ t,2)""= e,(2) +0 


gleichmaBig, falls f(x) in (0,1) stetig und f(0)=0 ist; also auch 


ef (2) 
alee nthe), 8-8. 


Hieraus folgt unmittelbar 
g(x) — (1+1,2)"—0 


gleichmaBig, falls g(x) eine in (0,1) nirgends verschwindende, stetige 
Funktion mit dem Anfangswert g(0) = 1 ist. 


§ 3. 
Spezielle Falle; Ubergang zum Intervall (0, co). 


Unter den Bedingungen des Satzes 2 ist offenbar 1, (1+ #,2)° 
(» =1,2,3,...) eine Basis aller in (0,1) stetigen Funktionen. Sei speziell 
lim¢, = 0, dann ist gleichmaSig fir 0<27<1 


lim (1+ t,4)°= 1. 
Somit gilt der 
Satz 4. Hs see o+0,1,2,... und limt,—0; dann ist die Funk- 


tionenfolge (1-+-t,2)° (y=1,2,3,...) eine Basis aller stetigen Funk- 
tionen tm Intervall (0,1)*). Insbesondere ist (fiir t= +) (» + 2) 
(y=1,2,3,...) eine Basis, falls nur o < 0 ist. 

Dieser Spezialfall geniigt fiir die in der Einleitung angedeutete An- 
wendung. 

Es sei jetzt y(t) eine fir 0 <t< co stetige Funktion‘); setzt man 

x t 
ee also = Tr)" 0<2<l, 

so ist die Funktion 





v(7=3) =f (2) 
stetig fir 0< 2<1. Nach Satz 4 wird somit 
|f(z)—-Sa,(y+a2)’|<e, OSes), 
i 
*) Der Fall o = —1 dieses Satzes wurde auf einfacherem Wege von Herrn Szegé (4) 


bewiesen. 
‘) Fir ¢ = 00 bedeutet dies, daB lim y (¢) existiert. 
t+>o 
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oder 


Dies ergibt den 


Satz 5. Es sei o > 0; dann ist jede fiir 0<t <0 stetige Funktion 
daselbst gleichmafBig approximierbar durch die Funktionenfolge 


e ly 1+¢€ e 9 < 
—72(— a1, (y = 1, 2, 3,...). 


1+ t 


¥ 
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Trattazione in grande del problema di Cauchy per le 
equazioni lineari alle derivate parziali del secondo 
ordine a caratteristiche reali e distinte. 


Von 
Antonio Colucci in Neapel. 


Lo studio delle equazioni lineari alle derivate parziali del secondo 
ordine e di tipo cancnico — grazie ai numerosi lavori scritti su tele soggetto 
da distinti Analisti, specie nell’ ultimo cinquantennio — ha condotto a risultati 
del massimo interesse sia pel matematico che pel fisico, i quali risultati 
hanno permesso di dare alla teoria di siffatte equazioni un assetto del 
tutto definitivo. 

Sfortunatamente, lo stesso non si pud affermare al riguardo delle 
equazioni lineari generali del secondo ordine. 

Ordinariamente, ci si accontenta di trasformare una tale equazione, 
cioé un’ equazione del tipo: 

2 2 az 
(1) arnt lbs tes + poeta tru=0, 
in un’altra di forma canonica. 

Questo passaggio si compie mediante la integrazione delle equazioni 
delle curve caratteristiche, e si opera in tre diversi modi secondoché 
 equazione (1) é di tipo iperbolico, ellittico, o parabolico. 

Ma, con cid, non si é per nulla autorizzati ad asserire, senz’ altro, che 
lo studio in grande dell’ equazione (1) sia una conseguenza di quello della 
corrispondente trasformata di forma canonica. 

Nel caso ellittico, alla trattazione dei problemi al contorno, senza la 
preventiva riduzione a forma canonica, hanno contribuito principalmente 
Picard, Hilbert, Paraf, E. Levi, Lichtenstein e Picone. 

D’ altra parte, le equazioni generali di tipo parabolico sono state 
studiate con notevole ampiezza da Gevrey e Picone, il quale si é¢ proposto 
principalmente di maggiorare le soluzioni di tali equazioni. 
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Le equazioni del rimanente tipo — se non erro — sono state molto 
meno studiate dal punto di vista testé indicato’). 

Col presente lavoro mi propongo di dare il teorema di unicita e di 
esistenza per estese classi di equazioni lineari iperboliche. Esso si collega 
intimamente ad un mio precedente scritto sulle equazioni lineari del primo 
ordine (“Tratiazione in grande del problema dei valori iniziali per le 
equazioni lineari alle derivate parziali del primo ordine in due variabsli 
indipendenti.,, Atti della Reale Accad. delle Sc. di Torino 64 (1929), 
pp. 219—234) e dimostra, insieme a quello, che le trattazioni in grande 
per le equazioni alle derivate parziali dotate di caratteristiche reali, implicano 
analoghi problemi per le equazioni di queste curve. 

1. Comincio col considerare l’equazione lineare omogenea del primo 
ordine in due variabili indipendenti: 

(2) ce + O(z, y) == 0 
dove 9(z,y) é una funzione continua, sempre positiva, nel rettangolo R 
definito dalle limitazioni 

a’<zcsa", Wsy<d"; 
funzione che supporremo, inoltre, dotata di derivata parziale 0) (2, y), 
pure continua in &. 


Assegniamo ora, nell’intervallo (a’,a”) dell’ asse delle x, due funzioni 
w(x),4(x) dotate di derivate continue, e tali che 


ao’ (x2) + 0; 
A'(z)<0, A(a’)=b", A(a”)=0d’. 
La curva > di equazione y= A(x) (e di punti terminali (a’,b”), (a”,b’)) 
risultera, evidentemente, tutta contenuta nel rettangolo sopra definito. 


Cid premesso, una soluzione dell’ equazione (2) riesce univocamente 
determinata in R *) se le imponiamo la condizione 


u(x, A(x)] = w(x) (a’<24<a"). 
Dico che tale soluzione u(z,y) verifica, in tutto R, la disuguaglianza 
ou Ou 0 
iz dy ~"° 





1) A questo punto mi incombe il dovere di citare il paragrafo 4° dell’ interessante 
lavoro di Friedrichs e Lewy intitolato: “Ober die Eindeutigkeit und das Abhangigkeits- 
gebiet der Lésungen beim Anfangswertproblem linearer hyperbolischer Differentialgleichungen., 
[Math. Annalen 98 (1927), S. 192—204], nel quale trovasi considerata, nel senso sopra 
precisato, I’ equazione del tipo (1) con ac<0, b=0. 

*) Loc. cit. p. 234. — Le ipotesi ivi fatte eorrispondono propriamente alle seguenti: 
6(x,y) 20, 4 (2)<0. Ma é@ chiaro che i risultati ottenuti allora si applicano anche 
nel caso di 6(z,y)>0, 4’(x) <0. 


eg 
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Infatti, ricordiamo che lungo una curva caratteristica la u(z,y) assume 
un valore costante (quello fornito da w(z) nel punto di incontro di detta 
caratteristica con la curva 2), ed indichiamo con 


(3) ¥ = V (©; X,Y) 
la curva caratteristica passante per il punto generico (2z,,y,) di R; cioé 
P unico integrale dell’ equazione differenziale 


t= 0(2,y), 


determinato dalla condizione iniziale y,= y(z,). 
Detta « l ascissa del punto in cui tale curva incontra 2, abbiamo 
dunque: 
u[x,y (2; %,¥%)] = o(a). 


Insieme con la curva (3), consideriamo |’ altra ad essa prossima: 
y= y(z;x%+h,y), 


e chiamiamo « + k |’ ascissa analoga di a. 





Abbiamo: 
(ou, __ @(a+k)—w(a), 
(53), ™ io h ; 
e poiché al tendere di A a zero — in forza della continuita della curva 2, 
e della funzione (3) rispetto ai valori iniziali — anche k tende a zero, 
si ricava 


>| & 


(5), = 0'(@)- jim 


Per il calcolo di quest’ ultimo limite osserviamo che 


yp (a +k; 2 +h, y,) — y(@; 2; Yo) =k-A'(a+ 6k) (0<6<1) 


che si pud anche scrivere 


k [ws (@; X,Y) — A’ (a+ dk) + €,) +h[ys,(a; %,¥o) + &) =9, 
é,, € Genotando due quantita infinitesime con h e k. 
Di qui si trae subito 
k wz,(@5 2, Yo) 
h>oh — 2"(a)—wl (ai Yo) 
Ricordando ora che é 





Wa(@; Xo, Yo) = O[ a, p (a; %,¥)] > 0, 
P f Oylt, wits Zo, vod] at ‘ 
Wa, (a; Xo, Yo) ae 6 (2,4) e* 


*) Goursat, Cours d’Analyse, Tome III, p. 10, (Paris) 1927. 
11* 








164 A. Colucci. 


segue senz’altro che 


(33), + 
e conseguentemente 
ou’ ou 
(=) \ay),~ 0. 


E’ chiaro che all’ analoga conclusione si perviene se si suppone 0(z, y)< 0, 
in R, e si sostituisce la curva > con una curva >’, non decrescente, i 
‘cui punti terminali siano (a’,b’), (a”,b”). 

2. Sia ora I equazione lineare di tipo iperbolico 


' a*u e*u a* u eu eu 2 
(4) a5; 2b aay + ody + Poe + Ig, tre =O (b°—ac>0), 
dove a,b,...,7 sono assegnate funzioni continue nel rettangolo R di punti 
estremi (a’,b’), (a”,b”). 


L’ equazione complessiva delle curve caratteristiche é 


(5) ady*®— 2bdzdy+cdz*=0. 
Supponiamo che in tutto R sia verificata la condizione 
a(z,y)>0. 
Posto allora 
b—|Vo*—ac| b+|)o*—a 
6,(z,y) = Lye a , 0,(2,y) = —— a ac| ’ 
la (5) si scinde nelle due equazioni differenziali del primo ordine 
d . d 
a = 9,(z,y), 7 = 0,(2,y). 


Supporremo inoltre — in quello che segue — 6,(z,y) e 0,(2,y) dotate 
di derivate parziali continue rispetto ad y*‘), ed esamineremo i tre casi 
seguenti: 


(1) c(z,y)< 0, 
(2) e(z,y)>0, b(x,y)< 0? (a(x,y) > 0). 
(3) e(z,y)>0, b(a,y)>0 


Nel primo caso avremo: ’ 
O.(2,y)< 0, 0,(2,y)>0; 
e negli altri due casi 
0<6,(2,y)<6,(2,y), 0,(2,y)<0,(2,y)< 0, 
rispettivamente. 





*) Questa condizione é certamente verificata se supponiamo, ad es., a,b,c dotate 
di derivate parziali continue rispetto alla y. 


a 
7 
4 
f 


= weerore- 








—~ & 


= 














Problema di Cauchy. 
Cid premesso, consideriamo le due equazioni 
et oé& an én 
jz + 4&(2,9)5 = 9, je + 9(2.9) 5 = 


Per quanto si é detto al n.° 1, si pud sempre determinare due soluzioni 
regolari §(2,y), »(2,y) di tali equazioni, per modo che risu!ti, in tutto R 


0g on 
an 7 9; iz 7 O- 
Conseguentemente: 








e le formule 
(6) E=E(z,y), n=n(z,y) 


stabiliscono una corrispondenza biunivoca tra i punti del rettangolo R e 
quelli di un dominio 2 del piano (&,7)*). Diciamo 


a=2(&9), y=y(é,n) 
le funzioni che nascono dall’inversione del sistema (6). E’ noto che 
Pequazione (4), per effetto di queste ultime formule, si trasforma in un’ 
equazione del tipo 
(7) 2b, ae +7, +a +ru=0 
dove 

ind 5 A OY 


c Cx Cx 


Consideriamo ora, in R, il quadrangolo curvilineo determinato dalle quattro 
caratteristiche (due per ciascun sistema): 


E(z,y)=c,, E(z,y)=ce,+0; (2,y) =e, n(2,y) = co+ 0, 


e diciamo 4 il relativo dominio. Ad esso corrisponde, nel piano (¢,7), il 
rettangolo 4’ definito dalle limitazioni 


@SESG+H, GSnS+e. 


5) Come é@ ben noto, la condizione a($,n) 
0(z,y) 


la biunivocité della corrispondenza tra il punto (z,y) ed il punto (¢,7). Ma nel 
caso in esame, |’ invertibilité di tale corrispondenza ci viene garentita dal fatto che 


+0 non basta, da sola, ad assicurare 


: ‘ , 6& GF On dn 
in tutto R, ciascuna delle derivate da’ dy’ Ba’ dy ha un segno costante. 
Invero, al segmento definito da 
v/SzSa", y=% (SHS >") 


corrisponde, nel piano (£,7), un arco di curva regolare crescente o decrescente, i 
cui estremi (sempre distinti) corrispondono ordinatamente agli estremi (a’, y,),(a@”, yo) 
del segmento considerato. E cosi pure per i segmenti di R paralleli all’ asse delle y. 
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Ad ogni curva continua o contenuta in 4, avente per estremi due vertici 
opposti del quadrangolo curvilineo, e che sia inoltre incontrata da ogni 
curva caratteristica penetrante nel quadrangolo in un sol punto, corri- 
sponde, nel piano (¢,7), una curva o’ crescente o decrescente, tutta con- 
tenuta in 4’, con gli estremi in due vertici opposti di questo rettangolo; 
e viceversa. E poiché*) una soluzione dell’ equazione (7) nulla su o’ con 
au au 
; 0&” On 
che lo stesso si verifica’) in ciascuno dei tre casi (1), (2), (3), per la 
soluzione di (4), nulla su o con le sue derivate parziali del prim’ ordine. 

L’ analisi sviluppata innanzi ci permette altresi di affermare che esiste 
sempre, nelle ipotest ammesse sopra, una soluzione dell’equazione (4), per 


le sue derivate parziali é ~ulla in tutto il rettangolo 4 ‘ne segue 


la quale ues prendono su o delle successioni continue di valori assegnati. 


Napoli, 30 dicembre 1929. 


*) Cfr. ad es. E. Picard, Legons sur quelques types simples d’équations aux 
derivées partielles, p. 133 (Gauthier-Villars, 1927, Cahiers scientifiques). 
*) E’ ovvio che, nelle nostre ipotesi, dalle formule 


du _ dude dudy du _ duds , du dn 
@xz OF dx anda’ dy OF dy’ an dy’ 
_ =e si ha anche oe ee n®, 


au _ ou : 
ae an 


segue che se — == 


(Eingegangen am 8. 5. 1930.) 

















Berichtigung, das Aufstellen der identischen Gleichung 
einer Matrix betreffend. 


Von 
R. Mehmke in Stuttgart. 


Das von mir in den Math. Annalen 103, Heft 2, 8.312 gezeigte Verfahren, 
die (auch Hamilton-Cayleysche Gleichung genannte) identische Gleichung 
zu ermitteln, der die Folgepotenzen %°*,%°*,... einer Matrix & geniigen, 
ist nicht allgemein anwendbar, worauf mich Herr J. Wellstein freundlichst 
aufmerksam gemacht hat. Folgender Weg dagegen fiihrt unbedingt und, 
wie ich glaube, mit dem geringsten Aufwand an Rechenarbeit zum Ziel. 
Die gegebene Matrix U = || «,, || als Extense mit den n* Koordinaten «,, 
betrachtend, schreibe man diese (etwa durch senkrechte Striche in n Ab- 
schnitte getrennt) nebeneinander, am einfachsten in der Ordnung der Zeilen 
von Y: 


| ey yg oo + Oy g| Ohgy Ogg... gy oo | Oy y Ong +++ Cag | 


berechne, wenn % nicht schon linear abhingig von %° sein sollte, die Ko- 
ordinaten von %{* (s. Anm. 1), die man in derseilben Weise anordnet, und 
priife nun auf die a. a0. Nr.4 (,,Rang einer Matrix“) gezeigte Weise, 
ob &°, MW und A* linear abhangig sind. Ist es nicht der Fall, so nehme 
man %* hinzu usw., bis man am Ziel ist. Beispiel (dasselbe wie a. a. O- 
auf 8. 312): 





























| | a a? 
7 : T 
9 1000 | 0100 | 0010 | 0001 1 | 
—~6 | 8000 | 1800 | 0080 | 0018 “a 
1 | 9000 | 6900 | 0090 | 0069 | ae 
0000 | 0000 | 0000 | 0000 9 | -6 |] 1 








Ergebnis: 9%°— 6% + a*?—0. 
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Bemerkung 1. Die Koordinaten des (von rechts nach links gebildeten) 
Folgeprodukts $M zweier Matrizen M und B, die ja durch ,Komposition“ 
der Zeilen von § mit den Spalten von % entstehen, findet man wohl am 
bequemsten, wenn man die Elemente von & nach Spalten geordnet neben- 
einander auf den unteren Rand eines Schiebers schreibt, um diesen mit 
seinen n Abschnitten der Reihe nach iiber die Abschnitte der Elemente 
von § zu halten, so daB die Faktoren der n Produkte, die man bei jedem 
Schritt bilden und addieren muB, iibereinander stehen. In obigem Fall 
sind fiir ® der Reihe nach M, M*,... zu nehmen. 

Bemerkung 2. Bei zwei oder mehr verschiedenen Matrizen gibt es 
ebenfails identische Gleichungen (Verallgemeinerungen der Hamilton-Cayley- 
schen Gleichung), fiir n — 2 z. B. zwischen U,B und (AB+ BA). Sie 
lassen sich auf entsprechende Weise finden. 


(Eingegangen am 11. 7. 19380.) 
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Uber eine asymptotische Eigenschaft der Ableitungen 
der ganzen Funktionen von den Geschlechtern 1 und 2 
mit einer endlichen Anzahl von Nullstellen. 


Von 
A. Wiman in Upsala. 


1. Ist das Geschlecht p =1, so laBt sich offenbar die Frage auf die 
Untersuchung einer Funktion e* f(z) reduzieren, wobei noch in der ganzen 
rationalen Funktion f(z) das zweite Glied fehlen kann. Schreibt man 
dann die n-te Ableitung e*/,(z), so lassen sich, wenn n hinreichend groB 
ist, simtliche Wurzeln von f,(z) in konvergente Reihen nach fallenden 
Potenzen von n* entwickeln. Diese Entwicklungen fangen alle mit dem 
Gliede —n an. Die Koeffizienten von n? sowie das konstante Glied sind 
zwar verschieden, hangen aber nur von der Gradzahl k der Funktion f(z) 
ab. Schreibt man 
(1) f(z) =2"+p,2*-* +p, 
so haben also die Wurzeln von f,(z) fiir n-+ co asymptotische Grenz- 
lagen, welche von p,,...,p, unabhdngig sind. Fiir eine reelle Funktion 
e’ f(z) folgt insbesondere, daB, wie es sich auch mit der Realitét der 
Wurzeln von f(z) verhalt, die Ableitungen von einem gewissen n an bloB 
reelle Wurzeln haben kénnen. In dem oben ausgesprochenen Satz liegt 
aber viel mehr, indem, unabhdngig von der Realitat der Funktion f(z), 
die Nulistellen der Ableitungen fiir n—+ co je nach reellen Grenzlagen 
streben miissen. 

Auch im Falle des Geschlechtes p=2 gibt es einen Satz von der 
asymptotischen Grenzlage der Wurzeln der Ableitungen; doch bekommt 
man hier keine Entwickelung der Wurzeln von der Art wie die oben 
besprochene nach nt. Die Sache scheint ja auch jetzt komplizierter zu 
werden, weil die Anzahl der Nullstellen sich mit jeder neuen Ableitung um 


eins vergréBert. In den reellen Fallen la8t sich offenbar die Funktion in 
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eine der Gestalten e * f(z) oder e? f(z) iiberfiihren. Wie zu erwarten ist, 


findet man, daB im Falle e * f(z) die Ableitungen fiir n—+ co lauter 
reelle Nullstellen bekommen*). In ganz anderer Weise verhilt es sich mit 


einer Funktion e? f(z), indem fiir n—+ co die Ableitungen mit einer 
geraden Anzahl von Nulistellen lauter konjugiert imagindre Wurzeln be- 
sitzen und die tibrigen bloB eine reelle Wurzel haben. Es ist ja auch 
leicht zu verstehen, daB die Wurzeln der Ableitungen hier nach der ima- 


gindren Achse streben miissen, ebenso wie im Falle e * f(z) nach der 
reellen Achse. 


2. Wir wollen zunichst die Ableitungen der Funktion 
(2) g (2) =e* f(z) 
untersuchen. Fiir die n-te Ableitung 


9g” (z) = e*f, (2) 
gilt in symbolischer Schreibweise 


(8) £,@)=(%+1) 1@) =1@+(%) P@+(3) "@+(2)FP@. 


Als erstes Beispiel betrachten wir den Fall k = 2, wo also 


f(z) =2* + py. 
Wir bekommen 


f(z) = 2°*-+ 2nz+n(n—1)+> p,. 
Fiir f(z) = 0 erbalten wir demnach die Wurzeln 


2,,%,=—n+t yn —p,. 


1) Vor mehreren Jahren habe ich, wie Herr M. Alander in einer in diesem Jahre 
erschienenen Arbeit mitteilt, einen viel allgemeineren Satz als wahrscheinlich aus- 
gesprochen. Es handelt sich dabei um eine reelle ganze Funktion e~**" f(z) («>0), 
wo f(z) vom Geschlechte 0 oder 1 ist und héchstens eine endliche Anzahl imaginadrer 
Nullstellen besitzt. Meine Aussage war dann, da8 nach einer endlichen Anzahl von 
Differentiationen die Ableitungen lauter reelle Wurzeln haben sollten. Die Ver- 
anlassung zu meiner Vermutung lag darin, da8 in diesem Falle die ganze transzen- 
dente Funktion als Grenzfunktion einer Reihe von Polynomen mit nur endlich vielen 
imaginaren Wurzeln betrachtet werden kann. In seiner Arbeit ,Some problems con- 
nected with Fourier’s work on transcendental equations“ (Quarterly Journal of Mathe- 
matics 1930) kommt Herr G. Pélya zu ganz demselben Satze, doch in Verfolgung 
eines etwas anderen Gedankenganges. Ebensowenig wie Herrn Pélya ist es mir 

ungen, dies Theorem allgemein zu beweisen. Doch haben die Herren Pélya und 
ander einen Beweis fiir den speziellen Fall gegeben, daB die Ordnung der ganzen 
Funktion < } ist. 








Ooms ad 





Ableitungen ganzer Funktionen mit endlich vielen Nullstellen. 171 


Dieses Resultat stimmt offenbar mit unserer obigen Behauptung iiberein, 
da8 die Wurzeln von f,(z) sich nach fallenden Potenzen von n*? entwickeln 
lassen, wobei als erstes Glied —mn auftreten soll *). 

Es sei jetzt k= 3 und 


f(z) = z*-+ paz+D,.- 
Wir bekommen 


f,(z) =2* + 8nz* + 3n(n — 1)z + n(n—1)(n— 2)+ p,2+p.n-+ p, 
= (2+m)*+ (py — 3m) (2+ m) + py + 2m. 


Fir z+ 2=y haben wir demnach 


y* —(3n—p,)y+2n+p,=0. 


Man sieht, da8 die Entwickelungen von zwei Wurzeln y,, y, bzw. mit den 
Gliedern +73n* anfangen; die dritte Wurzel y, bekommt aber den end- 


lichen Grenzwert a und laBt sich schon nach Potenzen von + entwickeln. 


In ahnlicher Weise gibt es stets, wie man leicht versteht, falls & ungerade 
ist, eine besondere Wurzel mit einer Entwicklung nach Potenzen von =. 


Die Reihe der Funktionen f,(z) kann auch riickwirts, d.h. fiir 
negative ganzzahlige n-Werte, fortgesetzt werden. Man erhilt immer fiir 
nz0 


fava (2) =f,(2) +f (2). 


Jede nachfolgende Funktion f,,,(z) (A >0) erhalt man mithin durch 
h-malige Differentiation von e*f,(z). Mit der Entwickelung der Wurzeln 
fiir groBe Betrige von n nach abnehmenden Potenzen von n? steht jetzt 
im Zusammenhange, da8 fiir n—+—oo simtliche Wurzeln von f,(z) ima- 
ginir werden, doch mit der Ausnahme, da8 fiir k ungerade diejenige 


Wurzel, welche nach + entwickelt werden kann, auch fiir » —- — co reell 


bleibt, natiirlich unter der Voraussetzung, daB f(z) eine reelle Funktion 
darstellt. 


3. Es gilt jetzt nachzuweisen, wie man die besprochene Entwickelung 
der Wurzeln von f(z) nach nt erhilt. Offenbar geniigt es zuniichst den 
Fall zu untersuchen, wo man f(z) =z" hat. Es wird dann (3) durch die 


*) Von diesem Resultate fir k = 2 ausgehend, hat Herr D. Eriksson, ein Schiiler 

von mir, ein Verfahren konstruiert, um zu beweisen, daB, falls fiir die Gradzahl k—1 

der reellen Funktion f(z) die Wurzeln von f,(z) fiir n—+ oo reell werden und Diffe- 

renzep von der GréSenordnung Yn bekommen, dasselbe auch fiir die Gradzahl & der 

Fall sein mu8. Da ein mehr in die Natur der Sache dringendes Beweisverfahren 
erwiinscht schien, bekam ich den AnstoB zu der gegenw&rtigen Arbeit. 
12° 
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speziellere Formel 


3 ] 

(4) f,(2) = 2*+(7) mat? + (5) n(n —1)2*-* be 
+(,)n(n—1)...(n—h41)2*"+...+n(n—1)...(n—k+41) | 

ersetzt. Hier soll das rechte Glied von (4) nach z-++ 2 entwickelt werden. 

Als erstes Glied erhalt man dabei 

(z+n)*. ( 


Die weitere Ausfiihrung dieser Aufgabe la8t sich erreichen durch eine Um- 
formung der Faktoren 


(5) n(n —1)...(n—h+1), : 


indem man hierin die Koeffizienten der besonderen Potenzen von n auf 
die Gestalt 


(6) ah +a,h(h —1)+«,h(h —1)(h—2)+... | 


bringt. Wie man sieht, handelt es sich hier um die symmetrischen Grund- 
funktionem der GréBen 1, 2,...,h—1. Fiir die eingliedrigen Funktionen 


hat man die Summe 
h(h—1) 
—. 





Nimmt man die zugehérigen Glieder fiir h = 2, 3, ..., & zusammen, so tritt 


FE n(e +n)*-* 





als zweites Glied der Entwicklung von f,(z) hervor. Die zweigliedrigen 
Grundfunktionen kann man nun, wie folgt, anordnen: 


(h —1)((h —2) + (4-3) +... 41] 


+(h —2)[(h—3)+(h—4)+...4+1]+... 
Pa 5) 


— F(A—1) (4-2) (A—-8) | (h—2)(h—3)(h—4) 7] 
=|. 5 a 5 +...] 
+ [(h—1)(h—2)+(h+2)(h—3)+...]. 
Letztere beiden Summen ergeben 


h(h—1)(h—2)(h-3 h(h—1)(h—2) 
(6) Y= 8)(—8) , B=) 





__ (h—1)*(h—2) 
Bx 2 








> 


und als zugehérige Glieder von f,(z) erhalt man 
k(k—1)(k—2) 
3 





n(z+n)*-*. 
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In gleicher Weise ergibt sich immer, daB, falls man bei der Summierung 
der »-gliedrigen Grundfunktion das Glied 
a@h(h—1) (h-—x+1) 


bekommen hat, hieraus fiir die (v + 1)-gliedrige Grundfunktion die beiden 
Glieder 


(7) pBgh(h—1)...(h=x—1)+ 








za th (hb —1)...(h — x) 
entstehen. Man ersieht auch, daB die »-gliedrige Grundfunktion durch 
vy Glieder summiert wird, denen wir jetzt die folgende Gestalt geben 
wollen: 

(8) af’ h(h—1)...(h—»)+...+0Mh(h —1)...(h —2¥+1). 

Aus (7) hat man nun ein Rekursionsverfahren, um aft” ton ae 
«{”,..., 0.” zu bestimmen. Am leichtesten gelingt dies fiir die beiden 
auBersten Glieder «{”*” und «4. Man bekommt niuaolich 

(9) at? me TF al”, ot) x ty 


Da «;" =} ist, so erhalt man hieraus sofort 








(v+1) 1 dt 1 
(10) “1 F740? «tl ~F06...(a942)° 


Weiter hat man fiir 1<i<v+1 
(v+1) ef", y+ (») 
(11) =. S Fit + »+it1  ° 
Die gesuchte Entwicklung von f,(z) kénnen wir jetzt aufschreiben, 
indem die Koeffizientenreihe (8) zu den folgenden Gliedern Veran- 
lassung gibt: 
(12) (—1)" [aj k(k —1)...(k—»)n(z+n)*-"* 4... 
+ of k(k —1)...(k —2»+1)n’(z+n)*~*"}. 
Man sieht, wie die Anzahl der Glieder in (8) und (12) anfinglich mit » 
wachst, dann aber, wenn 2» > k, abnimmt. 
4. Wir setzen z+ =y und betrachten 


f(z) = 9(y, m) = y* + o,(n)y*-* + 95(n)y**+..., 


wobei nach (12) die Koeffizienten ,(n) ganze rationale Funktionen ven n 
bedeuten, so daB sowohl g,,(n) als g,,,,(m) von der Gradzahl x sind. 
Die Entwicklungen der & Wurzeln y fiir groBe n- Werte erfolgen jetzt ganz 
einfach nach der Puiseuxschen Methode. Die Hauptsache ist dabei die 
Bestimmung der jedesmaligen Koeffizienten fiir nt. Nach (10) und (12) 
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goschieht dies durch die Lésung der Gleichung 








(19) PHEW yyy MEDEDEM yay 
.k(k—1)(b—2)...(k—2%+1) » 2-95 
+(-—1) es} G duty? 4 oO, 


Sind die fraglichen Koeffizienten v,, v,, ..., v,, 30 geniigen also diese der 
Gleichung 








(14) y,(0) ot — BORD gt, SE DR SE) rt. 
x k(k—1)(k—2) ...(k—2x+1 = 
+(-"= Teo Tee ee 


Die Polynome y,(v) sind die sogenannten Hermiteschen Polynome, welche 
die ausgezeichneten Eigenschaften besitzen, da dieselben zueinander sowohl 
eine Kette von Ableitungen als Sturmschen Funktionen bilden. Man hat ja 


(15) vi(v) = ky,_,(0), 


(16) y,(v) = vy,_,(v) —(k—1)y,_,(0). 
Das Sturmsche Theorem laBt sich mithin hier sofort anwenden, und man 
findet, daB sdmtliche Nullstellen von w,(v) reell sind. 

Fiir & ungerade = 21-+-1 fangt, wie bereits erwahnt, die Entwicklung 
fiir eine Wurzel von ¢(y,n)=0 mit dem konstanten Gliede an, und 
zwar findet man hierfiir, nach der Bezeichnung (12), 

aft. ons”, 
Nach (10) hat man ; 
a! = 56 aT" 
Fiir die Berechnung der GréBen «j‘*” hat man nach (11) ein Rekurrenz- 
verfahren, so da8 


@)__ it @)__—sit I a ie 1 1 
“=3 “~—getoy 8 —sF57 trea tT 
und allgemein 
of? 1 1 





35:7. 2I- 1 GIT) + 5-7... @I-) GI T° 
1 ‘ 
+ 346-1 Ish’ 


Man bekommt hiernach fiir aj*”: af” die Entwicklung 
(21-2) 21 2-4-6 ...(21—2)21 











21 
(17) 3141 + @i-n ate) + °° + 55-7... @I-pN@ist): 


Das Anfangsglied der Entwicklung fiir die fragliche Wurzel y nimmt also 
mit & unbegrenzt zu. 











eb ae ae 


-_- -— ee. 
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Paar ee 


Ableitungen ganzer Funktionen mit endlich vielen Nullstellen. 175 


Es sei noch bemerkt, daB, falls man fiir die tibrigen Wurzeln y, deren 
Entwicklungen schon mit nt anfangen, die konstanten Glieder berechnen 
will, hierfiir nur noch die Kenntnis der oben betrachteten GréBen a, 
os”, ..., af”*”, ... erforderlich ist. Dies folgt ja aus der allgemeinen Theorie, 
nach welcher in y(y,n)=0 y als algebraische Funktion von n be- 
trachtet wird. 


5. Wir betrachten jetzt den Fall einer allgemeinen Funktion f(z), wo 
also die Koeffizienten p,, p,, ..., p, nicht zu verschwinden brauchen. Die 
Art und Weise, wie man Beitrige zu f,(z) durch p,z*~*, p,z*~*,... er- 
halt, ist sofort zu erkennen. Untersucht man so die Entwicklungen fiir 
¢(y,n)=90, so sieht man ohne Schwierigkeit, daB p,, p,,..., p, bzw. 

k-1 


erst auf den Koeffizenten von n~*, n~?,..., * EinfluB haben. 

Es ist nun klar, daB, jedenfalls wenn die ganze positive Zahl n hin- 
reichend gro8 ist, um dem gemeinschaftlichen Konvergenzbereiche der k 
Entwicklungen anzugehéren, sdmtliche Wurzeln f,,(z) = der n-ten Ableitung 
einer reellen Funktion e* f(z) reell sein miissen; es ist ja der Koeffizient 
von n* reell, und die folgenden Koeffizienten werden durch rationale Opera- 
tionen bestimmt. Unabhangig davon, ob f(z) eine reelle Funktion darstellt 
oder nicht, haben wir die Eigenschaft gefunden, daB, bei festgehaltener 
Gradzahl k und fehlendem zweiten Gliede von f(z), die Nullstellen f,(z)=0 
der fraglichen n-ten Ableitung fiir n-—+0o feste reelle Grenzlagen haben 
miissen; freilich kann dies nicht in gleichmaBiger Weise zutreffen. 

Ohne Schwierigkeit iiberfiihrt man die erhaltenen Resultate auf den 
allgemeineren Fall, wo die Exponentialfunktion e* durch e** ersetzt wird. 
Hat man dann a=|/a|e®, so sammeln sich die Wurzeln der Ableitungen 
um den Strahl g = @-+ 2, und zwar so, daB dieselben sich durchschnittlich 
bei jeder Differentiation um die Strecke |a| bewegen; dabei vergréBern 
sich aber die gegenseitigen Abstande, welche ja von der GréBenordnung nt 
sein sollen. 


6. Bei unserer zweiten Aufgabe handelt es sich um ganze Funktionen 
vom Geschlechte 2. Wenn wir zunachst den reellen Fall betrachten, so 
1a8t sich der Exponentialfaktor leicht auf eine von den Gestalten 


z # 


e 2 ' e? 
bringen, wobei hier im rationalen Faktor f(z) kein Glied sich beseitigen 
2 
la8t. Die Ableitungen der Funktion e * schreiben wir 


(18) His)e® (n = 1, 2,...). 
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Die Polynome H,(z) miissen, wie leicht ersichtlich ist, lauter reelle Wurzeln 
haben und sind iibrigens mit den Hermiteschen Polynomen identisch, welche 
schon in den vorhergehenden Entwicklungen eine Hauptrolle gespielt haben; 
zu beachten ist doch, daB bei den H, (z) fiir das héchste Glied die Zeichen + 
abwechselnd auftreten. Man hat 
H,(z)=—z, 4H,(z)=2*-—1, 4H,(z)=——2*+ 32, 
H,(z)=2'—62°+3, 4H,(z)=——2z°+102*—15z,.. 


Die rationale Funktion schreiben wir jetzt in der folgenden Weise: 

(19) f(z) = H(z) + «, A,_,(z)+...+a,_,H,(z)+4,. 

Bei der n-ten Ableitung von f(z)e *® erhalt dann der rationale Faktor die 
Gestalt 

(20) A, ,,(2) Tr ay A, , x-1(2) x “% + «,_,H,,,(2) + a, H(z). 

Die Realitét der Nullstellen der Ableitungen fiir n—+co ist also auf die 
entsprechende Eigenschaft eines Ausdrucks (20) bei gegebenen reellen 
Werten von a,, «,,..., @, zuriickgefiihrt. Der Gedanke liegt dann sehr 
nahe, daB, wenn die behauptete Vermutung wirklich zutrifft, die frag- 


lichen Nullstellen sich an die Wurzeln von H,,,(z)=0 anschmiegen 
miissen. 


7. Wie vorhin erwahnt, hat man zwischen drei aufeinanderfolgenden 
Funktionen H,, (z) lineare Relationen ven der Form 


(21) H,,.(2)+2H,,,_,(2)+(n+x—1)H,,,_,(2)=0 (x=—2,3,...,&). 


Diese Relationen wollen wir benutzen, um (20) auf einen Ausdruck, der 
nur H,,,(z) und H,,,_,(z) enthalt, zu reduzieren. Man erhialt so 


(20°) (1+ A) H, ,.(2) + (@, + A;) Ay 4-2 (2), 

wo A und A, endliche Ausdriicke bedeuten, deren Glieder aus Faktoren 

von der GréBenordnung + oder = bestehen. Dabei ergibt sich fiir A be- 

sonders, daB jedes Glied einen Faktor von der GréBenordnung + enthilt. 

Nun hat man fiir die Summe der Quadrate der Wurzeln von H,(z)=0 
8, =n(n—1). 


Da die Wurzeln paarweise mit entgegengesetzten Zeichen auftreten, erhilt 
man offenbar fiir den Maximalbetrag einer Wurzel 





z< ate x 
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Hieraus folgt, daB, falls (20’) fiir eine Nullstelle von H,,,_,(z) betrachtet 
wird, man in bekannter Schreibweise 


1 
4=0(;) 
hat, und mithin, wenn n hinreichend groB ist, (20) dasselbe Zeichen wie 
H,,,(z) nimmt, Ebenso muB8 es sich selbstverstandlich fiir z = + co ver- 
halten. In jedem von den erhaltenen n+ k Intervallen liegt eine Null- 
stelle von H,,,(z). Der Ausdruck (20) hat also entgegengesetztes Zeichen 
in den Endpunkten jedes Intervalles. Die zugehérigen n+ k Wurzeln 
miissen demnach reell sein, indem in jedem Intervalle je eine liegen muB. 


Se aati 





2 
Hiermit ist bewiesen, da fiir eine ganze Funktion e * f(z), wo f(z) ein 
reelles Polynom bedeutet, die Ableitungen fiir n—+ co lauter reelle Wurzeln 
haben miissen. 

Weitere Aufschliisse iiber die Abgrenzung der Lage der Nullstellen 
von H,(z) erhalt man durch die Newtonschen Formeln fiir die Potenz- 
summen 


ee ee eee 


Ban t+ Po Sq, 9 t Py Seng t+» 2% Ps, =9 (x=1, 2, i), 


wo die Koeffizienten p,, in Ubereinstimmung mit (14) gebildet sind. In 
solcher Weise findet man 
(22) 8&=n(n—1), #8,=—n(n—1)(2n—3), 
8, = n(n —1)(5n*— 17n+ 15). 
Der Maximalbetrag 7 einer Wurzel kann nun die obere Grenze 


2x 
Ve 
2 


nicht iibersteigen. Hieraus erhalt man 


“ n 13+ at ni t 
(8) #5 5(1-4] <at[(1—-2 (1-9) <5 [0-6-3 +8) 
Es ist hier durch die Bestimmung von s, bzw. s, ersichtlich, daB der 
Betrag einer Nullstelle von H,(z) nicht von héherer GréBenordnung als 


nt baw. n® sein kann. Nun ist offenbar jede Potenzsumme s,,, als ra- 
tionale Funktion, von der GréBenordnung einer ganzen Funktion von n. 
Erweist sich dann s,, von der GroBenordnung n***, so kann s,,,, keine 


héhere GréBenordnung als n*** besitzen. Es ist ja s,,,,<7%8,,, und, 


1 / “1 
nach der Annahme z—0(nt +i), also ban1a=O\n ei *), WaS 849 
= O(n***) zur Folge haben mu8. Hieraus kénnen wir den SchluB ziehen, 


1 i 
daB fiir jede ganze Zahl x >0 7 = o(nt*z) oder, was hiermit aquivalent 
ist, fiir jede Zabl e> 0 7=0(n'**). 


a OE: SO 
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DaB es anderseits Nullstellen von H,(z) gibt, welche von der GréBen- 
ordnung n¥ sind, folgt schon aus den Ungleichungen 


r2Vs2Ve2/2. 


Fiir den kleinsten Betrag z einer nicht verschwindenden Wurzel von H,(z)=0 
erhalt man Angaben durch die Ungleichungen 


V2<:<=. 
yiszsy5 
ses Voos- 


Was zuletzt den Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Wurzeln der 
Gleichung H,(z) betrifft, so diirfte dieser stets von einer GréSenordnung 
sein, die jedenfalls nicht viel von “7 abweicht. 
n 

8. Wir wollen noch beweisen, daB die Nullstellen der Ableitungen fir 
n—»co sich asymptotisch den Nulistellen der Hermiteschen Polynome 
H,,,,(z) ndhern. Zu dem Ende stellen wir folgende Betrachtungen an. 
Es sei z, eine Wurzel von H,(z)=0. Wir haben die Entwicklung 


Fiir n gerade ergibt dies 


und fiir n ungerade 


(24) H,(2, + u)—= 5) He (2,) 
Aus H;(z)=—nH,_,(z) folgt 

Hy” (z) =(—1)*n(n —1)...(n—x%+1)H,_, (2). 
Der Relation (24) kénnen wir mithin die Gestalt 


(24") H,(2, +) = 3(—1)*(") H,_.(2,)u" 

geben. Den Identititen (21) entsprechend erhalten wir 

(25)  (n—x) Hy? (2) —2 HS" (2) + A *'(2)=0 = (x=0,1,...,n—2). 
Nach der vorigen Nummer haben wir z,=o(n?**). Setzen wir jetzt 
noch u=~, so ergibt sich fiir das rechte Glied von (24) die Majorante 


(26) (ee) 3! (= ye. 











ae, d@qa=tcte -™ B rm 
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Setzen wir jetzt |v| << K, wo K irgendeine feste positive Zahl bedeutet, 
so ersehen wir aus (26), daB die Entwicklung (24) in der Gestalt 

(27) H,(2,) u(1+ ) =— H,_,(z,) (1+) 

geschrieben werden kann, wo fiir n —+ co » beliebig klein wird. In dhn- 
licher Weise bekommen wir unter denselben Voraussetzungen eine Ent- 
wicklung 

(28) H,_,(2,+ %) = H,_,(z,)(1+,), 

wo 9,—> 0 fiir n — oo. 

Wir untersuchen jetzt den aie (20) oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, (20’) fiir z= z, ++ — ry 
Nummer haben sowohl A wie A, fiir n—+ co den Grenzwert Null. Hieraus 
folgt, daB sowohl AH,,,(2,+—°;) als 4,H,,, ,(2, +773) Betrige 


bekommen, deren Verhiiltnisse in bezug auf | H,,,(z,)| verschwindend 
klein werden. Dasselbe gilt fiir die Entwicklung von 


H,..(2,+ <5) +% A, 4 i (% + si): 
falls man von dem Gliede 


(20) (a, — v) H,,4-1(2,) 


absieht. Es bedeutet hier, wie leicht zu verstehen ist, z, eine Nullstelle 
von H, ,,(z). 


Fir z= z,+ =; haben wir also jetzt fiir (20) die Darstellung 

(20”) H,, 44-1 (2,)(% —v + E(v)). 

Setzen wir hier |a,—v|— 0, wo @ irgendeine gegebene GréBe > 0 be- 
deutet, so hat man nach den obigen Auseinandersetzungen fiir n —- co 
E(v)—-0. Dies bedeutet aber, daB das Theorem von Rouché hier An- 
wendung findet, da8 also die rationale Funktion (20”) im Inneren des 
Kreises |«, —v|=—@ eine Nullstelle hat, falls n geniigend groB ist. Hier 
kann man fiir @ eine abnehmende Folge von Zahlen mit dem Grenzwert 


Null einfiihren. Da u =sF: entspricht dem obigen Kreise der Kreis 


Die Nullstellen z,+-u der n-ten Ableitungen der 


Nach den Ergebnissen der vorigen 





| — ata|— at 


Funktion e- T f(2) sollen sich also in solcher Weise fiir n—+ co den 
Nullstellen z, von H,,,(2) unbegrenzt ndhern, so daB das Haupiglied der 
Abweichungen durch — = gegeben wird. Wir bemerken hierzu, daf, da 


die Summe der Wurzeln von H,,,(z) = 0 gleich Null ist, man offenbar a, 
als Summe der Nullstellen von (20) erhilt. 
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9. Bei der Herleitung dieses Resultates wurde in keiner Weise die 
Realitét von a,,a,,...,@,, dh. von f(z) benutzt. Hieraus folgt, daB der 


Satz, daB die Nullstellen der Ableitungen von e * f(z) fiir n—» co sich 
unbegrenzt den Nullstellen der Hermiteschen Polynome H, ,,(z) néahern, 
fiir jede reelle oder imagindre ganze rationale Funktion f(z) von der 
Gradzahl k giiltig blesbt. 

Durch die einfache Transformation z’=iz wird “- jetzt betrachtete 


Klasse von Funktionen in die neue Funktionenklasse ¢* ® f(z) iibergefiihrt. 
Die Polynome H,,,(z), welche hier den Hermiteschen Polynomen ent- 
sprechen, haben, von einer etwaigen Wurzel = 0 abgesehen, rein imaginiare 
Nullstellen. Also haben in diesem Falle die Wurzeln der Ableitungen fiir 
nm —+ co rein imaginare Grenzlagen. Setzen wir insbesondere voraus, dap 
f(z) eine reelle ganze rationale Funktion von der Gradzahl k darstelit, 
8o haben die Ableitungen, wenn n hinreichend grof ist, nur fiir n+-k 
ungerade eine reelle Wurzel, und diese ndhert sich fiir n —+ co der Grenz- 
lage Null. 

Es ist auch leicht einzusehen, wie fiir den allgemeineren Fall einer 
Funktion e** f(z) die Nulistellen der Ableitungen fiir n —- co sich gewissen 
bestimmten Grenzlagen nahern. Hat man | ae ie” so gehéren diese 
Grenzlagen zu den beiden Strahlen » = — 313 z° 

Man kann fragen, inwieweit shnliche Satze auch fiir Funktionen 


e * f(z) bew. e* f(z) gelten, wo f(z) eine ganze transzendente Funktion 
vom Geschlechte 0 oder 1 mit unendlich vielen Nullstellen bedeutet. Fiir 
die reellen Falle wire z.B. zu untersuchen, unter welchen Beschrinkungen, 
wenn man einen beliebigen endlichen Bereich betrachtet, die darin liegenden 
Nullstellen nach einer geniigenden Anzahl von Differentiationen simtlich 
reell bzw. imaginaér werden, letzteres doch mit der Ausnahme einer einzigen 
reellen Wurzel fiir jede zweite Ableitung. 

10. Betrachten wir allgemeiner eine ganze Funktion e®) f(z), wo 
Q(z) und f(z) Polynome von den bzw. Gradzahlen g und k bezeichnen. 
Man kann fragen, ob derartige asymptotische Eigenschaften bei den Ab- 
leitungen auch fiir g > 2 stattfinden. Es ist leicht ersichtlich, wie man 
die Frage auf den Fall 


Q(2)—t + qyet*+... 
zuriickfiihren kann, wobei doch in + = das untere Zeichen nur fiir den 


reellen Fall bei gerader Ordnung g mitgenommen zu werden braucht. In 
Analogie mit den oben erhaltenen Resultaten bekommt man zunichst die 
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Problemstellung, inwieweit die Nullstellen der Ableitungen einer derartigen 
Funktion e%) f(z) fiir m—+ co sich denjenigen der Funktion e@z* an- 


zt 


schmiegen. Fiir den einfachen Fall e* ¢ z* ist es leicht zu zeigen, wie 
sich die P+ ange der Ableitungen auf den g Strahlen » = (2/1 +1)2 = 
bzw. o= (L=0,1,...,¢g—1) verteilen. Herr Pélya hat nun be 


wiesen, das die Wichingiinikts der Nullstellen der allgemeinen Funktion 
e%2 f(z) eben diese Strahlen erfiillen und also nur von dem héchsten 


Gliede + in Q(z) abhangig sind (q>2)*). Es diirfte nicht zweifelhaft 


sein, daB hier noch nahere asymptotische Beziehungen zwischen den Null- 
stellen einer apace Funktion e9 f(z) und denjenigen der speziellen 


Funktion ete «z* zu erwarten sind. 

Es sei hierzu erganzend erwahnt, da®, wie man aus unseren obigen 
Resultaten leicht herauslesen kann, als einziger Haufungspunkt fiir die 
Nullstellen der Ableitungen einer Funktion e’f(z), wo f(z) eine ganze 
rationale Funktion bezeichnet, z= oo auftritt. Herr Alander hat neuer- 
dings den Satz gefunden, daB es ganze Funktionen jeder beliebigen Ordnung 
gibt, deren Ableitungen in der Nahe jedes Punktes der komplexen Ebene 
Null werden. Diesem vielleicht etwas itiberraschenden Satze wollen wir 
den folgenden Satz gegeniiberstellen, der jedoch ausdriicklich blo8 als Ver- 
mutung gegeben werden moge: 


Hat man eine ganze Funktion e’ f(z), wo f(z) vom Geschlechte Null 
ist, so gibt es fiir die Haufungspunkte der Nulistellen der Ableitungen 
nur die zwei Méglichkeiten, daB sie entweder die ganze reelle Achse er- 
fiillen oder sich auf den einzigen Punkt z = co reduzieren. 

Ahnliche Satze lassen sich leicht fiir die Fille, wo g >2 ist, formu- 
lieren. Da es sich doch hier nur um Vermutungen handelt, wollen wir 
hierauf nicht naher eingehen. 


Upsala, 5. Juli 1930. 


*) Man sehe Pélya, Uber die Nullstellen sukzessiver Derivierten, Math. Zeitschr. 
12 (1921), S. 36. Wie Herr Pélya mitteilt, hat eine Arbeit von Herrn Alander ihm 
den Anla8 zu dieser Abhandlung gegeben. 


(Eingegangen am 8. 7. 1930.) 
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1. Bei dem Problem der konformen Abbildung des allgemeinen, einfach 
zusammenhangenden, schlichten Gebietes mit mindestens zwei Randpunkten 
auf eine Kreisfliche hat Osgood zuerst eine scharfe Trennung zwischen 
dem Problem der konformen Abbildung des Inneren eines Gebietes auf 
das Innere einer Kreisfliche und dem Problem des Anschlusses dieser Ab- 
bildung an den Rand eingefiihrt. Osgood*) war ebenfalls der erste, der 





*) Inauguraldissertation der philosophischen Fakultaét Sektion II der Ludwig- 
Maximilians-Universitét Miinchen. 
*) W. F. Osgood, Trans. of the Amer. Math. Soc. 1 (1900), 8. 310—314. 
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das Problem des Inneren durch einen Existenzbeweis der zum Gebiete ge- 
hérigen Greenschen Funktion vollstandig gelést hat. Seitdem sind ver- 
schiedene Methoden zur Léisung dieses Problems angegeben worden. Von 
diesen sei besonders die durch die Arbeiten von C. Carathéodory*), Koebe*) 
und Bieberbach®) entwickelte Methode des Schmiegungsverfahrens erwahnt, 
welche sich ausschlieBlich funktionentheoretischer Hilfsmittel bedient. 

Das zweite Problem, das Problem der Abbildung des Randes, ist noch 
nicht so eingehend behandelt worden. Es werden hier einige der wich- 
tigsten Ergebnisse in dieser Richtung kurz zusammengefaBt: 


I. Aus dem Satze von Fatou*) iiber beschrinkte Funktionen wei8 
man, daB, wenn f(z) den Kinheitskreis |z|< 1 auf einen ganz im Endlichen 
liegenden Bereich konform abbildet, der Grenzwert 

ae 
auBer héchstens in einer Menge von Punkten #, vom MaSe Null, vorhanden 
ist; hierbei soll der Punkt z sich dem Punkte e*® auf Wegen nahern, die 
den Kreis |z| 1 nicht beriihren. 


II. Ist das Gebiet einfach zusammenhiangend und von einer einzigen 
Jordanschen Kurve begrenzt, so ist die Abbildung im abgeschlossenen Ge- 
biete stetig und bildet es eindeutig und stetig auf den vollen, durch seine 
Peripherie abgeschlossenen Einheitskreis ab**). 

III. An jeder Stelle, wo die als Jordansche Kurve angenommene Rand- 
kurve Tangenten besitzt, ist die Abbildung winkeltreu, und in den Ecken 
des Randes, d. h. wo zwei Randkurvenstiicke, die beide mit Tangenten 
versehen sind, zusammenstoBen, ist die Abbildung winkelproportional°). 

Hieraus aber folgt durchaus nicht, daB, wenn die Randkurve in einem 
Punkte eine Tangente besitzt, die Abbildung in diesem Punkte konform sein 
mu8. Es kann namlich vorkommen, wie sofort an einem Beispiel erliutert 
wird, daB in einem solchen Punkte die Abbildung zwar winkeltreu ist, 
aber dai das VergréBerungsverhialtnis unendlich wird. Die Funktion w = f(z) 
= (1+ z)log(1+ 2) ist im Kreise |z|< 1 regulir. Wenn man noch die 
Bedingung f(0) = 0 hinzufiigt, so ist die Funktion somit im Kreise ein- 
deutig bestimmt. In der Umgebung des Punktes z = — 1 ist die Funktion 


5) C. Carathéodory, Math. Annalen 72 (1912), S. 107—144. 

*) P. Koebe, Journal f. Math. 145 (1915), S. 177—228. 

5) L. Bieberbach, Konforme Abbildung, 8. 94—108. 

*) P. Fatou, Acta Math. 80 (1906), S. 366—368. 

*) W. F. Osgood und E. H. Taylor, Trans. of the Amer. Math. Soc. 14, Nr. 2. 
8. 277—298, April 1913. 

*) C. Carathéodory, Math. Annalen 73 (1913), S. 305—320. 

®) C. Carathéodory, Schwarz-Festschrift, Berlin 1914, 8. 38—41. 
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schlicht und bildet diese Umgebung konform auf ein Gebiet der w-Ebene 
ab. Der Rand dieses Gebietes ist in der Umgebung des Punktes w = f(— 1) 
eine konvexe Kurve, welche im Punkte w=/f(—1) eine wohldefinierte 
Tangente besitzt. Nach dem Satz III ist also die Abbildung winkeltreu. 
Andererseits aber, wenn z aus dem Kreisinneren gegen den Punkt z= — 1 
strebt, so ist tim | f'(z)| =o, das VergréBerungsverhiltnis also unendlich. 


Neuerdings hat Carathéodory*®) eine hinreichende Bedingung dafiir ge- 
' funden, daB die Abbildung in einem Randpunkte konform sei. Der Satz lautet: 


IV. In einem Punkte P der Begrenzung eines einfach 
zusammenhangenden Gebietes @ sei es méglich, zwei sich im 

Punkte P beriihrende Kreise C und D anzugeben, die die 

( »} D folgende Eigenschaft haben: Jeder Punkt des Inneren von C 
ist ein Punkt von G und kein Punkt des Inneren von D liegt 

in G. Bei jeder konformen Abbildung von G auf das Innere 

Fig. 1. eines Kreises ist die Abbildung auch im Punkte P konform 
und das VergréBerungsverhiltnis in diesem Punkte ist endlich. 

Die letzten drei Beispicle zeigen, wie bestimmte Eigenschaften des 
Randes uns erméglichen, auf das Verhalten der Abbildungsfunktion oder 
ihrer ersten Ableitung am Rande zu schlieBen. Das Ziel der vorliegenden 
Arbeit ist zu zeigen, wie noch spezieilere Aussagen iiber den Rand die 
Existenz der Randwerte héherer Ableitungen der Abbildungsfunktion be- 
stimmen, und diese Randfunktionen naher zu untersuchen. Probleme dieser 
Art sind bereits von Painlevé™'), Lichtenstein'*) und Lavrentieff**) unter- 
sucht worden. 

Im ersten Kapitel dieser Arbeit wird der Beweis des Fatouschen 
Satzes gegeben, sowie einige Verschairfungen des Satzes, die spiter in der 
Theorie haufig benutzt werden. Im zweiten Kapitel wird die Rander- 
zuordnung bei der konformen Abbildung dreier Gebietsklassen untersucht; 
namlich der Gebiete, welche durch rektifizierbare Kurven begrenzt sind, 
der Sterne und der konvexen Gebiete. Manche in diesem Teil gefundenen 
Ergebnisse sind nicht neu. M. und F. Riesz**) und Lusin und Priwaloff**) 
haben die Randerzuordnung bei der ersten Gebietsklasse schon untersucht 


1) ©. Carathéodory, Berl. Siteungsber. 1929, 8. 15—16. Einige Ergebnisse der letz- 
teren Arbeit finden sich bereits bei J. Wolff, Comptes Rendus de ]’Acad. des Sciences 
de Paris 183 (1926), S. 500—502. 

11) P. Painlevé, Comptes Rendus de |’Acad. des Sciences de Paris 112 (1891), 
8. 6583—657. 

12) L. Lichtenstein, Arch. d. Math. u. Phys. 25 (1917), 8. 179. 

48) Lavrentieff, Comptes Rendus de |’ Acad. des Sciences de Paris 184 (1927), S. 1407. 

4) M. und F. Riesz, Ber. des 4. skand. Mathematikerkongresses zu Stockholm 1916, 
8. 27—44. 
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und Lusin und Priwaloff haben in ihrer gemeinsamen Arbeit**) die fast 
iiberall am Rande stattfindende Konformitat bei speziellen Sternabbildungen 
festgestellt. Es schien jedoch nicht ohne Wert zu sein, diese Resultate 
und noch andere einer systematischen Bearbeitung zu unterzichen. Das 
dritte Kapitel der vorliegenden Arbeit befa8t sich mit einem Hilfssatz aus 
der Theorie der konjugierten trigonometrischen Reihen und mit einer rein 
geometrischen Untersuchung iiber Jordansche Kurven von beschrankter 
Kriimmung. Aus dieser Untersuchung ergibt sich dann eine hinreichende 
Bedingung fiir die Beschranktheit im Einheitskreise |z|< 1 der ersten 
Ableitung der Abbildungsfunktion f(z), und im vierten Kapitel ergeben 
sich ahnliche Resultate fiir héhere Ableitungen. Im fiinften und letzten 
Kapitel werden verschiedene Beispiele angegeben, die den Zweck haben, 
die vorhergehende Theorie zu erlautern. 

Es sei noch erwahnt, daS P. Montel in seinem Buch Legons sur les 
familles normales de fonctions analytiques et leurs applications, 8. 123, 
das hier behandelte Problem bereits gestellt hat. 

Es sei mir gestattet, Herrn Professor Carathéodory, auf dessen Ver- 
anlassung die vorliegenden Untersuchungen ausgefiihrt wurden, an dieser 
Stelle meinen herzlichen Dank auszusprechen fiir die stete Anregung und 
reichliche Unterstiitzung, die er mir jederzeit in bereitwilligster Weise zuteil 
werden lieB. Gleichzeitig erlaube ich mir, den Herren Radé und Bochner 
meinen aufrichtigsten Dank zum Ausdruck zu bringen fiir das freundliche 
und wohlwollende Interesse, das sie der Arbeit entgegengebracht haben. 


Kapitel I. 
Der Fatousche Satz und einige Folgerungen. 

2. Der Satz von Fatou**) lautet folgendermaBen: 

Satz 1. He sei f(z) eine im Kreise |z|<1 reguldre, beschrankte, 
analytische Funktion 
(2,1) \f(z)| <M. 
Dann existiert der Grenzwert 

lim, f(2) = f(e*) 


fiir fast alle Punkte der Kreisperipherie |z|=1, wenn man sich auf 
Wegen ndahert, die den Kreis nicht beriihren*’). 


6) N. Lusin und J. Priwaloff, Annales de l’Ecole Normale Sup. 42 (1925), S. 156 
bis 159. Dort findet man auch weitere Literaturangaben. 

16) P. Fatou, loc. cit. °), 

1”) Der Ausdruck ,Wege, die den Kreis nicht berihren“ ist so xu verstehen: 
Wir ziehen nur solche Ann&herungswege an den Punkt z =e‘? in Betracht, die im 
Innern eines Winkels liegen, dessen Spitze mit dem Punkte z= e'* zusammenfallt 
und dessen Schenkel im Innern von |z |< 1 liegen. 

Mathematische Annalen, 140. 18 
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Obwohl der Beweis dieses Satzes schon oft in der Literatur wieder- 
gegeben worden ist**), wird er auch hier skizziert, damit wir auf ihn 
spiter bequem Bezug nehmen kénnen. 

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit setzen wir voraus, dab 


f(0)=0 
ist. Wir fiihren dann die Funktion 
eet? 
(2, 2) mfr oe'*) dd = Jee 


ein, wobei 0 < 90 <1 und # beliebig reell ist. Da die Funktion Xs) im 


Kreise |z|< 1 regular ist, so ist F(g,) nach dem Cauchyschen Integral- 
satz im Kreise eindeutig. Ferner folgt aus (2,1) und aus dem Schwarzschen 
Lemma, daB auch 


f2)| = y 
tz | 
ist. Es ist also 
F(o+4o,8)— F(o,? 


(e+ dgyef? eet? (e+ 4 pre*® 
= J We) ge — Ja | at Me), 


+4e ot 
und daher auch 

(2,3) | P(e + 4e, #) — F(e, 6)| $2 M| 40}. 
LaSt man nun # variieren, so ist unmittelbar nach (2,2). 
(2, 4) | F(e,+ 40) — F(o, #)| S M| 40). 
Aus (2,3) folgt nun ohne weiteres, daB der Grenzwert 
(2,5) lim F(0, #) = F(#) 


fiir alle Werte von #@ existiert und daB die Konvergenz sogar gleichmafig 
in @ ist. Fihrt man den Grenziibergang (2,5) in der Ungleichung (2,4) 
aus, so bekommt man 

| F(O + 48) — F(#)| < M| 40| 
oder 





F(0+48)—F(#) 
a |S. 
Die Funktion F(#) hat also beschraénkte Differenzenquotienten. Nach 
einem bekannten Satz von Lebesgue ist dann F(#) fast iiberall diffe- 
renzierbar. 


**) Der hier angegebene Beweis stammt von C. Carathéodory, loc. cit. *). 
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Es sei nun # = @, eine beliebige Stelle, an der F(#) differenzierbar 
ist. Wir wollen dann beweisen, da8 


(2,6) lim f(r e*) = F’(%) 


ist. Zu diesem Zwecke stellen wir die Funktion f(z) im Kreise |z| < 9 < 1 
durch das Poissonsche Integral dar, 


Oot2 
oe it o* —r? 
=a f Hecate ard. 
O,-x 





wobei z= re**, 0S r <Q, gesetzt wird. Partielle Integration liefert dann 


O42 


1 d Y th 
e)=—g, J F005 (a=argeatesneR) 4 
O,—-x 





denn der ausintegrierte Teil verschwindet wegen der Eindeutigkeit von 
F(o,t). Da der Grenziibergang (2,5) gleichmaSig in @ war, so kénnen 
wir diesen Grenziibergang auch unter dem Integralzeichen in der letzten 
Gleichung ausfiihren. Wir bekommen somit 


Ota 


(2,7) rey=—g f rn d( oat. 





1—2rcos(#,—t)+r* 


Auf die Abschatzungen des Integrals in (2,7), die die Richtigkeit der 
Beziehung (2,6) erweisen, wird hier nicht niher eingegangen, da sie schon 
éfters in der Literatur ausgefiihrt worden sind’*). 

Da aber F(#) an fast allen Stellen differenzierbar ist, so existiert 
der Grenzwert ; 

lim f(r e'?) = #(e'*) 
fiir fast alle Werte von #. 


Es bleibt nur noch zu zeigen, daB derselbe Grenzwert fiir alle nicht 


tangentiellen Annaherungen auch existiert. Dies folgt aber unmittelbar 
aus einem Satze von Lindeiéf**). 


3. Gewisse Folgerungen aus dem Fatouschen Satz werden jetzt be- 
wiesen. 


1) Z. B. bei C. Carathéodory, loc. cit. *) oder L. Bieberbach, Lehrbuch der 
Funktionentheorie, Band IJ, 8. 148—150. 

%) Dieser Satz lautet folgendermaBen: Wenn f(z) in einem Winkelraum beschrankt 
ist und bei Anniherung an seine Ecke (z. B. lings einer Geraden) einem endlichen Grenz- 
wert zustrebt, so strebt f(z) gleichmafig gegen diesen Grenzwert in jedem Teilwinkelraum. 
Der Satz befindet sich bei E. Lindeléf, Acta Soc. s. Fennicae 46 (1915), Nr. 4. 

13* 
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Satz 2. Es sei f(z) eine im Kreise |z|<1 reguldre, analytische 
Funktion mit einem positiven Realteil. Dann existiert 


_lim, f(2) = f(e"*) 


und ist endlich auBer héchstens in einer Punktmenge der Kreisperipherie 
|z|=1 vom Maf Null, wenn z sich an einen Peripheriepunkt e'* langs 
Wegen ndhert, die den Hinheitskreis nicht berihren. 

Die Funktion w = f(z) ist im Kreise |z| <1 regular und nimmt in 
ihm nur solche Werte an, die in der Halbebene Siw > 0 enthalten sind. 
Die Mébiussche Transformation 

w—l 

t= Fl 
bildet die Halbebene Rw>O auf den Einheitskreis |¢}] <1 ab, wobei 
Randpunkte und nur Randpunkte der Halbebene in Peripheriepunkte des 
Kreises iibergefiihrt werden. Also wird der Kreis |z|< 1 durch die Trans- 
formation 


i \ _ f(z)—-1 
(3, 1) t= p(2) ~ f(z)+1 





auf ein Gebiet der t-Ebene abgebildet, das im Inneren des Kreises |#! < 1 
liegt. Die Funktion g(z) ist also im Kreise |z| <1 beschrankt: 
\p(z)|<1 
und es gilt daher der Satz von Fatou (Satz 1) fiir diese Funktion. Lést 
man die Gleichung (3,1) nach f(z) auf, so ist 
1+ 9(z) 
f(z)= a. 
Nun aber kann die Randfunktion der beschrinkten Funktion m(z) nach 
einem Satz von M. und F. Riesz**) héchstens in einer Nullmenge von 
Peripheriepunkten den Wert 1 annehmen; denn sonst wiirde sie nach die- 
sem Satz identisch gleich Eins sein. Also nahert sich f(z) fiir fast alle 
Peripheriepunkte bestimmten endlichen Werten, wenn man sich auf Wegen 
nahert, die den Einheitskreis nicht beriihren. 
4. Der nachste Satz sowie der Beweis riihren von A. PleBner her**). 
Satz 3. Es sei f(z) eine im Kreise |z|<1 ‘reguldre, analytische 
Funktion, fiir welche die Ungleichung 


(4, 1) firtre'*)| a0 < l, (r<1), 


*1) M. und F. Riesz, loc. cit. "). Z 
) A. PleBner, Zur Theorie der konjugierten trigonometrischen Reihen, Disser- 
tation GieBen 1923, 8. 16, Satz 5. 
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gilt. Dann existiert we 
lim f(z) = f(e"") 
und ist endlich auBer héchstens in einer Punktmenge der Kreisperipherie 
vom Ma Null, wenn z sich an einen Peripheriepunkt langs Wegen nahert, 
die den Hinheitskreis nicht beriihren. Die so bestimmten Randwerte f (e**) 
bilden eine im Intervalle 0 << 8 < 22 summierbare Funktion. 
Wir definieren die Funktion 


(4,2) u(r, 8) = FRE f(re")} at. 


Zerlegt man das Intervall 0 < #< 22 durch beliebige n — 1 Punkte 
0=3,< 3,< 8,<...<0,_,< 0, =2a 
in n Teilintervalle und beachtet man, daB 


[MCF Meas) — mln WIS f 1REr(re!)} | at 
ist, so folgt die Ungleichheit 


Slat, 9.4:)—#(r, #,)|< fim r(re!)}| ae. 
Nach (4,1) ist also 
Seles Ores) — wl) <I 


also die Funktion u(r, #) fiir alle r< 1 von beschrinkter Variation in #. 
Ferner folgt aus (4,1) und (4, 2), daB 


(4, 3) |u(r, B)|<l 


gilt. Nach einem Auswahlsatz von Helly**) folgt nun, daB es eine gegen 
Eins konvergierende Folge von positiven Zahlen r,,r,,...,17,,--- kleiner 
als Eins gibt, derart daB 


(4,4) lim p (r,, 0) =» (8) 


fiir alle @ auBer héchstens abzahlbar vielen existiert. Die Funktion yu (#), 
besagt der Satz weiter, ist dann von beschrinkter Variation. 

Wir stellen die Potentialfunktion R{f(re"*)} in |z|<o<1 durch 
ein Poissonsches Integral dar: 





2x 
R{F(re'*)} =a J {f(0e")} app tpr eon OH) at 


%) E. Helly, Sitzungsber. der Wienet Akademie 121 (1912), 8. 265—297. 











190 W. Seidel. 

Beriicksichtigt man (4,2) und fiihrt partielle In — «ioe 
gral aus, so bekommt man tegra’ etzte 

Ri f(re'?)} — Hle-2e)—#(e, 0) e*—r? 


22 o*—2rocosd+r? 





2x 


1 d o*—r? 
Hee z, | ule. 5 (agate ee) at. 
0 
-Indem wir nun g die Werte r,,1r,,...,7,,--. durchlaufen lassen, kénnen 
wir wegen (4,3) und (4,4) nach einem klassischen Satz von Lebesgue den 
Grenziibergang @ —- 1 unter dem Integralzeichen ausfiihren. Es ist somit 








, 2x) — (0 1—r? 
(4,5) R{f(re'*)} — HCHO) tr 


22 
1 d 1—r* 
=“ # (8) 55 (Taree raya) &. 


v0 





Fiigt man zu den Voraussetzungen unseres Satzes noch die Bedingung 
f(0) = 0 hinzu, was offenbar die Allgemeinheit des Satzes nicht einschrankt, 
so sieht man aus (4,2), daB u(r, #) eine eindeutige Funktion von @ ist. 
Insbesondere also ist 


u(r, 22)= u(r, 0), (r <1), 
also in der Grenze fiir r—1 


u(2a)=—n(0). 
Partielle Integration an dem Integral in (4,5) liefert unter Beriicksichti- 
gung der letzten Gleichung die Relation 
22 


(4,6) Rir(re)}— ae f ayant), 


0 
wobei das Integral rechts ein Stieltjessches Integral ist. Wir haben aber 
schon gesehen, daB u(t) von beschrinkter Variation ist, also in der Form 
(4,7) f(t) = uy (t) — my(t) 


darstellbar ist, wobei u,(t) und u,(¢) monoton wa «ade Funktionen sind. 
Die Formel (4,7), in (4,6) eingetragen, liefert 





22 
é 1 l-r?* 
Rif (re *)} = | eect 


0 








22 





is 1—r* 
i Be | eee M(t). 
‘0 








eet 
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Jedes der rechts stehenden Integrale definiert eine im Einheitskreise regu- 
lire positive Potentialfunktion™). Wir kénnen also schreiben 

f(z) =f,(2)— A (2), 
wo f,(z) und f,(z) regulare, analytische Funktionen mit positiven Real- 
teilen im Kreise |z|< 1 sind. Wendet man also den Satz 2 auf diese 
zwei Funktionen an, so bekommt man den ersten Teil des Satzes 3. 

Um die Summierbarkeit der Randfunktion f(e'*) zu beweisen, kehren 
wir zur Gleichung (4,5) zuriick. Indem wir namlich auf den Beweis des 
Fatouschen Satzes zuriickgreifen, sehen wir, daB an jeder Stelle t= 3, 
wo u(t) differenzierbar ist, die Relation 

R{F(e°?)} = w’( 9) 

bestehen muB. Die Menge jener Stellen ist vom MaB 22; die Funk- 
tion u’(#) ist also auf einem maBgleichen Kern des Definitionsintervalls 
definiert. Ferner wissen wir aus der reellen Funktionentheorie, daB yu’(#) 
nach Lebesgue integrierbar ist. Also gilt dasselbe auch von R{f(e**)}. 
Die Uberlegungen, die wir im Beweise fiir R{f(z)} gemacht haben, kénnen 
aber genau so gut fiir J{f(z)} ausgefiihrt werden. Somit sehen wir, dab 
3{f(e"*)} und daher auch f(e'*) summierbar ist. 

5. Satz 4. He sei f(z) eine im Kreise |z| <1 reguldre, analytische, 
schlichte Funktion. Dann existiert 


lim f (2) = f(e'*) 


und ist endlich fiir fast alle Peripheriepunkte, wenn man sich auf Wegen 
nahert, die den Kreis nicht beriihren. 

Durch die Funktion w = f(z) wird der Kreis |z| <1 auf ein schlichtes 
einfach zusammenhangendes Gebiet G der w-Ebene abgebildet. Dieses Ge- 
biet kann nicht die volle Ebene sein. Denn sonst wiirde die Umkehr- 
funktion z = y(w) nach dem Liouvilleschen Satz eine Konstante sein. Der 
Rand des Gebietes kann auch nicht aus einem einzigen Punkt bestehen. 
Denn sonst wiirde y(w) in diesem Punkte eine hebbare Unstetigkeit haben 
und nach den Sitzen von Riemann und Liouville wieder eine Konstante 
sein. Der Rand des Gebietes mu8 somit aus mindestens zwei Punkten 
bestehen. Wir bezeichnen zwei der Randpunkte mit w=a und w= b. 
Wir werden nun das Gebiet auf ein beschriinktes Gebiet durch elementare 
Abbildungen transformieren. Dabei werden wir diejenigen Transformationen 
benutzen, die Carathéodory fiir denselben Zweck angegeben hat*®). 


%4) Die erste Integraldarstellung von analytischen Funktionen mit einem posi- 
tiven reellen Teil ist von G. Herglotz gegeben worden in den Berichten iiber die Ver- 
handlungen der Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss. zu Leipzig, Math.-phys. Kl. 68 (1911), 8. 508. 

%) C. Carathéodory, Schwarz- Festschrift, Berlin 1914, 8. 29—30. 
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Es sei w=c ein beliebiger innerer Punkt des Gebietes G. Wir ver- 
binden die drei Punkte w =a, w=—6b, w=c durch einen Kreisbogen, so 
daB der Punkt w=c im Inneren des Kreisbogens liegt. Es seien w =a’, 
w = b’ die ersten Randpunkte, die man trifft, indem man von w =e aus- 
gehend lings des Kreisbogens nach w=-a bzw. w=b hinwandert. Die 
Transformation . 

c—b' w—a’ 
(5,1) eT Gael wae 
fihrt dann die Punkte a’, b’,c in die Punkte 0, co, 1 iiber. Das Gebiet G 
geht dabei in ein schlichtes einfach zusammenhangendes Gebiet G, der 
w,-Ebene iiber, das die Punkte w,—0 und w, =o auf seiner Begren- 
zung und die positive reelle Achse in seinem Inneren enthiilt. 
Wir betrachten nun die Transformation 


(5,2) w, = Vu, . 
Diese Funktion ist mehrdeutig. Betrachtet man aber im Gebiete G, den- 
jenigen Zweig dieser Funktion, fiir welchen die Funktion auf der positiven 
reellen Achse positive reelle Werte annimmt, so wird sie in G, eindeutig 
sein, denn die Verzweigungspunkte w,=—0 und w,= oo der Funktion in 
(5,2) liegen am Rande von G,. Dann geht durch die Transformation (5,2) 
G, in ein schlichtes Gebiet G, der w,-Ebene iiber, das auf einer Seite der 
imaginaéren Achse liegen wird. 

Durch die Transformation 
(5,3) w= 





geht dann das Gebiet G, in ein beschrinktes schlichtes Gebiet G, der 
w,-Ebene iiber. 

Setzt man wie vorhin w=/(z) und w,—q(z) und beriicksichtigt 
man die Relationen (5,1), (5,2), (5,3), so ergibt sich 


c—b’ f(z)—a 1 
(5,4) p(z)= Vxore=o—* ’ (2) -8’ 
V5 c—a’ ‘OE 


wobei nun o(z) beschrinkt ist. Es existiert also + 
(5,5) _ lim, (2) = 9 (e"*) 
fiir fast alle Werte von #, wenn man sich auf Wegen niahert, die den 
Kreis |z| = 1 nicht berihren. 
Durch Auflésung der Gleichung (5, 4) nach f(z) bekommt man 
f(z) = b’ os ') (+9 (2))*—@’(e— 0’) A - g(2))* 





—a’) (1+ @(z))*—(e—b’) (1—@(2))* 
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Nach dem von uns schon einmal erwahnten Satz von M. und F. Riesz**) 
kann die Gleichung 
(¢ — a’) (1+ p(e"*))* —(¢ —b’) (1—p(e))* = 0 
fiir héchstens eine Nullmenge von #-Werten erfiillt sein. Der Grenzwert 
lim f(z) = re") 


existiert also und ist endlich fiir fast alle Werte von #, wenn man sich 
auf Wegen nahert, die den Kreis nicht beriihren. 


Kapitel II. 
Konforme Abbildung spezieller Gebietsklassen. 


§ 1. 
Gebiete, die von einer rektifizierbaren Kurve begrenzt sind. 


6. Bevor wir zu den eigentlichen Fragen der konformen Abbildungen 
iibergehen, werden wir gewisse Sitze iiber die totale Variation analytischer 
Funktionen beweisen. Diese Sitze werden dann auf weitere Untersuchungen 
angewendet. 

Es sei f(z) eine auf dem Kreise |z| +r > 0 iiberall definierte kom- 
plexe Funktion. Wir zerlegen diesen Kreis durch n-+-1 voneinander ver- 
schiedene Punkte 


Zor 2,1 Zqs +++) Sys 

wobei 

(6,1) leo] ={2,]=|4|—---=|z,,=r 
und 

(6,2) ° 0 = arg 2, < arg z, < arg2, <<... < argz, 


ist. Wir betrachten nun die Summe 


(6,3) S,—=|f(2,) — f(2)| +| f(s) — f(4.)| +--- +1 f (4) — F(2,)|- 
Diese Summe 8, hangt natiirlich von den Punkten z,,z,,...,z, ab. Wenn 
fiir alle Zerlegungen des Kreises, bei denen die Bedingungen (6,1) und 
(6,2) erfiillt sind, S, unterhalb einer festen Zahl K liegt, so heibt f(z) 
von beschrénkter Variation auf dem Kreise |z| =r. Ferner heiBt die Zahl 
(6,4) V, {f(z)} = obere Grenze S, 
die totale Variation von f(z) auf dem Kreise |z| =r. 

Mit diesen Festsetzungen kénnen wir nun den folgenden Satz aus- 
sprechen*’ ): 

**) loc. cit. Anmerkung *), 8. 184. 


*") Der Beweis des Satzes stammt von P. Csillag, Math. és phys. lapok 26 (1917), 
8. 74—80. 
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Satz 5. Hs sei f(z) im Kreise |z| <1 reguldr analytisch, im abge- 
schlossenen Kreise|z| <1 stetig und auf der Kreisperipherie |z|=1 von 
beschrankter Variation. Dann besteht die Relation 

Vi{f(z)} <V,{f(z)}, O<r<l. 


Wir zerlegen den Kreis |z|=r durch n +-1 Punkte r = z,, z,, z,, ..., 24; 
die den Bedingungen (6, 1) und (6, 2) geniigen. Wenn wir dann die Summe (6, 3) 
- bilden, so gilt (6,4) als Definition der totalen Variation V,{f(z)}. Die 
Summe (6,3) kann aber auch so geschrieben werden: 
S, = e8(f(z,) —f(%)) + €'* (f (2g) — f(%)) +... + ef (fF (2) — F(2,)); 


wobei die Zahlen 4,,4,,...,4, samtlich reell sind. Wir bilden nun die 
Funktion 
. z Z 
(2) —e%(r (2-2) — £(2-2)) 


ia, ( ¢(2 bal itn | ¢(72.2) — f( 7 
sine (r(2-2)—1(-2)) +. +6 (r(2-2) r(2-2)). 
Beriicksichtigt man die Bedingung (6,1), so sieht man, daB p(z) im Kreise 
|z|<1 regular und in |z| <1 stetig ist. Berechnet man den Wert, den 
y(z) im Punkte z=r annimmt, so bekommt man 

P (r) = 8,. 


Nun aber nimmt y(z) ihren gréBten Wert in einem Punkte ¢ der Peri- 
pherie |z|=1 an. Es ist also 


Nach der Definition von (z) ist also 


et (r{2) —1(Be)) + o(e(3) —r(3e)) +--+ (eC ee) (2) 28 
Daher ist auch 
(6,5) | £(Z,) —f(2,)| + |f(Z,) —F(Z,)| + --- +1 F(Z) —£(Z,)| > 8,, 


indem man 








y= =e, ‘ (k=0,1,...,n), 


setzt. Die Summe, die in der letzten Ungleichung auftritt und die wir 
mit S, bezeichnen werden, ist der Summe 8S, analog, denn sie entspricht 
einer Zerlegung des Kreises, bei der die Bedingungen (6,1) und (6,2) er- 
fiillt sind. Es ist also nach Definition der totalen Variation und nach 
(6,5) V,{f(z)}} =]>S8,=8,. Da dies fiir alle méglichen 8S, gilt, ist auch 


V, {f(2)} | V, {f(z)}- 





— oO. 





} 
| 











as, er 





——o ee: 
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Um den Satz véllig zu beweisen, braucht man also nur noch zu zeigen, 
daB das Gleichheitazeichen in der letzten Ungleichheit nie stattfinden kann. 
Die GréBe V,{f(z)} kann namlich durch das Integral 


22 


(6,6) V,{f(2)} = fet (2)|40, 2z—ret?, 


0 
ausgedriickt werden. Nach einem bekannten Satz von Hardy**) ist nun 
das Integral 


I(r) = fir(re*)\ao, 0<r<l, 


eine monoton wachsende Funktion von r. Das heiBt, fiir je zwei Werte r, 
und r,, welche der Relation 0 <r, <1, <1 geniigen, gilt die Beziehung 


J(r,) SI(r,). 
Nach (6,6) ist somit tatsachlich 
(6,7) Vr.{f(2)} < Vi,{f(2)}- 


Sollte nun fiir ein R <1 
Va{f(z)} =V, {f(z)} 
sein, so miiBte fiir jedes R’, 0< R< R’<1,. 


Va{f(2)} =Ve {f(z)} 

sein, was der Relation (6,7) widerspricht. 

7. Wir kehren nun diesen Satz um und beweisen den 

Satz 6. Hs sei f(z) im Kreise |z| <1 regular analytisch. Wenn 
(7,1) Vi{f(z)} <! 
ist fiir aller <1, so ist f(z) im abgeschlossenen Kreise |z| <1 stetig 
und auf der Kreisperipherie |z|=1 von beschrankter Variation. 

Aus der Gleichung (6,6) sieht man, daB die Bedingung 


22 


(7, 2) S\zf(z)|d0<1 


0 


gleichbedeutend ist mit der in (7,1) ausgesprochenen. Auf Grund des 
Satzes 3 folgt aber dann, daB es einen Radius argz = 0, gibt, auf welchem 


lim r et% f'(r ef %) = et % f’'(e*%) 


existiert und endlich ist. Somit ist also f’(re*%) im Intervalle 0<r<l 
beschrinkt und stetig. Daraus sieht man sofort, daB f(re‘%) beschrinkt 


%) G. H. Hardy, Proc. Lond. Math. Soc. (2) 14 (1915), 8. 269—277. 
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und stetig ist: | f(re**)|< M und daB der Grenzwert 
(7,3) lim f(r e*%) = f(e*%) 
auch existiert und endlich ist. 
Wir zeigen zunichst, daB, wenn die Relation (7,2) gilt, f(z) im 
Kreise |z|<1 beschrinkt sein mu8. Man bemerke, dab 


ret? 


Fires (ret*)a0 — JS f'(z)dz=f(ret®) — f(r ei) 


roth 
ist. Nach (7,2) ist also 
(7,4) | f(r et) — f(re®™)| <1, 
wenn #, und #, zwei beliebige Werte im Intervalle 0 < #< 22 sind. Es 
gilt daher die Beziehung 
| f(z) | S| f(r ef) | + | f(r ef?) — f(ret)|< M+. 
Also ist f(z) im Kreise |z| <1 beschrankt 
Ich definiere nun die Funktionen 


u(r, 8) - fa {iret f'(re*)} dt, 


»(r,@) = f3tire f(re' ya. 
Aus dieser Definition folgt, daB 
(7,5) u(r, 8)+tr(r,8) 


o rei? 
= firetf’(ret*)dt= f f'(z)dz =f (ret) — f(ret) 
d, rei% 
ist, wobei z=re*‘ gesetzt wird. Indem wir nun die Uberlegung auf den 
S. 189 und 190 beim Beweise des Satzes 3 wiederholen, sehen wir, daB es 
eine Folge von positiven Zahlen r,,r,,... kleiner als 1 gibt, welche gegen 
Eins konvergieren und fiir welche 


(7,6) jim w(r,,0) = »(8), jim » (1,0) = » (8) 
auBer héchstens fiir abzihlbar unendlich viele Werte von 9 im Intervalle 


0 < @< 22a vorhanden und endlich sind und daB ferner «(#) und »(#) 
von beschrankter Variation sind. Nach (7,3), (7,5), (7,6) ist dann 


‘lim f(r, €¢*) = f(e8%) + u() + 49(8). 

Diesen Grenzwert bezeichnen wir mit f(e**) und bemerken, daB er von 
beschrankter Variation sein mu8. Fulglich sind die einzigen Unstetigkeiten, 
die f(e'*) haben kénnte, sprunghafte Unstetigkeiten. Dies ist aber nach 
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einem Satz von Pringsheim**) unméglich. Somit ist also f(e**) im ganzer 
Intervall 0 < t < 2a stetig. Wir betrachten noch die Darstellung 





22 
i Los 
Ire) — a | fe aareeaT 
0 


Diese Funktion ist nach den klassischen Untersuchungen von Schwarz iiber 
das Poissonsche Integral im abgeschlossenen Kreise |z| <1 stetig und am 
Rande desselben von beschrankter Variation. Somit ist der Satz 6 bewiesen. 


8. Zum Satze 6 wird noch ein erganzender Zusatz hinzugefiigt. 


Zusatz. Wenn f(z) im Kreise |z|<1 reguldr analytisch ist und 
wenn fiir alle r <1 
V,{f(z)} <1 


ist, so besitzt f(z) nach Satz 6 eine Randfunktion f(e**) von beschrankter 
Variation. Bezeichnet man die totale Variation mit V, {f(z)}, 80 besteht 
die Beziehung 
(8, 1) lim V, {f(2)} =V, (f(2)}- 

Wir betrachten beliebige n Punkte z,,z,,...,z, auf |z|=1, die der 
Bedingung 

arg z, < afgz,<... < argz, 

unterworfen sind, und die Punkte rz,,rz,,..., rz, auf |z|—=r. Wir bilden 
die zwei Summen 


8, =2\ f(z, 41) one f(z,) | , 
wobei z,,,= 2, gesetzt wird, und 
8,= 2 |f(r%+1) — f(rz,)|. 
Nach dem Satze 6 wissen wir, dab 
lim f(r e**) = f(e"*) 


fiir alle # existiert und endlich ist. Daraus sieht man sofort, dab 


im 8,— 8 
ist. Wir wissen aber auch, daB 
(8,2) V,{f(z)} = 8, 


ist. Ferner lehrt der Satz 5, daB V_{f(z)} mit r monoton wachsend ist 
und daB die Ungleichung 


V,{f(2)} <Vi{f(z)}, <i, 


%) A. Pringsheim, Minch. Sitzungsber. 80 (1900), 8. 87. 
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immer stattfindet. Es existiert also der endliche Grenzwert 
(8,3) lim V, {f(2)} <V, {f(2)}. 
Wir kénnen also den Grenziibergang r—-1 in (8,2) vornehmen. Wir be- 
kommen 
lim V, {f(2)} 2 8. 
Da dies fiir alle méglichen S, gilt, so ist auch 
. lim V, {f(2)} >V, {f(2)}. 
Ein Vergleich dieser Ungleichung mit (8,3) liefert 
lim V, {f(2)} = Va {f(2)}. 


r+l1 


womit unsere Behauptung bewiesen ist. 


9. Bisher sind alle Sitze ohne Heranziehung des Begriffes der Schlicht- 
heit bewiesen worden. Indem wir nun von der Funktion f(z) voraussetzen, 
daB sie noch schlicht ist, kénnen wir unsere Saitze auf die Theorie der kon- 
formen Abbildung anwenden. Wir fiihren jetzt die folgende Definition ein*®): 

Definition. Hin schlichtes, einfach zusammenhdngendes Gebiet G 
heiBe von beschrankiem Umjang, wenn thm eine feste positive Zahl | zu- 
geordnet werden kann, derart daB man zu jedem positiven noch so kleinen 
e einen geschlossenen Streckenzug™) &, mit den folgenden Higenschaften 
legen kann: 

1. Die Lange von &, ist nicht grofer als lL, 

2. Jeder Randpunkt von G hat eine Entfernung kleiner als « vom 
Streckenzug &,, 

3. Jeder Punkt von &, hat eine Entfernung kleiner als « vom Rande 
von G. 

Wir sehen sofort, daB, wenn man eine Zahl / einem Gebiete G im 
Sinne der Definition zuordnet, so kann auch jede Zahl L >/ demselben 
Gebiete zugeordnet werden. Um zu einer das Gebiet charakterisierenden 
Zahl zu gelangen, wahlen wir die untere Grenze / aller Zahlen L, die 
einem gegebenen Gebiet zugeordnet werden kénnen. Dann werden wir das 
Gebiet ein Gebiet von beschranktem Umfang von der Lange / nennen. 

Es sei ausdriicklich bemerkt, daB die angegebene Definition die Fille 
nicht ausschlieBt, bei denen der Streckenzug &, mehrfach zu zahlende 
Punkte**) besitzt oder mehrere Seiten hat, die einander schneiden. Wir 





®) Diese Definition ist mir von Herrn Bochner freundlichst vorgeschlagen worden. 

") Ein Streckenzug ist eine aus endlich vielen geradlinigen Strecken zusammen- 
gesetzte Kurve. 

**) Sogar mehrfach zu zahlende Seiten sind in der Definition zugelassen. 
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sehen aber zugleich, daB der Streckenzug &, durch die obige Definition 
nicht eindeutig bestimmt ist. Wenn namlich ein Streckenzug 8, der Zahl « 
zugeordnet ist, so erfiillen gewisse von &, geniigend wenig abweichende 
Streckenziige die Bedingungen 1, 2, 3 und kénnen somit §, ersetzen. 

10. Wir fassen nun einen vorerst ganz beliebigen Streckenzug §, ins 
Auge. Er zerlegt die Ebene in eine gewisse Anzahl von Gebieten, die von 
lauter geradlinigen Strecken berandet sind. Diese Gebiete werde ich schlecht- 
hin polygonale Gebiete nennen und sie durch P, bezeichnen. Jeder Punkt 
der Ebene liegt also entweder im Inneren oder auf dem Rande eines poly- 
gonalen Gebietes. Ich wahle nun einen ganz beliebigen inneren Punkt w, 
des Gebietes G und behaupte, daB, falls « geniigend klein gewahlt worden 
ist, das eine von den polygonalen Gebieten P,, die durch &, bestimmt 
werden, den Punkt w, im Inneren enthalten wird. In der Tat wurde ja w, 
als innerer Punkt des Gebietes G gewiahlt. Man kann also um w, als 
Mittelpunkt einen Kreis vom Radius a legen, dessen Punkte innere Punkte 
des Gebietes G sind. Der Punkt w, kann also nach der Eigenschaft 3 
nicht auf einem Streckenzug §, liegen, fiir welchen « < a ist. 

Ich wahle nun eine monotone Folge ¢,>«,>... positiver Zahlen 
kleiner als a, die gegen Null konvergieren. Zu jeder solcher Zahl ¢, kon- 
struiere ich einen entsprechenden Streckenzug $,,. Von den durch den 
Streckenzug bestimmten polygonalen Gebieten wahle ich dasjenige Q,,, das 
w, in seinem Inneren enthalt. Somit bekommt man eine Folge von poly- 
gonalen Gebieten Q,,, Q.., Q.,,.... Wenn ich nun einen beliebigen von 
w, verschiedenen inneren Punkt w, von @ betrachte, so miissen simtliche 
Gebiete Q,, von einem bestimmten n ab den Punkt w, im Inneren ent- 
halten. Im entgegengesetzten Falle verbinde man namlich die Punkte w, 
und w, durch einen beliebigen im Inneren von @ verlaufenden Strecken- 
zug ©. Samtliche Punkte von € miissen dann einen gréBeren Abstand 
vom Rande von @ haben als eine gewisse positive Zahl b. Ferner, wenn 
w, und w, verschiedenen polygonalen Gebieten Q,, und Q:, angehéren, so 
muS der Streckenzug &., den Streckenzug € in mindestens einem Punkte 
schneiden. Dies hat zur Folge, daB mindestens ein Punkt von £,, eine 
gréBere Entfernung als b vom Rande von G hat. Fiir jedes ¢, < 6 verstéBt 
aber das letzte Resultat gegen die Bedingung 3. Fiir jedes «,< 6 liegen 
also sowohl w, wie w, in demselben polygonalen Gebiet Q,, . 

Auf ahnliche Weise zeigt man, da jeder auBere Punkt w, von @ 
auch auBerer Punkt von allen Q,, von einem bestimmten n ab ist. So- 
mit sehen wir, daB die Gebietsfolge Q.. gegen das Gebiet G als Kern 
konvergiert. 

11. Nun kénnen aber die Rander der Gebiete Q,, auch mehrfache 
Punkte enthalten. Um diese Schwierigkeit zu vermeiden, betrachten wir 
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die zugehérigen Streckenziige &,, und kehren zu der am Anfang des Be- 
weises gemachten Bemerkung zuriick, daB man diese Streckenziige durch 
andere ersetzen kann, die von den urspriinglichen geniigend wenig ab- 
weichen. Auf Grund dieser Bemerkung wihlen wir so eine neue Folge von 
Streckenziigen @/,, daB die aus ihnen entstehenden Gebiete Q/, keine mehr- 
fachen Punkte auf den Rindern haben. Die neue Gebietsfolge Q:, kon- 
vergiert aber dann ebenfalls gegen das Gebiet @ als Kern und die Lange 
. des Randes eines jeden Q/, ist nicht gréBer als 1+, wobei 7 eine be- 
liebig kleine, positive Konstante ist. Somit haben wir den 

Hilfssatz. Hin Gebiet von beschrankiem Umfang von der Lange | 
kann als Kern einer Folge von Gebieten angesehen werden, die von rek- 
tifizierbaren Jordanschen Kurven berandet sind. Jede dieser Kurven hat 
eine Lange nicht gréBer als 1+-, wobei n eine beliebig kleine, positive 
Konstante ist. 

12. Mit Hilfe dieses Satzes kann nun folgendes leicht bewiesen werden: 

Satz 7. Es sei G ein Gebiet von beschranktem Umfang von der 
Lange |. Dann haben sdmtliche Niveaukurven**) eine Lange kleiner als 1. 

Auf Grund des Hilissatzes approximieren wir das Gebiet G durch eine 
Folge von Gebieten G,, die von rektifizierbaren Jordanschen Kurven be- 
randet sind, so daB die Lange der Rander nie gréBer als | + » ist. Wenn f(z) 
eine im Kreise |z| <1 regulare Funktion ist, welche den Kreis auf G kon- 
form abbildet und f,(z) ebenfalls eine im Kreise |z|< 1 regulare Funktion 
ist, welche diesen Kreis konform auf G@, abbildet, so mu8 die Funktions- 
folge f,(z) nach einem Satz von Carathéodory*‘) in jedem inneren Teil- 
gebiet von |z| <1 gleichmafig gegen f(z) konvergieren. 

Da jedes G, von einer Jordanschen Kurve begrenzt ist, mu8 /,(z) 
nach dem Satze II der Einleitung im abgeschlossenen Gebiete |z| <1 stetig 
sein. Da ferner der Rand eines jeden G, rektifizierbar ist, so muB f,(z) auf 
der Kreisperipherie |z| = 1 von beschrankter Variation sein und ihre totale 
Variation mu8 gleich der Lange des Randes von G, sein. Somit ist nach 
unserer friiheren Bezeichnungsweise 


AAO) Fo 
Indem wir nun zum Satze 5 zuriickkehren, sehen wir, daB 


Vitf(2)}<Vi{f,(2)}, O<r<l, 


%*) Der Ausdruck ,Niveaukurve des Gebietes“ ist hier sowie im folgenden so 
zu verstehen: Man bilde das Gebiet konform auf einen Kreis |z|<1 ab. Die Bild- 
kurven der konzentrischen Kreise |z|=1r<-1 bei dieser Abbildung heiBen die Niveau- 
kurven des Gebietes. 

*) ©. Carathéodory, loc. cit. *), 8. 126. 

















Randerzuordnung bei konformen Abbildungen. 201 
ist. Nun aber ist 


V,{f,(z)} =f \2ta(2)|a0, z=re'’. 


Diese GréBen sind aber die Lange der dem Kreise |z|—r bei der Ab- 
bildung entsprechenden Niveaukurve. Indem wir die letzten drei Ungleich- 
heiten vergleichen, bekommen wir 


22 
Sizfi(z)|\d0<l+n, O<r<1, z=re’. 
0 


Da aber die f,(z) in jedem inneren Teilgebiet von |z| <1 gleichmaBig 
gegen f(z) konvergieren, gilt dasselbe auch von den ersten Ableitungen 


und wir kénnen den Grenziibergang n—+co unter dem Integralzeichen 
ausfiihren: 


22 
{ler'(@)\a0 <t+n. 


Da aber 7 beliebig klein ist, gilt die Beziehung 


Sler'(2)|d0 <1. 


DaB das Gleichheitszeichen nicht bestehen kann, zeigt man ebenso wie am 
SchluB des Beweises des Satzes 5. Wir haben also 


22 
(12,1) Sf \er(z)|do <1, 


womit der Satz 7 bewiesen ist. 

13. Aus der Relation (12,1) folgt nun der 

Satz 8. Wenn G dasselbe Gebiet wie im Satze 7 ist, so ist jede' im 
Kreise |z| <1 reguldre Funktion f(z), welche den Kreis auf G konform 
abbildet, in |z| <1 stetig und auf |z|—1 von beschrankter Variation. 

Beriicksichtigt man die Relation 


(13, 1) v.{1(2)} =f 1272) a0, z=re”, O<r<l, 


so folgt der Satz 8 unmittelbar aus dem Satz 6. 

14. Man sieht hieraus sofort, daB8 die Kreisperipherie |z| = 1 auf eine 
stetige, rektifizierbare Kurve™) abgebildet wird. Wir setzen die totale 
Variation V,{f(z)} der Randfunktion von f(z) gleich 4 und werden be- 


%5) Diese Kurve kann auch mehrfach zu zéhlende Punkte enthalten. 
Mathematische Annalen. 104. 14 
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weisen, daB 4 = ist. Es sei zunichst 4< 1. Dann ist nach (13,1) und 
Satz 5 


S\zf(z)|\d0<i<l 
0 


fir alle r<1. Dies besagt aber, da8 saimtliche Niveaukurven eine Lange 
kleiner als 4 haben. Indem man diese Niveaukurven durch geeignete ein- 
geschriebene Polygone approximiert, bekommt man die in der Definition 
_ der Gebiete von beschrinktem Umfang verlangten Streckenziige %,, deren 
Lange aber immer unterhalb 4 ist. Dies ist aber ein Widerspruch. Denn / 
war die untere Grenze aller Zahlen, die dem Gebiete zugeordnet werden 
konnten. Wir setzen nun 4>/ und leiten ebenfalls einen Widerspruch 
daraus. Nach dem Zusatz zum Satz 6 besteht nimlich die Relation 


’ Q2 P . 
lim f Ire’ f'(re'’)|dd =V,{f(z)}=A>l. 
0 
Es kann somit ein R <1 gefunden werden, so dab 


f|Re'’ (Re) |dd>1 
ist. Dies widerspricht aber der Relation (12,1). Es mu8 also 
A=l 
sein. Die Lange der rektifizierbaren Kurve, die bei der Abbildung der 
Kreisperipherie |z| 1 entspricht, ist also gleich 7. Wir haben also den 

Zusatz 1. Hin Gebiet von beschrankiem Umfang von der Lange l 
ist ein Gebiet, das von einer einzigen stetigen, rektifizierbaren Kurve von 
der Lange | umgrenzt ist. 

15. Diese Behauptung kann aber auch umgekehrt werden: 

Zusatz 2. Jedes von einer einzigen stetigen, rektifizierbaren Kurve 
von der Lange | umgrenzte Gebiet ist ein Gebiet von beschranktem Um- 
fang von der Lange l. 

DaB das Gebiet ein Gebiet von beschrinktem Umfang ist, leuchtet 
sofort ein, indem man die rektifizierbare Randkurve durch eingeschriebene 
Polygone approximiert. Diese Polygone sind aber auch die verlangten 
Streckenziige der Definition fiir Gebiete von beschrinktem Umfang. Das 
Gebiet von beschrinktem Umfang mu8 also eine charakterisierende Kon- 
stante haben. Da8 diese Konstante / ist, folgt aus dem Zusatz 1. 

16. Die Umkehrung des Satzes 7 lautet: 

Satz 9. Es sei G ein schlichtes, einfach zusammenhdngendes Gebiet. 
Wenn alle Niveaukurven des Gebietes éine Lange kleiner als | haben, so 
ist das Gebiet von beschrinktem Umfang. 
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Nach Satz 6 ist das Gebiet von einer stetigen, rektifizierbaren Kurve 
begrenzt. Nach Zusatz 2 ist das Gebiet also von beschrinktem Umfang. 

17. Zum Schlu8 fassen wir die vom Standpunkte der konformen Ab- 
bildung wichtigsten Ergebnisse des Paragraphen im folgenden Satze zu- 
sammen: 

Hauptsatz. Hs sei f(z) eine schlichte, reguldre Funktion im Kreise 
|z|<1. Die Bedingung 


2x 
(17,1) S\zf(z)|d0<1, z=re'®, 
0 


fiir alle r <1 ist notwendig und hinreichend dafiir. daB f(z) den Kreis 
|z|< 1 konform auf ein von einer stetigen, rektifizierbaren Kurve be- 
grenztes Gebiet abbilde. Wenn die Lange der Kurve gleich | ist, so sind 
die Langen |, sémtlicher Niveaukurven kleiner als |. Dann ist ferner f(z) 
im abgeschlossenen Kreis |z| <1 stetig und auf der Kreisperipherie |z| =1 
von beschrankter Variation und es gilt die Relation 


Vi{ f(z) a l, 
sowte 
lim L=t. 
Der Grenzwert 
(17, 2) lim f'(r e'*) = f'(e*) 


ist auBer héchstens auf einer Punkimenge der Kreisperipherie vom Mag 
Null vorhanden und endlich, wenn z sich an einen Peripheriepunkt langs 
Wegen nahert, die den Einheitskreis nicht beriihren. Die so bestimmten Rand- 
werte f’(e"*) bilden eine im Intervalle 0 < 8 < 22 summierbare Funktion. 

Es bleibt nur noch iibrig, die Behauptung (17,2) zu beweisen. Sie folgt 
aber unmittelbar aus dem Satz 3, angewendet auf die Ungleichung (17,1). 


§ 2. 
Sterne. 


18. Ein Gebiet heiBt bekanntlich ein Stern in bezug auf den Null- 
punkt, wenn es den Punkt Null im Inneren enthalt und wenn die Strecke, 
die den Nullpunkt mit einem beliebigen inneren Punkt verbindet, aus lauter 
inneren Punkten des Gebietes besteht. 

Es wird der folgende Satz bewiesen: 


Satz 9. Wenn G ein Stern in bezug auf den Nullpunkt ist, so sind 
sdmtliche Niveaukurven auch Sterne in bezug auf den Nullpunkt®). 





*) DaB wir hier den Nullpunkt bevorzugt haben, ist eine ganz unwesentliche 
Vereinfachung. 
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Der folgende recht einfache Beweis stammt von Herrn Radé*’). 

Es sei w=f(z) eine im Kreise |z| <1 regulire Funktion, die den 
Kreis auf G konform abbildet und die so normiert ist, daB f(0)=— 0 ist. 
Der Kreis |z| <r <1 geht in ein Teilgebiet G, des Gebietes G@ iiber. Es 
soll also bewiesen werden, daB G, ein Stern ist. Zu dem Zweck wihle 
man einen inneren Punkt w, des Gebietes G,, der vom Nullpunkt ver- 
schieden ist. Auf der Verbindungsstrecke des Punktes 0 und w, wahle 
man einen beliebigen Punkt w. Es soll gezeigt werden, daB w im Inneren 
von G, liegen mu8. Wir kénnen schreiben: 


(18, 1) w=tw,, 


wobei / eine feste reelle Zah] zwischen 0 und 1 bedeutet. Den Punkten 0 
bzw. w, in der w-Ebene entsprechen die Punkte 0 bzw. z, in der z-Ebene. 
Dann ist sicher |z,| > 0, denn sonst wiirden dem Punkte z= 0 bei der 
Abbildung zwei voneinander verschiedene Punkte in der w-Ebene ent- 
sprechen. Die Funktion 


(18, 2) p (2) = tf (2) 


ist eine im Kreise regulare Funktion. Da der urspriingliche Bereich G 
ein Stern ist, liegen alle Werte, die o(z) im Kreise |z|<1 annimmt, 
innerhalb von G. Wir betrachten nun die zu f(z) inverse Funktion y(w) 
und bemerken, da8 in G | y(w)|<1 und y(0)=0 ist. Die Funktion y((z)) 
ist im Kreise |z|< 1 definiert und regular. Es ist ferner 


|w(p(z))| <1 
und wegen (18,2) 


v(p(0)) =0. 
Daher gilt nach dem Schwarzschen Lemma fiir alle |z| <r die Ungleichheit 
lv (~(2))|<r. 


Es folgt daraus, daB im Kreise |z|<,r die Funktion g(z) nur solche 
Werte annimmt, die im Gebiete G, liegen. Setzt man in (18,2) z=z,, 
so bekommt man die Relation (18,1). Da aber |z,| <r ist, so muB 
nach dem Vorhergesagten w im Inneren von G, liegen. Hiermit ist der 
Beweis fertig. _ ; 

19. Indem wir f(z) so normieren, daB f(0) = 0 ist, werden wir eine 
Bedingung aufsuchen, die f(z) erfiillt, wenn es den Kreis |z| <1 auf einen 
Stern in bezug auf den Nullpunkt konform abbildet. Es wird sich heraus- 
stellen, daB diese Bedingung sowohl notwendig wie hinreichend ist. 


*?) 'T, Redé, Math. Annalen 102 (1930), S. 428—429. Der Beweis wird dort far 
konwexe Gebiete ausgefiihrt, ist aber dem hier angegebenen ganz analog. 
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Es sei |z| =r <1 em zum Kreise |z|=1 konzentrischer Kreis. Er 
geht bei der Abbildung in eine geschlossene, doppelpunktfreie, analytische 
Kurve C, iiber, die ein Gebiet G, umgrenzt. Nach dem eben bewiesenen 
Satz ist G, ein Stern. Aus dieser Tatsache wollen wir zuerst schlieBen, 
daB jede von w =0 ausgehende geradlinige Strecke die Kurve C, in einem 
und nur einem Punkte trifft. Da C, in mindestens einem Punkte P ge- 
trofien wird, ist ja klar. Jetzt nehme ich an, da® sie auch in einem zweiten 
Punkte P’ getrofien wird. Dann behaupte ich, gehért die ganze Strecke PP’ 
zum Rande des Gebietes G,. Zuniachst ist es klar, da8 kein Punkt der 
Strecke ein innerer Punkt von G, sein kann. Dies folgt sofort daraus, daB 
G, ein Stern ist. Von den zwei Punkten P und P’ sei P der vom Null- 
punkt entferntere. Ich betrachte eine Folge w,,w,,... von inneren Punkten 
von G,, welche gegen P konvergieren, und betrachte die Strecken 0w,, 
Ow,,.... Da G, ein Stern ist, liegen alle Punkte dieser Strecken im Inneren 
von G,. Man kann Punkte auf diesen Strecken immer finden, die gegen 
einen beliebigen Punkt von PP’ konvergieren. Also kann kein Punkt von 
PP’ ein auBerer Punkt von G, sein. Somit gehért PP’ zum Rande von 
G,, also auch zur Kurve C,. Da aber eine geschlossene, doppelpunktfreie, 
analytische Kurve keine geradlinige Strecke enthalten kann, so zeigt sich, 
daB die Annahme, da8 P’ ein zweiter Schnittpunkt der Strecke 0P mit 
C, ist, falsch ist. Also ist unsere Behauptung bewiesen. 

Wenn sich z auf der Kreisperipherie so bewegt, daB das Innere des 
Kreises links von der Durchlaufungsrichtung liegt, so wird sich der Bild- 
punkt w so auf C, bewegen, daB G, stets links von der Durchlaufungs- 
richtung von w liegen wird. Es soll nun gezeigt werden, daB dann arg w 
monoton wichst. Wenn argw monoton abnehmen wiirde, so miiBte G, 
rechts von der Durchlaufungsrichtung von w liegen, was nicht der Fall 
ist. Wiirde nun argw nicht monoton zunehmen, so miiBten zwei Punkte 
w, und w, auf C, existieren, welche zwei Punkten z, und z, auf der 
Kreisperipherie entsprechen und fiir welche argw, = argw, gilt. Da aber 
die geradlinige Strecke, welche von w=0 ausgeht und dieses Argument 
hat, C, in nur einem Punkte trifft, so miiBte w,—w, sein, was offenbar 
unméglich ist. Somit ist also gezeigt, daB 


arg f(re'*) = Slog f(re'”) 


eine monoton wachsende Funktion von #@ ist. Also ist 


Fare f(re'*) = (2 £2) do 


fir z=re'*. Da dies fiir ein beliebiges r <1 gezeigt worden ist, so gilt 
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die Relation fiir jedes r<1. Wir bemerken, daG, da 
zf’ (z) 
f(z) 
im Kreise |z| <1 regular analytisch ist, das Gleichheitszeichen nicht vor- 


kommen kann. Wir haben also als notwendige Bedingung fiir eine Stern- 
abbildung gefunden, da8 


(2) ~ 
(19, 1) R(z £2) 0 





>> 


in |z| <1 sei. 
20. Umgekehrt wenn f(z) eine derartige regulare, analytische Funktion 


in |z| <1 ist, daB z ve in |z| <1 regular ist und dort einen positiven 


Realteil hat, und wenn ferner f’(0) +0 ist, so sieht man leicht, da8 die 
Gebiete, welche den Kreisen |z|< r<1 entsprechen, lauter Sterne sind, 
und somit ist auch das Gebiet, das dem Kreise |z| <1 entspricht, ein 
Stern. Wir kénnen also den Satz aussprechen: 

Satz 10. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dag 
eine im Kreise |z|<1 reguldre, analytische Funktion f(z) den Kreis 
konjorm auf einen Stern abbilde, ist, daB die Funktion 

2f.@) 

*7(2) 
in diesem Kreis reguldr sei und dort einen positiven Realteil besiize und 
daB f’(0) von Null verschieden sei. 

21. Der Satz 10 gibt uns nun eine Methode zur Behandlung der 
Fragen der Randerzuordnung bei sternigen Abbildungen. Der Satz 2 und 
der Satz 4 im Anschlu8 an den Satz 10 erméglichen uns namlich den 
folgenden Satz zu beweisen: 

Satz 11. Hs set f(z) eine im Kreise \z| <1 reguldre, schlichte, ana- 
lytische Funktion. Wenn f(0)=0 tst und wenn f(z) den Kreis konform 
auf einen Stern abbildet, so existiert der Grenzwert 


lim f(z) = r'(e*) 


auBer héchstens in einer Punkimenge der Kreisperipherie vom Maf Null, 
wenn z sich einem Peripheriepunkt langs Wegen ndhert, die den Hin- 
heitskreis nicht beriihren. 

Aus dem Satz 4 entnehmen wir, dab 


(21,1) lim f(z) = £(e"*) 


fiir fast alle Werte von @ existiert und endlich ist, wenn man sich gegen 
die Kreisperipherie auf die in dem Satz geschilderte Weise niahert. Aus 
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der Relation (19,1) und dem Satz 2 sieht man, daB auch 


. f(s) _ ray 
ame ray 7?) 


fast iiberall existiert mit derselben Art der Annaherung. Aus (21,1) folgt 
also, daB 





lim f’(2) = e~'* » (8) f(e'” ) 
fast iiberall existiert, womit der Satz 11 bewiesen ist. Man sieht sofort, 
daB die Bedingung f(0)—0 ganz unwesentlich fiir die Giiltigkeit des 
Satzes ist. Denn falls 
f(0)=a+0 

ist, so kann man die Funktion 

F(z) =f(z)—a 
einfiihren, fiir welche die Voraussetzungen des Satzes 11 erfiillt sind. So- 
mit gilt der Satz fiir F(z) und daher auch fiir f(z). 

22. Zusatz. Wenn f(z) die Funktion des Satzes 11 ist, so wdchet 
|f(z)| monoton auf jedem Radius des Hinhettskreises |\z|<1 und es 
existiert daher 

lim | f(r e**) | 


r+ 
fiir alle Werte von #. Unter diesen Grenzwerten kann auch der Wert co 
vorkommen. 
Man rechnet leicht aus, daB 
, - ‘(z 
ap vlog f(z) = R (52), z=re 


* 


i” 


ist. Ferner ist logf(z) im Gebiet 0 <|z|<1 regular. In diesem Gebiet 
gelten also die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen: 
J Slog f(z) =r ~ Rlog f(z). 
Es ist also nach (19, 1) 
= R log f(z) = = log | f(z) | >0, O<lz|<1. 


Wir sehen somit, daB log|f(z)| eime monoton wachsende Funktion von r 
im Intervalle 0 <r <1 ist. Somit wichst auch |f(re"*)| monoton in r 
fir 0<r<1. Da aber diese Funktion im Gebiete 0 < |z| <1 stetig ist, 
so ist sie auch monoton wachsend in r fir 0<r<1. Daher existiert 


lim | f(r e"*) | 


fiir alle Werte von #, die Grenzfunktion kann aber auch fiir gewisse 3 
unendlich werden. 
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§ 3. 
Konvexe Gebiete. 


23. Da die Untersuchungen iiber konvexe Gebiete ganz analog zu den 
Untersuchungen iiber Sterngebiete verlaufen werden und da konvexe Ge- 
biete eine bekanntere Gebietsklasse bilden, wird die folgende Darstellung 
gedrangter sein. 

Wir definieren ein konvexes Gebiet als ein Gebiet, das so beschaffen 
ist, daB die Verbindungsstrecke zweier innerer Punkte des Gebietes aus 
lauter inneren Punkten des Gebietes besteht. Ganz analog wie bei den 
Sterngebieten beweist man den folgenden Satz von Study**): 

Satz 12. Wenn G ein konvexes Gebiet ist, so sind sdmtliche Niveau- 
kurven konvexe Kurven. 


24. Der niachste Satz, der auch von Study herriihrt, lautet: 

Satz 13. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf die 
im Hinheitskreise |z| <1 reguldre, analytische Funktion f(z) den Kreis 
konform auf ein konvexes Gebiet abbilde, ist, dap f'(0)+0 sei, daf 
1+ 2f (2) reguldr im Kreise sei und dort die Ungleichung 





(2) 
9 , Ce) 
(24, 1) R(1+2 5 >0 
erfiille. 


Wir beweisen zuerst die notwendige Bedingung. Das Bildgebiet des 
Kreises |z| <r <1 ist nach dem Satz 9 ein konvexes Gebiet. Der Rand 
des Gebietes ist eine konvexe, geschlossene, doppelpunktfreie, analytische 
Kurve. Die Stiitzwinkelfunktion ist durch die Formel gegeben 


p(re'”) =5 +84 n |= log f’(z)). 


Nach den allgemeinen Untersuchungen iiber konvexe Kurven wei man, 
daB g(re‘”) eine monoton wachsende Funktion von @ ist. Es gilt also 
die Beziehung 

ap c 1 i fz) 

55 1+ GR[; logs (z)]=8[1 +27] >0, 
wobei z= re'® gesetzt wird. Somit bekommt man die notwendige Be- 
dingung. 


%*) E. Study, Konforme Abbildung einfach menhiangender Bereiche, Leipzig, 








Teubner 1912. Ein sehr einfacher und eleganter Beweis des Satzes findet sich in 
der in Anm. *’) erwahnten Arbeit von T. Radé. 
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Wenn umgekehrt f(z) regular ist, wenn f’(0) + 0 und 1 + . A > regular 
ist und wenn die Beziehung (2) 


R(I+ eS) >0 


gilt, so entsprechen den Kreisen |z| =r <1 geschlossene, doppelpunktfreie, 
analytische Kurven, die auBerdem noch konvex sind. Daraus entnimmt 
man, daB das Gebiet, welches dem Kreise |z|<1 entspricht, konvex ist. 

25. Jetzt sind wir in der Lage, einen Satz iiber die Rainderzuordnung 
zu bekommen. Es gilt namlich der 

Satz 14. Es sei f(z) eine Funktion, die den Hinheitskreis \z| <1 
auf ein konvexes Gebiet konform abbildet. Dann streben f'(z) und f(z) 
gegen bestimmte endliche Randwerte fiir fast alle Punkte der Kreisperi- 
pherie, wenn man sich auf Wegen ndhert, die den Kreis nicht beriihren. 

Die Funktion f(z) geniigt der Beziehung (24,1). Da ein konvexes 
Gebiet insbesondere ein Stern ist, so folgt der Teil des Satzes, der sich 
auf f’(z) bezieht, ohne weiteres aus dem Satz 11. Um nun den zweiten 
Teil des Satzes zu beweisen, benutzen wir den Satz 2. Wenn man 





(25, 1) P(2)=1420 


f'(z) 
setzt, so folgt, dab 
Jim, F(z) = F(e'*) 
fiir fast alle # existiert und endlich ist, wobei man sich auf nicht-tangentiellen 
Wegen gegen e'® nahert. Durch die Auflésung der Gleichung (25,1) nach 
(2): f’(z)[F(z)-1] 


f"(2) = 
sieht man, daB 
lim f”"(z)=e~'® lim | f ‘(s) [Tim lim | F(z) 1 


Zz pet? z>el 


fiir fast alle # existiert, wobei die Annaiherung in dem schon erwahnten 
Sinne zu verstehen ist. 


26. Noch einige Bemerkungen zum Satz 14 werden hier hinzugefiigt. 
Es wird sich ergeben, daB 


lim | f’(re'*) | = y(#) 
fiir jeden Wert von #@ existiert, obwohl er auch unendlich werden kann. 
Es wird sich ferner zeigen, daB es eine positive Zahl a gibt, derart, daf 
y(d)>a>0 


sein mu8 und daB, wenn das konvexe Gebiet beschrinkt ist, y(#) sum- 
mierbar ist. 
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Aus der Relation 
6 , os; id (z) 
55 (8 + 3 log f(z) =R(I+27>), 
worin z= re’° gesetzt wird, folgt unter Beriicksichtigung von (24,1), daB 





(26, 1) 4 (0 + Slogf’(z)) > 0 


_ ist. Ferner ist die Funktion log(z/’(z)) im Bereiche 0 < |z| <1 regular, 
so daB man die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen anwenden 
kann: 


xg (8 + $ log f’ (z)) =f 2 {log | z-f’ (z) |} 
Aus (26,1) folgt dann, daB im Bereiche 0 < |z| <1 


ist. Wir wahlen eimen festen Wert von #, den wir mit #, bezeichnen 
werden, und betrachten die Funktion log|z-/’(z)| lings des entsprechenden 
Radius. Wegen (26,2) wichst diese Funktion und daher auch |z/f’(z)| 
monoton im Intervalle 0<r<1. Es existiert also 


Hens -|f(ee*)| — tan | (vr o'%)| = (0). 


Der Grenzwert kann natiirlich fiir besondere Werte von ? unendlich werden, 
wie es spiter an Beispielen gezeigt wird. Aus dem Satz 14 folgt aber, dal 
die Unendlichkeitsstellen der Funktion y(#) héchstens eine Punktmenge 
vom MaBe Null bilden. 
Jetzt kann man leicht zeigen, daB es eine reelle positive Zahl a gibt, 
derart daf 
y(9)>a>0 


ist. Ware dies namlich nicht der Fall, so kénnte man eine abzahlbare 
Folge von Punkten #,,,,..., %,,... wahlen, die gegen einen Punkt #* 


im Intervalle 0<#< 2a konvergieren, und eine gegen Null strebende 
Folge von positiven Zahlen ¢,, ¢,,...,¢,,..., 80 dab 


y (3,) < en : 


fiir alle n bestehen wiirde. Wir wissen auch, daf r-|f’(re‘*»)| eine mono- 
ton wachsende Funktion ist, die mit r-+1 gegen y(#,) konvergiert. Es 
ist also 


(26,3) O<r,|f"(r,e**)|—ralf' (ree!) Sey, O<r,<1, OSt,<1, <n. 


Ich halte nun die Werte r, und r, fest und bemerke, daB r-|f’(re'’)| 
fiir ein festes r <1 eine stetige Funktion von #@ ist. Also existieren die 
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Grenzwerte 

lim f, |f’ (re) | =r, | £'(r, f°) | 
und 

Tim 1, |f’(rge*%) | = 1,| f(r, €**)|- 


In (26,3) kann man dann den Grenziibergang n —+ co ausfiihren und man 
hat somit die Relation 
O <r, (f(r ef) | — 1, |f"(r,e*")| SO 

oder 

rf (ref) |= 1, | f(r e**) |. 
Dabei kénnen in dieser Gleichung beliebige zwei Zahlen r, und r, einge- 
setzt werden, die die Ungleichheiten in (26,3) erfiillen. Man kann also 
r, = 0 setzen und wir erhalten 

rif (r,e8")|=0, O<r,<1, 

und auch 

If(r,et*)|=0, OSr<1. 
Das ist aber ein Widerspruch, denn in jedem Punkte des Hinheitskreises 
gilt die Beziehung f(z) +0. 

Wir haben somit gezeigt, daB es tatsichlich eine positive Zahl a geben 
muB, so dab 

y ( 3) => a> 0 
ist. 

Zuletzt wird noch bewiesen, daB y(#) summierbar ist, wenn wir noch 
voraussetzen, daB das konvexe Gebiet beschrankt ist. Die Randkurve ist 
dann rektifizierbar. Bezeichnet man die Lange der Kurve mit L, so ist 
nach dem Zusatz 2, 8.202 und dem Satze 7 


(26, 4) frif(re)|d0<L, O<r<l. 
Nach dem Zusatz zum Satz 6 ist 
(26, 5) lim f r|f'(re'*)|d0 = L. 


Da die Funktionen r-| f‘(re'®)| eine monoton wachsende Folge in r bilden, 
so ist nach einem Satz von Lebesgue 


22 2a 
lim f m-| f'(re'*)|dd = fp(9) dd. 
> 0 rT) 
Aus (26,4) folgt, daB w(#) summierbar ist, und aus (26,5), dab 


2a 
L=J y(@)d0 
0 
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ist. Ferner sei noch darauf hingewiesen, daB, wenn man mit s(i) die 
Bogenlinge des Randes bezeichnet, 


o 
s(#) = Sy(o)aa 
ist. Wir fassen diese Ergebnisse in einem Satz zusammen: 

Zusatz. Wenn f(z) dieselbe Bedeutung hat, wie im Satze 14, so 
wdchst |zf'(z)| monoton auf jedem Radius und konvergiert gegen einen 
endlichen oder einen unendlichen Wert. Die so definierte Randjunktion y (i?) 
hat im Intervalle 0 << 0 < 22 héchstens eine Nullmenge von Unendlich- 
keitsstellen und es existiert eine positive Konstante a, derart dap 

y(#)2a 
ist. Wenn der Bereich beschrankt ist, so ist y(i) im Intervalle0 < #<2a 
summierbar. 

27. Im Satze 14 ist bewiesen worden, dafi 


(27,1) lim f'(re'®) 
und 
(27,2) lim f"(r e**) 


fiir fast alle Werte von # existieren und endlich sind. Es wird hier die 
geometrische Bedeutung dieser Tatsache gegeben. 

Man betrachte einen Radius des Einheitskreises |z|<1, der einem 
festen Wert #, von @ entspricht. Dabei wird #, so gewahlt, da8 fiir 
diesen Wert von # die beiden Grenzwerte (27,1) und (27,2) gleichzeitig 
existieren und endlich sind. Die Bildkurve des Radius # = #, ist durch 
die Gleichung 
(27, 3) w(r, 8) = f (ret) 


gegeben. Diese Kurve ist im Intervalle 0 < r <1 definiert, sie ist doppel- 
punktfrei und analytisch. Wir méchten jetzt einen Ausdruck fiir die Kriim- 
mung der Kurve (27,3) bekommen. Nach der Definition ist 

1 dr 
(27,4) tes 
wobei t den Winkel zwischen der positiv gerichteten Tangente und der 
positiven reellen Achse und o die Bogenlinge bedeuten. Fiir diese zwei 
GréBen, als Funktionen von r betrachtet, gelten die Ausdriicke 


(27,5) t(r) = 8 + Slog f(r e*) 
und ‘ 
( 27,6) o(r) = Jif (re) |dr 


fir O0< r<il. 











Randerzuordnung bei konformen Abbildungen. 213 
Nach (27,4), (27,5), (27,6) ist also 


lid do _ 1 co, f(r ef) 
(37,7) @ dridr Fae 3(° Feat) 


Aus (27,1) und (27,2) und aus der Tatsache, dab 
lim | f'(re*)| = y (0) 2a >0 
ist, sieht man unmittelbar, daS 





lim ———— 
r>ie(r, %) 
existiert und endlich ist. 
Nun betrachte man anstatt der Bildkurve eines Radius die Bildkurve 


eines zum Kinheitskreise konzentrischen Kreises |z|=1r,< 1. Diese Kurve 
hat die Gleichung 


w (ro, #) = f(r, e'*), 
wobei # jetzt variiert und r, festgehalten wird. Die Kriimmung eeer 
dieser Kurve wird durch die Formel®*) gegeben: — 
a 1 io f(t, e**) 
ome ia ra or Tl Or 
Setzt man dann # =, in diese Gleichung ein, so sieht man, da auch 


a 
ro 1 O; (To, By) 





existiert. 


Kapitel III. 
Jordansche Kurven von beschrinkter Krimmung und eine 
funktionentheoretische Anwendung. 
§ 1. 
Geometrisches iiber Jordansche Kurven von beschrinkter Kriimmung. 


28. Wir betrachten eine Jordansche Kurve, die in allen Punkten eine 
Tangente besitzt und von der Beschaffenheit ist, daS 


(28, 1) |p(s+h)— o(s)|<|h| 


ist, wobei » den Winkel zwischen der positiv gerichteten Tangente und 
der reellen x-Achse bezeichnet und s die Bogenlinge des Kurvenbogens 
bedeutet. Es besteht fiir solche Kurven der folgende Satz: 


*) Die leichte Rechnung, dic zu dieser Formel fihrt, findet man z. B. bei 


G. Pélya und G. Szegé, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis I, 3. Kap., Aufg. 106, 
8. 105. 
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Satz 15. Es sei C eine Jordansche Kurve von der Beschaffenheit (28,1). 


Es sei M ein beliebiger Punkt dieser Kurve und P’M und MP” zwei 
Bégen der Kurve C, 


beide von der Lange = 
Dann existiert ein Kreis 
vom Radius */, *°), der 
die Kurve C im Punkte M 
von innen beriihrt, so dap 
kein Punkt des Bogens 
— 

P’ MP” im Innern dieses 
Kreises liegt. 

Wir wahlen M als Anfang des Koordinatensystems und legen die 
x-Achse lings der positiv gerichteten Tangente zur Kurve C im Punkte M 
und die y-Achse lings der nach innen gerichteten Normale. Der Satz 
wird dann richtig sein, wenn man zeigen kann, daB eine Zahl wu existiert, 


derart daB, wenn der Punkt (x,y) auf dem Bogen P’ MP” liegt, ist 
e+ (y—u)* Du’ 





Fig. 2. 


oder, was dasselbe ist 
(28, 2) z*+y*>2uy. 


Die Ungleichheit wird fiir den Bogen MP” bewiesen. Dieselbe Uberlegung 


kann man dann fiir den Bogen P’ M ausfiihren, indem man z’ = — z setzt 
und das Koordinatensystem (z’, y) betrachtet. Die Bogenlinge s und der 
Winkel » werden beide von M aus gemessen. Die Ungleichheit (28,1) 
nimmt dann die einfachere Gestalt an 


(28,3) \p(s)|<s. 
Langs des Bogens MP” liegt wegen (28,3) zwischen den Grenzen 
—7Se(s)S+35- 


Daher ist 
(28, 4) cosg = cos|p| > coss 
und 


(28, 5) sing < sin|p| < sins. 


*©) Es kann sogar gezeigt werden, da& -der Kreis vom Radius 1 der gréBte Kreis 
ist, der die im Satze 15 angegebene Eigenschaft besitzen wird. Die Aufsuchung des 
gréBten Kreises ist aber fir unsere Zwecke belanglos. 
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Es ist nun 

x = fcospas, y= foingds. 
Wegen (28,4) und (28,5) ist dann 


x> f cossds =sins, y< f sins ds = 1— coss. 
0 0 
Es ist daher 
a*+y*?>2* >1— cos*s >1 — coss > y. 
Setzt man also w=} in der Relation (28,2) ein, so ist die Ungleichung 
erfiillt und der Satz bewiesen. 


29. Die zwei Punkte P’ und P” zerlegen die Jordansche Kurve C in 
zwei Jordansche Kurvenbégen, von denen der eime den Punkt M im Innern 
enthalt und der andere nicht. Den ersten bezeichnen wir mit CO’ und den 
zweiten mit C”. Wir betrachten einen beliebigen Punkt Q des Bogens 0” 
und bemerken, daB die 
(29, 1) untere Grenze MQ =d>0 

Q@cc” 

sein mu. Denn sonst wiirde ja die Kurve einen Doppelpunkt besitzen. 
Wenn man also einen Kreis vom Radius d um den Punkt M legt, so kann 
kein Punkt des Bogens C” im Innern dieses Kreises liegen. Das gemein- 
same Gebiet von diesem Kreis und dem urspriinglichen Kreis vom Radius 
u =} enthalt iiberhaupt keine Punkte der Kurve C im Innern. Wir zeichnen 
nun einen Kreis in diesem Gebiet, welcher den Kreis mit dem Radius 
u = im Punkte M beriihrt. Dieser Kreis wird dann keine Punkte von C 
im Innern enthalten und wird C im Punkte M berithren. Wir haben also 
bewiesen : 

Satz 16. Hs sei C die im Satze 15 angegebene Kurve und M sei 
ein beliebiger Punkt dieser Kurve. Dann existiert mindestens ein Kreis, 
der die Kurve C im Punkte M beriihrt und keinen Punkt von C im 
Innern enthdlt. 

30. Wir vervollstandigen nun die Betrachtungen der Satze 15 und 16, 
indem wir den folgenden Satz zeigen: 

Satz 17. Es sei C die im Satze 15 angegebene Kurve. Dann existiert 
eine Zahl e>0, derart dap, wenn M ein beliebiger Punkt dieser Kurve 
ist, ein Kreis vom Radius e zugleich die Kurve in M von innen beriihrt 
und keinen Punkt von C im Innern enthdlt. Dabet hangt die Zahl ¢ 
nicht vom Punkte M ab. 

Von den Punkten P des Bogens CO” in der Fig. 2, die der Relation 


MP=d 
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geniigen, wobei d in (29,1) definiert ist, wahle ich denjenigen, fiir den MP 
den kleinsten Winkel mit der positiv gerichteten x-Achse macht, und be- 
zeichne ihn wiederum mit P. Die Punkte P’, P”, P, die GréBe d und die 
Bégen C’ und C” hangen natiirlich vom Punkte M ab. Daher werde ich 
die Bezeichnung P’(M), P”(M), P(M), d(M), C’(M), C”(M) gebrauchen. 
Ich méchte zeigen, daB fiir jeden Punkt M auf der Kurve C die GréBe d(M) 
oberhalb einer positiven Konstante liegen wird. Dies kann man auf folgende 
Weise schreiben: 
(30, 1) untere Grenze d(M)=6> 0. 

McC 
Im entgegengesetzten Falle wahle ich eine Folge von positiven Zahlen «,, 
fg, +++» &,, +++, Gie gegen Null konvergieren. Zu jeder Zahl ¢, wird dann 
mindestens ein Punkt M, auf C existieren, fiir welchen die Relation 


(30, 2) d(M,)<e, 
besteht. Somit bekommen wir eine unendliche Folge von Punkten auf C, 
M,, M,,.-., M,,.... Ich wihle eine gegen einen einzigen Punkt M* kon- 


vergierende Teilfolge dieser Folge, die ich mit M,, M,,, ..., My, ... be- 
zeichne. Zur gleichen Zeit betrachte ich auch die Folge P( M,,), P(M,,), ..., 
P( M,,), .... Diese Folge besteht entweder aus endlich vielen oder aus 
unendlich vielen Punkten. Im Falle von endlich vielen Punkten muB sich 
unter diesen Punkten ein Punkt P* befinden, der so beschaffen ist, dai 
P*< 0"(M"*) oder P* = P’(M*) oder P* = P”( M*) ist und daB M* P*=0 
ist. Dies widerspricht also der Relation (29,1). Wir diirfen daher annehmen, 
da8 es unendlich viele verschiedene Punkte P( M,,), P( M,,),-.-, P(Ma,), --- 
gibt. Ich wahle einen beliebigen Haufungspunkt der Punktmenge und be- 
zeichne ihn mit P*. Wie im endlichen Fall laBt es sich leicht zeigen, daB 
die folgenden zwei Beziehungen erfiillt sind: 





1. P*cC"(M*), oder P*=—P'(M*), oder P*=P"(M"*), 
2 M°P*=0. 
Das erste sieht man ein, indem man sich iiberlegt, dab nach der Definition 
der P(M) 
P(M,,) { C'( Mn) 
ist. Nun aber konvergieren bei wachsendem & die Bégen C’(M,,) gegen 
C’(M*) und somit kann kein Haufungspunkt der P(M,,) im Innern von 


C’(M*) liegen. Zum Beweise der zweiten Behauptung bemerkt man, dai 
nach (30,2) die Beziehung 





M*P(M,,) < M* My, + Mn, P(Ma,) S en, + M* Mn, 
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besteht. Man kann somit die Entfernung M*P(M,,) beliebig klein machen, 
indem man k groB8 genug wahlt. Also ist die Entfernung des Punktes M* 
von jedem der Hiaufungspunkte der Folge P(M,,), daher auch von P* 
gleich Null. Die Eigenschaften 1. und 2. kénnen aber nicht zugleich fiir 
einen Punkt P* einer Jordanschen Kurve zutreffen und daraus erweist 
sich die Relation (30,1) als richtig. 

Nun wiahlen wir einen ganz beliebigen Punkt M auf der Kurve C. 
Wir zeichnen einen Kreis K, vom Radius}, der die Kurve C im Punkte M 
von innen bertihrt. Dieser Kreis enthalt nach Satz 15 keinen Punkt von 
C'(M). Wir zeichnen auch einen Kreis K, mit dem Radius 4 (é ist in 
(30,1) definiert) um den Punkt M. Dieser Kreis enthalt nach der obigen 
Uberlegung keinen Punkt von 0”(M). Das Gebiet K,>< K, enthilt also 
iiberhaupt keine Punkte von C, und in diesem Gebiete zeichnen wir einen 
Kreis, dessen Radius wir mit e bezeichnen, der C im Punkte UM beriihrt. 
Es ist klar, daB e von M nicht abhiangt, und daher ist der Satz bewiesen. 

31. Durch eine unwesentliche Modifikation des vorhergehenden Beweis- 
ganges zeigt man die folgende Erginzung zum Satz 17: 

Zusatz 1. Es sei C die im Satze 15 angegebene Kurve. Dann existiert 
eine Zahl e'>0 derart, daB, wenn M ein beliebiger Punkt dieser Kurve 
ist, ein Kreis vom Radius e’ zugleich die Kurve in M von aufen beriihren 
und keinen Punkt von C im Innern enthalten kann. Dabei hangt die 
Zahi e' nicht vom Punkte M ab. 

32. Bemerkung. Die Sitze dieses Paragraphen haben wir unter Be- 
nutzung der Beziehung (28,1) abgeleitet. Man sieht aber sofort, daB man 
(28,1) durch die allgemeinere Relation 


(32, 1) lp(s+h)—(s)|<elh|, e>9, 
ersetzen kann und ganz analoge Resultate daraus bekommt. 
§ 2. 


Funktionentheoretische Anwendung. 

33. Man sieht, daB, wenn man den Satz IV der Einleitung mit den 
vorhergehenden geometrischen Betrachtungen verbindet, gewisse funktionen- 
theoretische Siitze zu vermuten sind. Diese Sitze werden nun ausgefiihrt. 
Ich beweise den 

Satz 18. He sei C eine geschlossene Jordansche Kurve mit der Higen- 
schaft (32,1). Hs sei f(z) eine im Kreise |z| <1 reguldre, analytische 
Funktion, welche den Kreis auf das von C begrenzte Gebiet konform ab- 
bildet. Dann besitet f(z) eine Winkelderivierte in jedem Peripheriepunkte 
des Kreises|z|—=1 und die somit definierte Randfunktion ist beschrankt. 
Ferner liegt | lim, (2) | oberhalb einer von 0 unabhangigen positiven Zahl. 


Mathematische Annalen. 104. 15 
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Man wiahle einen beliebigen Punkt P der Kurve C. Aus den geo- 
metrischen Betrachtungen sieht man, daB es eine Zahl a gibt derart, daB 
w-Lbene ein Kreis vom Radius a, der die Kurve C im Punkte P 
von innen beriihrt, ganz im Innern des von C um- 
C grenzten Gebietes liegt und da8 ein Kreis vom Radius a, 
> der die Kurve C im Punkte P von auBen beriihrt, 
Fig keinen inneren Punkt des von C umgrenzten Gebietes 
+s enthalten kann. Ferner kann « so gewahit werden, 
™* daB es vom Punkte P nicht abhangt. Man ver- 
binde den Mittelpunkt des im Innern des Gebietes liegenden Kreises 
mit P und den Halbierungspunkt dieser Strecke bezeichne man mit A. 
2Foene Dann ist AP= +. Nun wird eine beliebige Abbildungs- 
funktion f,(z) gewahlt, fiir die 
f(0)=7, A*O)=d 
ist. Somit ist die Abbildungsfunktion eindeutig bestimmt. 
Fig. 4. Bei dieser Abbildung soll der Punkt w= A dem Punkte z =a 
und der Punkt w= P dem Punkte z = p entsprechen. Man 
betrachte weiter eine zweite Abbildungsfunktion f,(z), fiir welche 
f,(0)=A4, f(1)=P 
gilt. Durch die Transformation 


« Ge**—1 z-a 
= = = 9 
eft'—_q @z-—1 








wobei t= argp ist, wird der Kreis |z|=—1 derart auf sich abgebildet, 
da8 der Punkt a in den Anfangspunkt und der Punkt p in den Punkt 1 
iibergefiihrt wird. Die Funktion 
y (2) =f,(2*) 
ist dann wiederum eine Abbildungsfunktion und zwar so eine, daB 
y(a)=f,(0)=A 


7 (p) =f,(1) =P 
ist. Bei dieser Abbildung entspricht also wieder der Punkt a dem Punkte A 


und der Punkt p dem Punkte P, wie es bei der durch f,(z) geleisteten 
Abbildung gewesen ist. Daher mu8 


(33, 1) 6A =) (2) =A (2) 


e'*—q 42-1 


und 








sein. Nun wird die w-Ebene durch eine starre Bewegung so transformiert, 
da8 der Punkt P in den Punkt« verschoben wird und die Tangente zum 
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Rand im Punkte P in die Gerade R(t) —« iibergefiihrt wird. Somit geht 
der Punkt A in den Punkt t= %* iiber. 
Es sei t= f,(z*) die Transformation, bei der der Kreis in den neuen 
Bereich iibergeht und f,(0) =°“, f,(1) —« sind. 
Dann besteht die Relation — t—£bene 
(33, 2) fs(2") = Bf (2")+K, 
wobei |8|=1 und K eine bestimmte komplexe 
Zahl ist. Nun wird der Kreis |t|<« auf das 


AuBere des Einheitskreises |W| >1 abgebildet. 
Diese Abbildung wird durch 


we * Fig. 5. 
t 
geleistet. Der Kreis |t —-2a|<« geht bei dieser Transformation in den 
Kreis |W—2| <3 iiber, welcher den Einheitskreis im Punkte W=1 beriihrt 
und dessen Mittelpunkt in W=# liegt. 
Dabei entspricht t = ~ dem Punkte W= ? wW-Ebene 
und t=a@ dem Punkte W=1. Wenn Y 
nun W= F(z*) die Abbildung des Kreises Z 
|z*|<1 auf den Bereich in der W-Ebene J 


leistet und wenn F(0)=§ und F(1)=1 


% 


ist, so besteht die Relation 


(38, 3) F(z*) 


pas a 
‘ fe(2*)" 
Nach dem Satz IV der Einleitung cxistiert 


eine Winkelderivierte von F(z*) im Punkte Fig. 6. 
z*=1 und es besteht die Relation 


(33, 4) [lim F’(2*)| <5. 
Lést man die Gleichung (33,3) nach f,(z*) auf, so ist 


f,(2*) eof F(z*) : 


Differenziert man nach z*, so ist 


S/o —— a a 
f(z Fase (2 ). 


Nach (33,4) und nach der Relation lim F(z") =1 ist 








| im fe(2*)| = e| lim F'(2*)|< $. 
15* 











Nach (33,2) haben wir |f,;(z*)| =| f.(z*)| und daher 
| Jim fe(2")| < = 
Nun aber ist nach (33, 1) 
file) = f(a") Ge = Le gee) 


. a (az 





und 





|fi(z)| — | f(z (2*)|. 


= 
Also ist 


(33, 5) | lim f(z) | < ealaae | +— 


|jap—1|* > 3 (1-Ja|)* 


Diese Ungleichung gilt fiir den Randpunkt P. LaSt man nun P die ganze 
Randkurve durchlaufen, so bewegt sich der Punkt A auf einer Kurve, 


deren jeder Punkt die Entfernung 3 vom Rande hat. Dementsprechend 








bewegt sich z= a auf einer Kurve, die im Inneren von |z|< d <1 liegt, 
wobei d eine Konstante ist, die nur von der Funktion f/,(z) abhangt. Fiir 
jeden Randpunkt gilt dann aus |a|<d<1 und aus der Relation (33,5) 
die Abschatzung 

{1 lim fi(z)| <= ra 
Somit sind die Randwerte der Ableitung beschrinkt. Da /,(z) eine be- 
liebige Abbildungsfunktion war, so gilt diese Tatsache auch fiir jede Ab- 


bildungsfunktion f(z). 
Um den Beweis des zweiten Teiles des Satzes zu erbringen, bemerken 
wir, daB nach dem Julia-Carathéodoryschen Satz**) 
. 1% 1 
dm PO 25 
ist. Daraus folgt, daB 
| lim f(2*)| =| lim f4(e*) | >< 
ist. Dann ist aber 
Jim fe(2)| = aT | im fie) > < tals + = I-Ie 


1|* ‘1 5 |ap—1|* = 5 1+/a| 
und schlieBlich 
1—d 
| lim A(2)| 25 79° 


wodurch die Behauptung bewiesen ist. 


“) C. Carathéodory, loc. cit. *), 8. 5—9. 

















—————e 


ee — a 
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34. Wir verscharfen diesen Satz, indem wir den folgenden Satz zeigen: 

Satz 19. Wenn f(z) dieselbe Funktion ist wie im Satze 18, so ist 
f'(z) im Kreise |\z| <1 beschrankt. 

Wir machen den Ansatz 





ie 1 it Lae” 
f(re = 4 free TFN Tres (o—s 2 
v0 


Differenziert man beide Seiten nach #, so bekommt man 





2x 
= 1 it, 2 te 
kor ‘5a (i=7= Srem(Sn7j) 4 
(34, 1) | 22 


1 1—r* id 
=— 2 rle e) 2 (; 1+rt— Fran (baa) a (s=re"). 





Die Funktion f(e"*) ist nach dem Hauptsatz des Kapitels II, § 1, 8. 203 
von beschrinkter Variation. Sie ist also fast iiberall in 0 << ¢t< 22 diffe- 
renzierbar. Dem Beweise des Satzes von Fatou (bei uns Satz 1) ent- 
nehmen wir die Tatsache, daB, wenn f(e*') im Punkte t= @ differenzier- 
bar ist, die Relation 

: . , i d i 
(34,2) lim f'(r e*) = 5 r(e*) 
besteht. Aus (34,2) folgt nun unmittelbar 

Te er |d i 
| lim 7'(re*)| =| Fe r(e"*)|, 

indem wir bemerken, da8 die Gleichheit fiir fast alle Punkte des Definitions- 
intervalles gilt. Nun wissen wir aber aus dem Satz 18, daB die linke Seite 
eine beschrinkte Funktion ist. Daher liegt Fr f(e'*)| bis auf eine Null- 
menge unterhalb einer festen positiven Zahl M. Dies hat zur Folge, dab 
f (e**) eine Funktion von beschrinkten Differenzenquotienten ist, d. h. es ist 


(34, 3) | F(ef*) — fle?) | SMI, 


wobei M dieselbe feste positive Zahl ist. Es soll nun gezeigt werden, dab 
dann auch 


(34, 4) | f(r et(@+™) — f(re**)| <Mijh\ 


ist. Setzt man {—e'* und z=re™, so nimmt die zu beweisende Be- 
ziehung (34,4) die folgende Form an: 


(34, 5) |f(¢2z) —f(z)| SMAI. 
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Nun bemerken wir, daB die Funktion f(¢z) — f(z) ihren Maximalwert am 
Rande erreicht, denn sie ist ja am Rande stetig. Der Maximalwert aber 
ist nach der Ungleichung (34,3) nicht gréBer als M|h|. Somit ist die 
Relation (34,5) und aaher auch (34,4) bewiesen. Es folgt daraus un- 
mittelbar, daB im Kreise |z| <1 


of 





36|7= \2f'(z)| <M 
ist. Aus dem Schwarzschen Lemma sieht man, daS 
\f'(z)|<mM 


ist. Der Satz ist also bewiesen. 
35. Wir betrachten wieder das von der Kurve C beschrinkte Gebiet. 
Die Lange einer Niveaukurve ist 


2a 
L=Jfrif'(re’®)|\de. 
0 


Nach dem Hauptsatz des Kapitels II, § 1, 8. 203 ist 


lim 1 = 1, 


roi” 


wobei | die Lange der Kurve C ist. Da f(z) im Kreise|z| <1 beschrankt 
ist, kénnen wir auch folgendes schreiben: 


22 22 
lim f r|f’(re'*)\da = f lim | f'(re'*) | dd. 
0 ‘> 


rl 0 


Wenn man also den Ausdruck unter dem letzten Integralzeichen mit y (#) 
bezeichnet, so ist 


22 
l= f y(d)dd. 
0 
Wenn man ferner die Bogenlinge auf C von demjenigen Punkte auf C 
miBt, der dem Punkte #=0 auf dem Kreise |z|—1 bei der Abbildung 


entspricht und wenn man diese Bogenlange als Funktion s(#@) von # auf- 
faBt, so kann man durch éhnliche Uberlegungen zeigen, daB 


s(4)= J v(9)d0 


ist, wobei y(#) eine beschrankte meBbare Funktion von # ist. Daher ist 
8(#) eine Funktion von beschrankten Differenzenquotienten. 

Zusatz. Die Bogenldnge s(#) auf der Kurve C als Funktion von 
3 tet von beschrankten Differenzenquotienten. 

36. Im Satze 18 haben wir gesehen, daB die Randfunktion y(#) von 
| f’(z)| beschrinkt ist. Wir werden noch mehr iiber y(#) aussagen kénnen, 











(3 


bs = & 


=— > 
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wenn wir den folgenden Hilfssatz bewiesen haben, welchen wir spiter in 
anderem Zusammenhang noch benutzen werden: 


Hilfssatz. Ee set 
(36, 1) S[a,cosn + b, sinn d] 


n=1 


die Fouriersche Rethe der totalstetigen, periodischen Funktion p(@) mit 
der Periode 22 und mit einer Ableitung von der Klasse L’ (p > 1) **). 
Dann ist die konjugierte trigonometrische Rethe 


(36, 2) S([—b,cosnd + a,sinn 0] 
n=1 


eine Fourtersche Rethe einer totalstetigen Funktion wy(d), welche eine Ab- 
leittung der Klasse L” hat. 


Die Koeffizienten in der Reihe (36,1) sind durch die Formeln: 


a= 1 {@(0)cosn dae, »,=+1 [9 (#)sinn oad 


gegeben. Da ~(#) totalstetig ist, kann man partielle Integration ausfiihren: 


n 
Jax 


o,— [2.0 (0)sinnd]” — 2 [o(o)sinnoae, 


a 


1 - 1 , 
b= [- aa? (P)cosnd) + —— fe (#) cosnddd. 
Aus der Periodizitét von y(#) folgt 
a,=—— yp (#)snnddé, b,= 2 [o'()cosn oad. 


Bezeichnet man nun mit a’ und b’ die Fourierschen Koeffizienten der 
Funktion p’(#): 


a,=+{ 9'(9) cos nO d#, 


b= + | 9'(0) sin nods, 
so besteht also die Relation 
aj=—nb,, b,=——na,. 


*?) Kine summierbare Funktion hei®t von der Klasse L”, wenn die p-te Potenz 
des absoluten Betrages der Funktion nach Lebesgue integrierbar ist. 
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Somit kann die Fouriersche Reihe der Funktion p’(#) geschrieben werden “*): 


3 (nb, cos n# — na, sin nd}. 


n=1 


Es wurde ferner vorausgesetzt, daB8 g’(#) von der Klasse L” (p > 1) ist. 
Nach einem Satz von Riesz**) ist dann die zur letzten Reihe konjugierte 
trigonometrische Reihe 


S[na, cos nd + nb, sin nd} 


n=l 


auch die Fouriersche Reihe einer Funktion 7(#) von der Klasse L’. Man 
integriere diese Reihe gliedweise zwischen 0 und #: 


(36, 3) S [—b, cos nd + a, sin nd] — S[— d,]. 


Nach einem Satz von Fatou**) stellt diese Reihe die Fouriersche Reihe 
einer totalstetigen Funktion y(#)— y(0) dar, die durch 


y (8) — y(0) =fx(s)at 


gegeben wird. Andererseits ist aber die Reihe (36,3), von einer additiven 
Konstante abgesehen, genau dieselbe wie (36, 2). Aus der letzten Formel 
hat y(#) ferner eine Ableitung der Klasse L. Somit ist der Hilfssats 
bewiesen. 

37. Wir sind jetzt imstande, weiteres iiber die Randfunktion y(#) 
von |f’(z)| suszusagen. Aus der Beziehung (32,1) folgt namlich, daf 
(8) totalstetig ist und daS S® beschrinkt ist. Aus dem Zusatz zum 
Satz 19 folgt, daB s(#) totalstetig und monoton wachsend ist und dab 
<* beschrinkt ist. Dann ist auch die Funktion (s(0))—(#) total- 
stetig**) und 4 einer beschrankten Funktion aquivalent. Es ist also sicher 
[ss] fir alle p>1 nach Lebesgue integrierbar. Nun aber ist auch 
y(8)-—8—F eine totalstetige, periodische Funktion mit der Periode 22 
und mit beschrinkter Ableitung. Es ist infolgedessen [$5 —1]" fiir alle 
p > 1 integrierbar. Diese Funktion (#) — @ — + ist auBerdem die Rand- 


**) Diese SchluBweise findet man bei E.W. Hobson, The theory of functions of a 
real variable and the theory of Fourier’s series, Bd. I, 8. 6839—640. 

“) M. Riesz, Math. Zeitechr. 27 (1928), 8. 224—226. 

*) P. Fatou, loc. cit. *), 8. 384. 

**) C. Carathéodory, Vorlesungen iiber reelle Funktionen (1927), 8. 556. 
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funktion der im Kreise |z|<1 reguliren Potentialfunktion § log /‘(z). 
Die Randfunktion der konjugierten Potentialfunktion §t log f’(z) = log | f’(z)| 
ist log $5. Der eben bewiesene Hilfssatz iehrt dann, daB log $* totalstetig 
ist und daB die Ableitung dieser Funktion allen Klassen L’ far p>l 

ee ’ d : d 
gehért. Daher ist auch y(#) = 5; totalstetig und 5% gehért allen Klas- 
sen L” fiir p>1 an. Man kann auch etwas iiber die Randwerte der 
Funktion f”(z) aussagen. Es ist namlich 
f"(z)_—s F elP4s d 


re 
—x 


im Kreise |z| << r<1, wobei g(r, #) die Tangentenwinkelfunktion der 
Bildkurve |z| =r <1 ist. Partielle Integration liefert 


f"(z) _ r—-z 1 d eet) 


Geht man hier zur Grenze r— +1 iiber, so erhailt man eine im ganzen 
Einheitakreise |z|< 1 giiltige Darstellung 





f"(z) 1-2 1 " d (ef?+z 
1+20@)— et foto) ge (Gott) a0. 


Nach fritheren Uberlegungen ist y(#) totalstetig und man kann also wie- 
der partielle Integration ausfiihren: 





” S ie 
i tg ta] Ogee 


Spaltet man das Integral in seinen reellen und imaginaren Teil, so be- 
kommt man 


re) _ if. Soe 
w[1+ 202] —2 fo (9) ares 8) 478 29 





f'(2) 


und 


f” (2) if , 2rsin (y—#) 
g[1+2F@)- 1 fe (9) Frees) rr 2? 
wobei z= re’” gesetzt wird. Da y’(#) beschrinkt ist, gehért es zu allen 
Klassen L’ fiir p>. Es ist also 
lim ® [2 +22 = 9'(9) 


z>et? f’(z) 








—x 
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fiir fast alle 3, wobei z—+e** eine zum Kreise nicht tangentielle An- 
naherung bedeutet. Nach dem von uns schon erwahnten Satz von Riesz**) 
ist dann auch fiir fast alle 3 





lim (14208 | = 1,(#), 


wobei 7,(#) allen Klassen L’ fiir p>1 gehért. Setzt man also 


142 _ © (2), 
f(z) 


f"(z)= f’() 








und 
7 


lim f(z) = lim [oe  (,(2) —1)| 


z>e* 


” (90) + #4,(8) —1) lim f(z) = v,(9) 


existiert fiir fast alle Werte von #. Aus der Form des Grenzwertes sieht 
man ohne weiteres, daS |y,(#)| der Klasse L” fiir alle p>1 gehért. 
Wir fassen diese Ergebnisse in einem Satz zusammen: 

Satz 20. Wenn f(z) dieselbe Funktion ist wie im Satze 18, so ist 
f'(z) im Kreise |z|<1 stetig wnd am Rande iotalstetig. Die zweite Ab- 
leitung f(z) hat Randwerte 


lim f’ "(z )=y,(%) 


z>ei? 


fiir fast alle } im Intervalle 0 << 8 22, wenn man sich gegen den Rand 
auf Wegen nahert, die den Kreis nicht beriihren. Diese Randfunktion yw, (#) 
hat die Higenschaft, daB | y,()|” fir alle p=>1 summierbar ist. 


Kapitel IV. 
Verallgemeinerungen. 

38. Es wird der folgende Satz bewiesen: 

Satz 21. Hs sei eine geschlossene Jordansche Kurve vorgelegt, welche 
in jedem Punkte eine eindeutig definierte Tangente besitzt. Der Winkel, 
den die Tangente mit der positiv gerichteten reellen Achse bildet, sei durch 
gp bezeichnet und die Bogenldnge durch s. Wenn '(s) totalstetig ist 
und ~”(s) von der Klasse L” (p> 1), so konvergiert die zweite Ables- 
tung f"(z) der Abbildungsfunktion f(z) gegen Randwerte, die eine Funk- 
tion bilden, deren reeller und imagindrer Teil totalstetig sind, wenn man 


*) loc. cit. Anm. “), S. 224. 
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sich auf Wegen ndhert, die den Kreis nicht beriihren. Bei derselben An- 
niherung konvergiert die dritte Ableitung f(z) gegen bestimmte Rand- 
werte fiir fast alle Randpunkte und die somit definierte Funktion ist von 
der Klasse L’. 

= Abschnitt 37 haben wir gesehen, dap ; totalstetig ist. b oaty ist 


vo. “ —, De weiterhin Be Rbechritt 37 log “* total- 


stetig _ und die Abeitung © — ~* |e allen Klassen L” fiir p >1 glia, 80 


auch 5% 


muB - auch allen iia L’ fiir p >1 gehdren. Daher mu8 auch 


d}* ds di* ds® \dd 





d*y dg d*s d* (#2) 


von der Klasse L” sein, wobei p hier den festen Wert hat, den wir im 
Satze 21 gewahit haben. Man betrachte nun die Gleichung (37,1) 8. 225. 
Da p'(#) stetig ist, muB die Relation 


lim m1 14208) = 9'(9) 


z>et? f'(z) 





fir alle # bestehen. Da p’(#) totalstetig und y”(#) von der Klasse L’ 
fiir ein p> 1 ist, so existiert auch nach dem Hilfssatz auf 8. 223 der 
Grenzwert 


z>et? | f’(z) 


fiir alle 3, wobei jetzt y,(@) totalstetig ist und mit einer Ableitung von 
der Klasse L” versehen ist. Setzt man also 


lim § f14+ 20 f re | (8) 


f” (2) 
1 = &,( 
+855 z), 





so ist 
¢"(2) = ©) (@, (2) —1) 
und 
lim | f "(2) =e" '? (p' (0) + ey, (8) — 1) lim of (2); 


z>et? 


woraus man gleich sieht, daB sowohl der reelle wie dee i imaginare Teil des 
Grenzwertes totalstetige Funktionen von # sind. 


Zum Beweise der zweiten Behauptung des Satzes differenziere man 
beide Seiten der Gleichung (37,1) 8. 225 nach z: 


d f"(z))__ 1 ’ d (ef? +2 




















228 W. Seidel. 
Eine leichte Rechnung zeigt, daB 


d (+) Ps d ot) 
az\,i¢_,/ i240 








ist. Setzt man dies im Integranden ein, so ist 


i(1++ £0) —— st foe )4(St ‘) ae. 


Partielle Integration kann hier ausgefiihrt werden, denn p’(#) ist ja 
totalstetig : 





a 


’ f" (2) 1 ” 
(38, 1) ig[1+2 ral mn]? (9) oa st a0. 





Man spalte nun das Integral in seinen reellen und imaginiren Teil: 


(38,2) w[éez, (oe))-a J» "(9) reer e? 


und 





x 


*'7'(2) 2rcos(#—v)+r* 





indem man z=re"” setzt. Es ist aber schon gezeigt worden, daB ”(#) 
von der Klasse L” ist. Dann wei8 man aus (38,2), daB 


: ho f” (2) aout alll 
stm Bi (2S) 9 
fiir fast alle # existiert, wenn man sich auf Wegen njahert, die den Ein- 
heitskreis nicht beriihren. Nach dem Satz von Riesz‘*) konvergiert dann 


sind [Fa (75)] “H 


fiir fast alle Werte von # und der Grenzwert bleibt derselbe, wenn man 
sich auf Wegen nahert, die den Einheitskreis nicht beriihren. Die auf 
diese Weise definierte Funktion y,(#) ist dann ebenfalls von der Klasse L’. 
Also existiert auch fast iiberall der Limes 








lim, [ie Z; (2 52)] = 9”(0) +iv4(9). 


**) loc. cit. Anm. “), 8. 224. 
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Mit der Bezeichnung P . 
27, (24 i) = ®, (2) 





f’(z) 
ist nun 2% a 
mo, —_ | Pa(2) f" (2) (2) ft) 
©) i +#(R) —F Palle 
Daraus und aus dem Satz 18 sieht man nun, daB 
im, f(z) 


fiir fast alle Werte von # existiert und gegen eine Funktion der Klasse L” 
konvergiert. 

39. Der Satz 21 wird nun durch Induktion verallgemeinert. Der Be- 
weis wird ganz analog sein, aber der Ubersichtlichkeit wegen wird er in 
mehrere Teile zerlegt. 

Hilfssatz 1. Das vorgelegte Gebiet sei so beschaffen, daB die Funk- 
tionen (8), p(s), (8), - ... 9" ~” (8) totalstetig sind, wihrend o"~ (8) 
von der Klasse L? fir p> ist. Dabei ist n> 3. Dann sind die Funk- 
tionen 8(), 8’(@),...,8~ (8) totalstetig und s™(#) von der Klasse L’. 

Der Satz ist richtig fiir n = 3. Wir haben namlich im Satze 21 ge- 
sehen, daB, wenn p(s) und ’(s) totalstetig sind und p”(s) von der 
Klasse L”, p(#) und o’(#) totalstetig und y”(#) von der Klasse L” 
sind. Die zu diesen Funktionen konjugierten Funktionen sind log $, 
(log os) und (log s) - Die zwei ersten Funktionen sind also totalstetig 
und die dritte von der Klasse ZL”. Daraus folgt durch Auflésung, da8 
8(0), s’(#), 8”(@) totalstetig sind und s”(#) von der Klasse L’. 

Fiir héhere Werte von n wird der Satz durch Induktion bewiesen. 
Wir nehmen also an, der Satz sei richtig fiir n — 1, und wollen dann be- 
weisen, daB der Satz auch richtig fiir n sein wird. Der folgende Satz ist 
also richtig: Wenn ¢(#), ’(s),..., ~~ (s) totalstetig sind, wahrend 
o”~”(s) von der Klasse L’ ist, so sind die Funktionen s(#), s’(8),..., 8-8) 
totalstetig und «“~”(#) von der Klasse L’. 

Differenziert man nun beide Seiten der Gleichung 


oe te Se da 
de* dsdo* (5 5) 


m—2-mal nach #, so bekommt man einen Ausdruck fiir at der fiir 


m<n—3 aus lauter totalstetigen Gliedern besteht und fiir m =n — 2 
die Form hat 





d*-*9 (8) _ py , a"-*p(s) (ds\"-* 
aen-* art ae*-* (3) : 
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wobei P ein Polynom mit lauter totalstetigen Gliedern ist. Das andere 
Glied ist von der Klasse L” und daher ist auch y~*(#) von der Klasse L’. 
Nun wird auch angenommen, da8 g""~*(s) totalstetig ist und »~*”(s) 
von der Klasse Z’. Dann ist nach der letzten Gleichung y™~*(#) total- 
stetig und 
d*~*p(0) _ dy(s) d*~*s(8) 
_— ds dg*-* 





d"~*(s) (ds(#)\"~? 
+P, + ée*-* ( dé ) , 





wobei P, totalstetig ist, von der Klasse L’. Wir wissen also, daB, wenn 
p(s), ’ (8), -.-. 9" (8) totalstetig sind und »™~”(s) von der Klasse L’, 
die Funktionen y(#), p’(#), ..., p'"~”(@) totalstetig und p~”(#) von 
der Klasse L” sind. Die zu diesen Funktionen konjugierten Funktionen 
sind log s’(#) 2 (9) a < (tg) Diese Funk- 
> “ah (8)? °° dd*-* \ 8’ (8) / d*-* \ s’(8) /* 

tionen, auBer der letzten, sind also totalstetig und die letzte ist von der 
Klasse L”. Entwickelt man diese Ausdriicke, so ist 








d™ /8"(#) __ (8 (B)) 1 a ™*2) (9) + P(s’(d), 8” (8), ..., 8°" *" (8)) 
(39, 1) ae (Say) = (s’(8))™ : 


(m=1,2,...,.n—2), 


wobei P ein Polynom der in der Klammer auftretenden Argumente ist. 
Fir m= 1,2,...,n—3 ist P eine totalstetige Funktion von #, denn alle 
Glieder sind ja totalstetig. Insbesondere also, wenn m=n— 3 ist, so 
sieht man leicht durch Auflésung der Gleichung nach s“~»(#), daB diese 
letzte Funktion auch totalstetig ist, denn wir wissen schon aus Satz 18, 
daB s'(#)>a>0 ist. Setzt man in (39,1) m=n— 2, so sieht man 
ebenso, daB s(#) von der Klasse L” ist. Somit ist der Hilfssatz 1 bewiesen. 

40. In diesem Beweise wurde noch eine andere Tatsache gezeigt, die 
wir auch besonders hervorheben werden: 


Hilfssatz 2. Das vorgelegte Gebiet sei so beschafjen, dap die Funk- 
tionen ~(#), p’(8),...,.9”"~ (8) totalstetig sind, wahrend y”~*(s) von 
der Klasse L” ist, wobei p >1 und n> 8 ist. Dann sind die Funktionen 
p(#), p’(#), ..., ~~” 8) totalstetig und »~” (8) ist von der Klasse L’. 

41. Nun wird der folgende Satz bewiesen: 


Satz 22. Das abzubildende Gebiet habe die Higenschajft, da 
p(8), 9'(8), .... ~~ (8) totalstetig sind und p~*(s) von der Klasse 
L’, p>1, ist. Dann konvergiert die (n—1)-te Ableitung f"~*(z) der 
Abbildungsfunktion f(z) gegen bestimmte Randwerte fiir alle Randpunkte, 
wenn man sich auf Wegen ndhert, die den Hinheitskreis nicht beriihren, 
und die somit definierte Randfunktion besitzt einen totalstetigen reellen 
Teil und einen totalstetigen imagindren Teil. 





— 
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Ich kehre zur Gleichung (38,1) zuriick: 


f"(z) 1 etext ee 
tz. at Fg ‘|= fe (9) a, 99. 


Zur Abkiirzung fiihre ich die folgende Bezeichnung ein: 


-p 4F,f'(2)) _ 

izzle oter| = P,(z) 
und die Rekursionsformel 

tzD,(z) = D4: (z). 
Wiederholt man nun (nm — 4)-mal das Verfahren, das zur Herleitung der 
Gleichung (38,1) diente, so erhalt man die Gleichung 











na 


f 1 (n—9) a\ 0°? +2 
441, 1) (2) = [ote teao, 


=—§ 





Zerlegung des Integrals in reellen und imaginaren Teil liefert die Gleichungen 


(n— a 1—r* 
RP n-- 2(z)) = Z fo’ ®) tree(e- bart? 


-% 





und 


1 n— 2 i v—d 
310, (2) =z; fo (0) eas, 





indem man z=re’” setzt. Nach Hilfssatz 2 ist die Funktion »”~”(#) 
totalstetig und mit einer Ableitung der Klasse L” versehen. Also existiert 


lim 8 [®,_4(z)]= 9") 


fiir alle 6, wenn man sich gegen die Kreisperipherie auf beliebigen Wegen 
nahert, die den Einheitskreis nicht beriihren. Bei derselben Art der An- 
naherung existiert auch fiir alle # der Grenzwert 


tim , 3(,.-2(2)] = va-2(#) 


und y,_,(#) ist nach dem Hilfssatz auf 8.223 totalstetig und mit einer 
Ableitung der Klasse L” versehen. Daraus folgt dann die Existenz des 
Grenzwertes 

lim, %,..(2) = *-9(8) + iy, _2(9) 


fiir alle 3, wobei aie Annaherung von derselben Art wie oben sein muB. 
Nun kann man aber ®, ,(z) auf folgende Weise schreiben: 


(é)*-*28—* (f' cay) *"*- 27-9 (2) + PIF" (2), £2), --- £"—" (2) 
(f'2))" , 





®, _,(2) — 
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wobei P(f’,f”,..., f"~™”) ein Polynom in den in der Klammer vorkom- 
menden Funktionen ist. Lést man diese Gleichung nach /‘"~”(z) auf, so ist 


f@~2(g) = C2) Pn-a(2) _ PUf.--f) ; 
Capital ain (§)2"" 5*"* (7"¢a))* —! 
Da | lim f'(2)|2a>0 ist, existiert 
: (m—1) 
Lae 
fiir alle ® und der reelle und imaginire Teil der Grenzfunktion sind total- 
stetig, womit der Satz bewiesen ist. 

42. Fiihrt man die ganze Uberlegung fiir n aus, wie es hier fiir n—1 
gemacht worden ist, so findet man den folgenden Satz: 

Satz 23. Das abzubildende Gebiet habe die Higenschaft, dap 
p(s), o'(8),....9""- (8) totalstetig sind und p"~*(s) von der Klasse 
L", (p>1), ist. Dann konvergiert die n-te Ableitung f(z) der Abbildungs- 
funktion f(z) gegen bestimmte Randwerte fiir fast alle Randpunkte, wenn 
man sich auf Wegen nahert, die den Hinheitskreis nicht beriihren und der 
absolute Betrag der somit definierten Randfunktion ist von der Klasse L”. 





Kapitel V. 


Beispiele. 

43. Man kénnte geneigt sein, zu glauben, da8 der Satz 14, 8. 209, in- 
sofern verschirft werden kénnte, daB die dort vorkommende Nullmenge 
durch eine weniger allgemeine Punktmenge zu ersetzen wire. DaB diese 
Vermutung sowie ahnliche andere unwahrscheinlich ist, wird durch die 
folgenden Beispiele gezeigt. 

Beispiel 1. Hine im Hinheitskreise |z|<1 reguldre, analytische 
Funktion w= f(z) wird konstruiert, welche den Kreis auf ein konvexes 
Gebiet der w-Ebene konform abbildet und welche die Higenschaft be- 
stizt, da 
(43, 1) lim f'(re**) = co 
ist fiir eine im Intervalle —x<Q0< 2 iiberall dicht liegende Menge von 
0-Werten. 

Zu diesem Zwecke betrachte man eine im Intervalle —x<icga 


monoton wachsende, beschrinkte Funktion 4(¢), die nach oben halbstetig 
ist und deren Unstetigkeitsstellen in einer iiberall dichten Menge liegen**). 


*) Kine derartige Funktion findet man bei C. Carathéodory, Vorlesungen ‘ber 
reclle Funktionen, Kap. Ill, § 156. 
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Wir kénnen ferner von dieser Funktion voraussetzen, daB 4(—2)=0 und 
A(x) = 22 ist. Denn ware dies nicht der Fall, so setze man 1(— 2) =a 
und i(x)=. Dann hat die Funktion i*(t) = ;~* (a(t) —a) die oben 
genannten Eigenschaften und es ist 4*(—)—0 und 14*(x)=—22. Mit 
Hilfe dieser Funktion wird nun die folgende im Kreise |z|<1 regulare 
analytische Funktion f(z) durch die folgende Differentialgleichung 


f"(2) 1 [ef we 
43,2 1 7 ao t 
(43, 2) +o it (t) 





definiert, wobei das Integral rechts im Stieltjesschen Sinne zu verstehen 
ist. Aus dieser Relation wird nun die Formei fiir |f’(z)| abgeleitet, indem 
wir als Anfangsbedingung /’(0) = 1 voraussetzen. Partielle Integration liefert 


14st fang (ts ot “tat 














re . 3% 
oder 
y(s)_i-s 1 f Qet*z 
+ f(z) 1+z tai )*( vere yet 
Also ist 





Integriert man beide Seiten nach z, so folgt 











1 4 eff 
log f(z) = konst. i wi JMO at 
Ferner ist 
log f’(0) — konst.+ log1 — + Jawar=o. 
Also 
, 2 dt 
log f(z) = log = — a Jog: 


Setzt man die reellen Teile der beiden Seiten einander gleich, so ist 


log|7(2)| = og age e(—s—)at. 


Mathematische Annalen. 104. 16 
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Durch eine leichte Rechnung findet man, daB 


R z ae r sin (0 —¢) 
ba 1—2rcos(#—t)+r? 





ist, wobei z= re’® gesetzt wird. Da ferner 


7 r sin (@ — t) 7, 
1—2rcos(#—t)+r* 


—x 





ist, so kann man schreiben®®) 


n 
i Jf a@-10, ae 
a 1—2reos(¢—0)+r? 


(43, 3) \f'(z)| =- 





1+2/? 
Setzt man also /'(0) =1 und bemerkt, daB aus (43,2 

5 4 2f@) 

(1 *re))>° 
ist, so sieht man, daB f(z) den Kreis |z|<1 auf ein konvexes Gebiet 
konform abbildet, denn die Voraussetzungen des Satzes 13 sind ja hier 
erfullt. 

Andererseits kann man aus der Gleichung (43,3) die Eigenschaft 

(43,1) feststellen. Wir nehmen an, daB t = # eine Unstetigkeitsstelle der 
Funktion A(t) ist und zerlegen das Integral 


fum-ao, +1 ts 


—2rcos(t¢—#)+r* 





O—« o O+e a 
: in(t—#@ 
f+f + fa -10) re) ata Lt tht, 
O<e<a. 


Die Integrale J, und J, sind fiir alle r <1 beschrainkt. Wir fiihren den 
Beweis fiir J, aus. Es ist 














O—e : o 


1—2rcos(¢t—8)+r* —2reos(¢—#)+r? 





e 
O-« O-—e 2 


1 n dt dt e d\ 
<2ar [ [Brest drt! Sp ——3=% J Bipma(ctag + tang), 
a ‘ 





—-x% 
e — 
—x 





®) Ich verdanke diese Formel einer miindlichen Mitteilung von Herrn Professor 
Carathéodory. 
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Nimmt man also an, daB # von —a und -+ 2 verschieden ist, so ist J, 
fiir r<1 beschrinkt und ebenfalls J,. Wegen der Bedingung 0<e<a 
sind ferner die zwei Integrale J, und J, positiv. Kann man also zeigen, 
daB J, mit r—-1 gegen Unendlich strebt, so wird auch 


; . r > i —?d 
(43, 4) lim fum—sey ; ore! =+0 





sein. Dazu bemerken wir, daB wegen der Halbstetigkeit nach oben von A(t), 
wenn man die Bezeichnung 
A4(d) —A(8— 0) =4,>0 
einfiihrt, 
A(#) —A(t)>4,>0 
fir #>¢ ist. Also ist 


= r sin (#—t) 4 . a“ 
0<1,=4, _—— ee — # [log(1—2rcos(t—#)-+r*)]? 


Song lint? 
eh 2 1—2rcose+r*° 


Also ist 

lig sm to 
womit die Behauptung (43,4) bewiesen ist. Da aber die Unendlichkeits- 
stellen von A(t) im Intervalle — 1 <t< +2 iiberall dicht liegen, so ist 
die Eigenschaft (43,1) gezeigt. 

44. Aus dem letzten Beispiel bekommen wir nun leicht ein Beispiel 
einer im Kreise |z| <1 reguldren, analytischen Funktion w = y(z), welche 
den Kreis konform auf einen Stern in der w-Ebene abbildet und fiir 
welche 
(44, 1) lim g(r e'”) = 00 


gilt fiir eine im Intervalle —x<d< +2 iiberall dicht liegende Menge. 
Man braucht nur 
y(z)= z f(z) 
zu setzen. Dann ist 
(0) =F(0)=1 


und 
o2) 14 2f"@) 
7 (2) f(z) 
Also nach den Uberlegungen zum Beispiel 1 
(, % (2) 
Riz ey) > 0, 


16* 
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woraus man sieht nach Satz 7, daB g(z) den Kreis |z|<1 auf einen 
Stern konform abbildet. Die Eigenschaft (44,1) folgt aber unmittelbar 
aus (43,1). 

45. Die Formel (43,3) wird jetzt auf eine fiir spitere Zwecke be- 
quemere Form umgestaltet. Dazu wird der Wert des Integrals 





ausgerechnet. Wendet man vastiale Integration auf dieses Integral an, so 
hat man 




















ax x 
1 @ (ef +z 1—z 1 fe*+s ,, 22 
as J ta (tt) a= i+z - 3; [ta ~ Te" 
Zz —xz 
Also ist 
a 
i a2 oe 
2x a ~~ L+s* 
a 


Integriert man beide Seiten nach z, so ist 








° i 
fet = log(1 + z) + konst. 
und 
~ feat = konst. 
Also ist 
a_ 2% dt 
log (1+ 2)°= io 

und 


a 


if i 1 in (¢ — 0) 
log | 1 +2|*=— fem (2 )ar—2 fu-») te, dt. 





SchlieBlich haben wir 


rein(¢—@) 
1 -> 2 fu ~°\ freosGg-a an 





[ite 
Setzt man dies in der Formel (43,3) ein, so nimmt sie die neue Ge- 
stalt an 


rein (¢—#) 


1 fiw 1(0)- t+8) dt 


(45, 1) If'(z)| = e*-* I=trene= O47 
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1 rein (t—0) 
— Jaw-a at 
(45, 2) \f’(z)| = ae 1—2rcos(t-8)+2° 





46. Mit Hilfe dieser Formel wird nun ein Beispiel einer Funktion 
w =f,(z) gegeben, welche im Kreise |z|<1 sich reguldr analytisch ver- 
halt, den Kreis auf ein konvexes Gebiet der w-Hbene konform abbildet 
und welche die zwei Higenschaften bestizt: 
(46,1) fi(z) ist im Kreise |z|<1 beschrankt, 
(46, 2) lim f,'(z) = co fiir eine im Intervalle —x<0< +2 tiberall 
dicht liegende Menge von #-Werten, wobei z= re‘ gesetzt wird. 
Dazu ziehe ich wieder die Funktion 4(#) heran. Ich behalte die Be- 
dingung 4(— 2) =0, aber ersetze die Bedingung 4(z) = 22 durch die 
neue Bedingung 


(46, 3) faat—2x. 


Das ist offenbar immer méglich durch Hinzufiigung eines geeigneten kon- 
stanten Faktors. Nun definiere ich die Funktion 


i,(t) -f i(t)dt. 


Die Funktion 4,(¢#) ist monoton wachsend und von beschrinkten Diffe- 
renzenquotienten. Ihre fast iiberall existierende Ableitung ist der Funktion A(t) 
aquivalent. Dann stelle ich wie im Beispiel 1 die Differentialgleichung auf 


fr"(2) _ 1 Pelt ta 
tt Fp) Ba Jae a) 


ss 








oder 


f = 1 e' tog 
(46, 4) l+2 =a, 40° 








Aus dieser Definition folgt ganz analog wie bei der Herleitung von (45,2) 
die Formel 
(0-4 — EO) 


| Al (z) | i e* e+ " ar cosg-8a* 


wobei wieder f{(0) = 1 gesetzt wird, oder 


at 


rain (¢— 0) 
tf — 3 Fearon 


(46, 5) | A(z) | =e” 
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Nach (46,4) ist 


R(1 +280) >0 


Diese Ungleichheit und die Tatsache, daB f{(0)—=1 ist, zeigen, daB f, (2) 
den Kreis |z|< 1 konform auf ein konvexes Gebiet abbildet. 
Die Eigenschaft (46,1) laBt sich aus der Gleichung (46,5) zeigen. 


Wir wissen namlich, daB i,(t) —t -F eine Funktion von beschrinkten 
Differenzenquotienten ist. Ferner hat diese Funktion nach (46,3) in den 


Endpunkten t= — a und t= +2 denselben Wert + Wenn man also 
die konjugierte Potentialfunktion 





cs a 2rsin(t—#) 
(46, 6) ~h fhe (#) — — $|icaeemete 
derjenigen Potentialfunktion betrachtet, welche i,(t) —t —F zur Rand- 


funktion hat, so sieht man, da diese konjugierte Potentialfunktion be- 
schrinkt sein mu, und somit nach (46,5) auch f;(z). 

Die Eigenschaft (46,2) zeigt man, indem man die imaginiaren Teile 
beider Seiten der Gleichung (46,4) einander gleich setzt. 

Es ist dann 


fi") 2) 1 2rsin(¢—#) 
3(1 +s a) ~~ 95/10 i—Zreos(e@— 8) 4784 








1 2rsin(t—#) 
se -£ fu Zn 4(9)) ar e08(t— 8) 78 


Nach den Betrachtungen des Beispiels 1 sieht man, da fiir jede Unstetig- 
keitastelle ¢ = # der Funktion A(t) im Intervalle —z<ct<+a 


ia fi(re’® 
(46,7) lim 3 (1+ re’? Bee’ 7) = oo 
ist. Es sei 2 die untere Grenze der Funktion (46,6) im Kreise |z|< 1. 
Dann ist nach (46,5) 
(46, 8) I(z)|De'>0. 
Ferner ist nach (46,7) 

am re? 
lin (1+ re ea) ~ 

und daher unter Beriicksichtigung von (46,8) auch 


lim fi'(r e'?) = 00. 








a Ss oa me 








ae 


. lytische Funktion f(z), die diesen 
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47. Durch ahnliche Betrachtungen kann man ein Beispiel einer im 
Kreise |z| <1 regularen, analytischen Funktion w =/,_,(z) konstruieren, 
die so beschaffen ist, daB sie den Kreis konform auf ein konvexes Gebiet 
abbildet, daB ihre n — 1 ersten Ableitungen im Kreise |z|< 1 beschrinkt 
sind und da8 

lim 2% (2) = 00 


ist fiir eine im Intervalle —-2x<#< +2 iiberall dichte Menge von #- 
Werten. 

48. Im Beispiel 1 empfindet man einen Mangel dadurch, da8 eine 
monotone Funktion nur abzahlbar unendlich viele Unstetigkeitsstellen haben 
kann. Daher kann man nur die Behauptung machen, daB die Relation (43, 1) 
fiir abzihlbar unendlich viele Stellen gilt. Man kénnte also vermuten, daB 
die im Satze 14 vorkommenden Aussagen, da8 die Punktmenge, in welcher 
die Konformitaét am Rande aufhért, vom Mae Null ist, dadurch verscharft 
werden kénnte, daB diese Punktmenge abzahibar ist. Da8 dies nicht immer 
der Fall ist, wird in den folgenden Beispielen gezeigt, wo die Relation (43, 1) 
auf Punktmengen von der Miachtigkeit des Kontinuums gilt. 

Beispiel 2. Hs existiert eine 
im Kreise |\z|<1 reguldre, ana- 


Kreis konform auf einen Stern 
abbildet und die die Higenschast 
hat, daB 

lim f(r e**) = co 


fiir eine Punktmenge auf |\z|=1 
ist, die im Intervalle 0S 0S 22 
perfekt und nirgends dicht ist und 
daher die Machtigkeit des Kon- 
tinuums hat. 

Wir konstruieren das in der 
Fig. 7 angegebene Gebiet. Wir be- 
trachten die w = Re*®-Ebene und 
entfernen aus dieser Ebene das 
Stick R>1, 0<O<2x. Als 
sweiten Schritt betrachten wir die Fig. 7. 

Entfernung aus diesem Gebiet der 

awei Stiicke R>3, §an<O<n und R>$, Ya<O<itn. Der 
dritte Schritt ist die Entfernung der vier Stiicke R>2, 22<0< 22a; 
R>2, 3x<O< Ba; R>2, Ba< O< shan; R>2, Ba< O< Sa. 
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Der n-te Schritt ist die Entfernung aus der tibriggebliebenen Ebene der 
a*-? Sticke R>*t!, Sn+ Zn<@<in+a;.... Das Grenz 
gebiet, wenn n gegen Unendlich strebt, ist ein Stern in bezug auf den 
Nullpunkt. Wir betrachten eine Abbildungsfunktion f(z) dieses Gebietes 
auf den Kreis |z|<1, welche so 
normiert ist, daB /(0)=—0 ist. 
Nun transformieren wir das Gebiet 
durch eine Mébiussche Transfor- 
mation derart, daB der Punkt Un- 
endlich in der w-Ebene in einen 
endlichen Punkt iibergeht. Man 
kann durch eine geeignete Trans- 
formation erreichen, daB das trans- 
formierte Gebiet so aussieht, wie es 
in der Fig. 8 gezeichnet ist. Dem 
Punkte Unendlich entspreche nun 
ein endlicher Punkt «. Die Funk- 
tion f(z) geht dann in eine Funk- 
tion y(z) tiber, die eine Abbildungs- 
funktion des neuen Gebietes auf den 
Kreis |z|< 1 ist. Wir wollen jetzt 
Fig. 8. die Randerzuordnung bei dieser Ab- 

bildung untersuchen und betrachten 

die Strahlen, die sich aus dem Punkt « ausbreiten. Die Berandung eines jeden 
solchen Strahles entspricht bei der Abbildung einem Kreisbogen auf der Kreis- 
peripherie |z| = 1. Dabei entspricht « den beiden Endpunkten des Bogens. 
Zwei Strahlenrandern sind zwei Kreisbigen zugeordnet, die keinen gemein- 
samen Punkt besitzen. Wir sehen somit, daB, wenn man die Berandung 
des Gebietes betrachtet, diejenigen Punkte auf |z|—1, welche allen von « 
verschiedenen Punkten des Randes entsprechen, eine Punktmenge bilden, 
die aus lauter offenen Kreisbégen besteht, derart, daB je zwei solche Bégen 
voneinander einen positiven Abstand haben. Die Restmenge auf |z| =1 
entspricht dem Punkte «. Wir bezeichnen diese Menge mit M und fragen 
nach ihren Eigenschaften. M ist eine abgeschlossene Punktmenge. Wenn 
dies nicht der Fall wire, so miiBte ein Haufungspunkt von M im Innern 
eines Kreisbogens der von uns beschriebenen Art liegen, was offenbar un- 
méglich ist. Ferner kann M keinen isolierten Punkt enthalten, denn sonst 
miiBte dieser Punkt ein Endpunkt zweier Kreisbégen aus der Punktmenge 
K — M sein, wobei K die Punktmenge |z|=1 ist. Daher wiirden diese 
zwei Kreisbégen einen Abstand Null voneinander haben. Dies ist aber un- 
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méglich. Da M zugleich abgeschlossen ist und keinen isolierten Punkt ent- 
halt, ist sie perfekt. Sie hat also die Machtigkeit des Kontinuums. Ferner 
kann M keinen Kreisbogen enthalten, denn sonst wiirde ja y(z) auf einem 
ganzen Kreisbogen den Wert « annehmen und daher im ganzen Kreis 
identisch gleich « sein. Daher enthalt auch jeder Kreisbogen auf 
|z|=1 sicher Punkte, die M nicht angehéren. Also enthilt auch 
jeder Kreisbogen auf |z|—1 mindestens einen Teilbogen, der keinen 
Punkt von M im Innern hat. Somit ist M nirgends dicht auf der Kreis- 
peripherie. 

Kehrt man nun zu unserem urspriinglichen Stern zuriick, so sieht man 
also, daB fiir jeden Punkt e** von M 


(48, 1) _im, f(s) = 00 


ist, wobei die Annaherung aus dem Inneren des Kreises auf nichttangen- 
tiellen Wegen geschieht. Da8 die Menge M das Ma8 Null hat, geht ohne 
weiteres aus unserem Satz 8 hervor. 

49. Man kann jetzt aus der Uberlegung auf den S. 235 und 236 das 
analoge Beispiel fiir konvexe Gebiete aussprechen. Wenn man nimlich die- 
selbe Funktion f(z) wie im Beispiel 2 betrachtet und eine neue Funktion 
F(z) durch die Gleichung 


(49, 1) f(z) =2 F(z) 


einfiihrt, so sieht man, daB F(z) den Kreis {|z|<1 auf ein konvexes 
Gebiet konform abbildet. Aus (48,1) und (49,1) folgt dann unmittelbar, 
daB, wenn e*® in M liegt, 
(49, 2) lim  F’(z) = co 
ist fiir alle nicht tangentiellen Annaherungen aus dem Kreisinneren. 

Wir betrachten ferner die Stiitzwinkelfunktion 1() des eben definierten 
konvexen Gebietes. Da im Kreise |z|< 1 die Beziehung 


R(I+sF 2) >0 





besteht, so kann man die Funktion 14958) suf folgende Weise dar- 
stellen **): wie 


Pz) _ 1 fde(t) eM+2 
I+8s 5 red | dt ug 


™) C. Carathéodory, Berl. Sitzungsber. 1920, 8. 560—562. Vgl. auch Anm. ™), 8.191. 
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Auf ganz dieselbe Weise wie im Beispiel 1 findet man 








n r 

1 2rsin(¢—0) 
| F(2z)|= \PO)| gem 5,00 t=oree | a 

,1+2| 

Aus (49,2) folgt dann, dab P 
~ i 2rsin(t — 8) d 

(49, 3) lim 55 J «(*) gree ay erat = 00 
fiir eine im Intervalle —2<#< 2 perfekte, nirgends dichte Menge von - 
-Werten ist. ‘ 


Aus der Relation (49,3) kann man nun ein Beispiel einer Funktion F,(z) 
geben, die den Kreis |z| <1 auf ein konvexes Gebiet abbildet und die so 
beschajfen ist, daB F{(z) im Kreise |z|< 1 beschrankt ist und 


(49, 4) lim F;"(z) = 00 


fiir eine am Rande perfekte, nirgends dichte Menge gilt. 
Ich betrachte die Funktion t(¢#) und multipliziere sie mit einer Kon- 
stanten, so daB 
t(—z)=0 
und 


a 


fr(t)dt=22 


= 


wird. Nun definiere ich die Funktion 


t 


t,(t) =JSr(t)dt. 


Die Funktion t,(¢) ist monoton wachsend und von beschrinkten Differenzen- 
quotienten. Dann stelle ich, wie auf 8. 237, die Differentialgleichung auf 


a 


Fi'(z) 1 fe'f+z 
1 Se ee — | — t 
+25) rr ere ) 


— 





oder 





Fi'(z) ay c eff+z 
1+ 85s) = t(t) 7 at. 


—x 





Daraus schlieBt man wie auf 8. 238, dab F,(z) den Kreis auf ein konvexes 
Gebiet abbildet und daB Fy(z) in |z|<1 beschrinkt ist. Die Eigen- 
schaft (49,4) folgt aber dann aus (49, 3). 

Das letzte Beispiel kann sehr leicht fiir héhere Ableitungen verallge- 
meinert werden. 


Rae lt 
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50. Man kann auch leicht ein Beispiel einer im Kreise |z| <1 schlichten, 
reguldren Funktion f(z) angeben, die den Kreis konform auf einen Stern 
abbildet und die Higenschaft hat, daf 


lim f(r e**) = 00 


fiir eine Punktmenge auf |z|=1 ist, die im Intervalle 0 < 0 < 22 iiberall 
dicht ist und die Machtigkeit des Kontinuums hat. 

Um ein Beispiel einer solchen Funktion zu bekommen, brauchen wir 
nur das Verfahren zu verdichten, das zur Herstellung des Gebietes in der 
Fig. 7 diente. Weitere Beispiele fiir héhere Ableitungen kann man leicht 
nach den schon angegebenen Methoden finden. 


(Eingegangen am 20. 3. 1930.) 








Zu den Abbildungen durch analytische Funktionen 
mehrerer komplexer Verinderlichen. 


Die Invarianz des Mittelpunktes von Kreiskérpern. 
Von 
Peter Thullen in Minster (Westf.)*). 


Mit Hilfe der Carathéodoryschen Metrik’) hat Kritikos*) fiir einen 
speziellen Reinhardtechen Kreiskérper, den Hyperkegel: 


jz|+|w|<1, 


das iiberraschende Ergebnis gefunden, da8 dieser Kérper keine eineindeuti- 
gen analytischen Transformationen in sich gestattet, die den Mittelpunkt 
in einen von ihm verschiedenen Punkt iiberfiihren. Ist nun das von Kritikos 
Bewiesene nur eine Folge der am Rande des Kegels auftretenden Singu- 
laritat oder ist es allgemein — von speziellen Fallen abgesehen — eine 
Eigenschaft der Reinhardtschen Kérper? Dann wire damit ganz im Gegen- 
satz zur Theorie einer komplexen Veriinderlichen, wo jeder innere Punkt 
des Kreises in jeden andern transformierbar ist und somit alle Punkte des 
Kreises gleichwertig sind, dem Mittelpunkt eines Reinhardtschen Kérpers eine 
ganz eigenartige funktionentheoretisch ausgezeichnete Stellung zugeordnet, 
die zu wichtigen weiteren Konsequenzen fiihrt. Es ist dann die Eigen- 
schaft eines Punktes, Mittelpunkt eines solchen Kérpers zu sein, invariant 
gegen alle eineindeutigen analytischen Abbildungen (sowohl der Kérper 


*) Seminar Prof. Behnke. 

*) Carathéodory: a) Uber das Schwarzsche Lemma bei analytischen Funktionen 
von zwei komplexen Verinderlichen, Math. Annalen 97, 8S. 76—98. b) Uber die Geo- 
metrie der analytischen Abbildungen, die durch analytische Funktionen von zwei 
komplexen Verinderlichen vermittelt werden, Hamb. Abh. 6, 8. 96—145. 

*) Kritikos, Uber analytische Abbildungen einer Klasse von vierdimensionalen 
Bereichen, Math. Annalen 99, S. 321—3841. 
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auf sich als auch untereinander). Hierdurch ist eine neue bei den Ab- 
bildungen dieser Kérper auftretende Invariante charakterisiert, die merk- 
wiirdig ist, weil sie an jeweils genau einen eindeutig durch sie bestimmten 
Punkt jener Bereiche gebunden ist. 

In der vorliegenden Arbeit wird nun gezeigt werden, daB tatsichlich 


im einen Falle ein Reinhardtscher Kérper auSer den trivialen Trans- 
formationen - 
z’=ze 
B, ll 
w'=we'? ( P Tee: ) 
und dazu bei symmetrischen Bereichen 
2’= Rew 
(R>0) 


, 1 i» 
w Re 2 


keine eineindeutigen analytischen Abbildungen des Innern auf sich gestattet. 
Nur die Kérper ; 

|2|*+|w|"<1 

>0 

baw. |z|*+|w|*<1 atin, 


und der Dizylinder: 
jz!<1, |w|<1'%) 


lassen noch weitere Transformationen zu, und zwar fiir «+2 — diese Kérper 
seien ,,einseitig kugelhafte“ genannt — auch nur solche, die den Mittel- 
punkt in einen Punkt der Ebene z= 0 bzw. w = 0 iiberfiihren. 

Die einzigen Reinhardtschen Korper also, in denen bei einer ana- 
lytiechen Transformation auf sich der Mittelpunkt in einen beliebigen 
inneren Punkt transformiert werden kann, sind der Dizylinder und die 
Hyperkugel |z\*+ |w|*<1. 

In dem letzten Teile der Arbeit wird dann aus den gewonnenen Re- 
sultaten im Zusammenhang mit einem kiirzlich von H. Cartan aufgestellten 
Satze eine weitere interessante Folgerung fiir die Abbildungstheorie ge- 
zogen werden®*). 


*) Natirlich einschlieBlich ihrer durch Streckung entstehenden Bilder: 
r|2z|"+17,|w|*<1 (r,,% reell, 20), 
jz|<a, |wl<b 


**) Zu gleicher Zeit hat Herr H. Cartan eine gréBere, demniachst erscheinende Arbeit 
fertiggestellt: Les fonctions de deux variables complexes et le probléme de la représen- 
tation analytique“. Durch Austausch der Manuskripte habe ich erfahren, da8 Herr 
Cartan mit allerdings ganz anderen Methoden § 2 und § 8 Satz 1 und 2 vorliegender 
Arbeit ebenfalls bewiesen hat. 





P. Thullen. 
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I. Abbildungen eines Reinhardischen Kreiskérpers auf sich. 


$1. 


Definition. Unter einem Reinhardtschen Kreiskérper verstehen wir 
einen beschrinkten, offenen, vierdimensionalen Bereich K mit einfach zu- 
sammenhangendem Rande, der durch die Transformationen 

, id 
Jhgcqifle (9, p reel) 
w' = we 
in sich transformiert wird. Der Mittelpunkt (0,0) sei innerer Punkt*). Der 
Rand eines solchen Kérpers wird demnach von allen Ebenen w = konst. 
und z= konst. in Kreisen geschnitten. 

Wir denken uns alle Reinhardtschen Kérper so normiert, daB die 
beiden Symmetrieebenen z=0 und w=0 Kreise vom Radius 1 aus- 
schneiden. Dies erreicht man durch einfache Streckungen: 


*) Wir wahlen stets den Nullpunkt als Mittelpunkt, was ja keine Einschrankung 
bedeutet. 

Zu den obigen Kérpern rechnet man meist auch die durch ganze lineare Trans- 
formationen aus ihnen entstehenden Bilder. Fiir alle diese Bereiche gilt natiirlich 
gleichfalls das hier Bewiesene. 
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Wenn wir von einer Abbildung eines Bereiches auf sich sprechen, so 
verstehen wir darunter stets eine analytische Transformation: 


2’ = f,(z,w) 

w’ = f,(z,w) 
(f, und f, analytisch in z und w), die das Innere des Bereiches einein- 
deutig auf sich abbildet. 

Um nun die Beweise wesentlich zu vereinfachen und iibersichtlich ge- 
stalten zu kénnen, wollen wir einige abkiirzende Bezeichnungen einfiihren. 

Einen Punkt, der bei einer Abbildung eines Reinhardtschen Kérpérs 
auf sich in den Mittelpunkt transformierbar ist, nenne ich einen ,,aus- 
gezeichneten Punkt*. 

Jede zweidimensionale analytische Fliche, die bei einer solchen Ab- 
bildung in die Ebene z=0 bzw. w= transformierbar ist, heiBe eine 
,ausgezeichnete Fliche in bezug auf z=0* (bzw. w=0). Da die 
beiden Symmetrieebenen z = 0 und w = 0 fiir unsere Untersuchungen voll- 
kommen gleichwertig sind, geniigt es stets, eine Klasse der ausgezeichneten 
Flichen zu betrachten. Wenn wir daher von ausgezeichneten Flachen 
schlechthin reden, verstehen wir nur solche darunter, die auf z= 0 ab- 
bildbar sind. 


Bei einer Abbildung eines Koérpers auf sich gehen ausgezeichnete 
Punkte stets nur in ausgezeichnete Punkte, ausgezeichnete Flachen wieder 
in solche tiber. 


Wir bezeichnen mit 7(#,q) die Drehungsgruppe 


~_ id 
pos a (8, q reel), 
mit 7*(#,q) die Gruppe 
2’ = we'® 
hii (d,@ reell), 
mit 7'\(#) die einparametrige Gruppe 
oe id 
Pcie (0 reell), 
w= u 
mit 7. (p) 
z’=2 
tal (p reell). 


Unter S bzw. S* verstehen wir stets Transformationen: 


z’=ze® fo, (w) 
8: ‘ ei? 
w,w—1 


? 
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i. w—W, id 








Ss: w,w—1 
w’ = ze"? gu,(w), 
, 2’ = we’ y,,(z) 
8: TE loch e’? 
2,z—1 : 
§ 2. 


Schon Reinhardt hat gezeigt, daB — von der Hyperkugel abgesehen — 
die einzigen mittelpunktstreuen analytischen Abbildungen eines konveren 
Reinhardtschen Kérpers auf sich nur die Drehungen 7'(#,@) sind, und dazu 
bei symmetrischen Bereichen noch 7*(#, ¢). *) 

Es sei nun K ein nicht konverer Reinhardtscher Bereich, K der kleinste 
thn umfassende konvere konzentrische Kreisbereich. K kann auBer 7'(#, p) 
als mittelpunktstreue Transformationen in sich héchstens noch ganze lineare 
Transformationen zulassen*). Folglich geht durch eine solche Abbildung 
von K auf sich K wieder in einen konvexen, K umfassenden Kreis- 
bereich K* iiber, wihrend K selbst Bild eines ebenfalls konvexen Kreis- 
bereiches K* wird. Da K der kleinste K umfassende konvexe Kreisbereich 
ist, gilt einerseits: K< K*, somit K*< K, anderseits: K< K*. Daher 
ist K = K*= K*. Dies besagt, daB jede mittelpunktstreue Transformation 
von K in sich auch den konvexen Kérper K auf sich abbildet (insbesondere 
ist also K ein Reinhardtecher Kérper). Daraus folgt, daS auch ein nicht 
konvexer Reinhardtscher Kérper als mittelpunktstreue Transformationen 
nur die Gruppe 7(0,q) bzw. T*(#,~) zulaBt. 

Ebenso zeigt man, daB die einzigen méglichen mittelpunktstreuen Ab- 
bildungen zweier Reinhardtscher Kérper aufeinander (von der Normierung 
zunichst abgesehen) nur die Streckungen sind: 


_— oo 
2’=f,2 2 = 1, w 


und 


, , 
w’ =f, w w'=f,2, 


was ja Reinhardt fiir konvexe Kérper schon bewiesen hatte®). 


*) K. Reinhardt, Uber Abbildungen der analytischen Funktionen zweier Ver- 
anderlichen, Math. Annalen 838, 8. 254—255, Theorem I und II. 

*) Vgl. H. Behnke, Die Abbildungen der Kreiskérper, Hamb. Abh. 7. Ein all- 
gemeiner Kreiskérper ist ein vierdimensionaler Bereich, der durch alle Ebenen z = cw 
in konzentrischen Kreisscheiben geschnitten wird. Er l48t also die Transformationen 
zu; z’=ze'*,-w’=we'* (8 reell). Durch eine ganze lineare Transformation geht ein 
solcher Kérper wieder in einen Kreiskérper tiber. 
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Also gilt jetzt allgem~in: 

Satz. Die einzigen méglichen mittelpunktstreuen Abbildungen eines 
beliebigen normierten Reinhardischen Kreiskorpers (aufer der Kugel) auf 
sich oder zweier Kérper untereinander sind die Transformationen **) 

2’ =zet? 2’=wet? 
w’ = wet? w'=zet?, 


§ 3. 

Zuerst werde der einfache, aber fiir das Folgende grundlegende Satz 
bewiesen: 

Satz 1. Geht bei einer analytischen Abbildung eines Reinhardtechen 
Kérpers K auf sich ein Punkt der Ebene z =0 in den Mittelpunkt (0, 0) 
tiber, so wird durch diese Transformation die Ebene z= 0 entweder auf 
sich oder die Ebene w= 0 abgebildet**), 

Beweis. Die volle emparametrige Drehungsgruppe 7,,(#) laBt die ganze 
Ebene z= 0 punktweise fest. Wird demnach bei einer analytischen Ab- 
bildung von K auf sich — sie sei mit A bezeichnet — ein Punkt P= (0, w,) 
der Ebene z= 0 in (0,0) transformiert, so geht die Ebene z = 0 in eine 
analytische Flache durch (0,0) tiber, die bei einer vollen einparametrigen 
Schar mittelpunktstreuer Transformationen von XK in sich 

AT,(#) 4? ?) 
punktweise festbleibt. Die einzigen Flichen dieser Art sind aber — ab- 
gesehen bei der Hyperkugel — die Ebenen z=0 und w=0 (nach § 2 
sind namlich 7(,p) und 7*(#, q) die einzigen mittelpunktstreuen Trans- 
formationen ). 

Zugleich kénnen wir jetzt schlieBen: 

Satz 2. Die Transformationen von K in sich, die einen Punkt 
P= (0,w,) in (0,0) tiberfithren, sind Transformationen S bzw. S* (falls 
nimlich z=0 auf w=0 abgebildet wird). 

Nur 7,(0) bzw. T,(~) halten z=0 und w=0 punktweise fest. 
Daher gilt nach Satz 1: 

AT,(8)A~* = T,(8,(8)) oder AT\(0)Aq* = T,(p(#)). 
Folglich ist A von der Form*): 
w'=9(v) , 2'=9(w) 
2’ =zf(w) w’=2zf(w). 





@s) Val. 6a), 
") Unter AZ,(@)A™ verstehen wir die Hintereinanderausfihrung der Trans- 
formationen in der Reihenfolge von rechts nach links. 
*) Vgl. *), S. 340—841. 
Mathematische Annalen. 104. 17 
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Da die Ebenen z= 0 und w=0 K in Einheitskreisen schneiden, so folgt 
weiter 
w— n 
p(w) = a enf. 
Hieraus. ergibt sich nun sofort 

Satz 3. Ist in einem Reinhardischen Koérper ein Punkt der Ebene 
z=0 ausgezeichnet*), so sind es alle inneren Punkte auf z=0. Geht bei 
der zugehérigen Transformation die Ebene z=0 in w= 0 tiber, 80 sind 
alle Punkte der Ebene w= 0 ausgezeichnet und K gestattet sowohl Trans- 
formationen S wie Sy *). *) 

Beweis. a) Es gehe z= 0 in sich iiber. Mit P=(0,w,) sind alle 
Punkte P=(0,w,e'*) (OS p<22) ausgezeichnet. Die zu P gehérige 
Transformation S fihrt den Kreis w= w,e'?, z= 0 in einen zu (0,0) 
exzentrischen Kreis derselben Ebene iiber, dessen simtliche Punkte somit 
in (0,0) transformierbar sind. Durch die Drehungen 7,,(q) erhalt man 
hieraus eine volle Kreisscheibe, die den Kreis w= w,e'? umfaBt. Durch 
die wiederholte Anwendung der Transformationen S und 7,(q) erhalt man 
stets neue Kreisscheiben ausgezeichneter Punkte, die gegen keinen inneren 
Kreis |w| = vy < 1 konvergieren kénnen. Denn ist |w,| = ,, so geht etwa 
durch die zu (0, 9,) gehérige Transformation 8S, 

_ = W— Oy 

eyw—1 

2’ = 2f,,(w) 


w = —o in einen Pankt 9 + «(e>0) iiber; denn 


w 





0+ Oo 
—eoT >e falls 9<1. 


b) Falls die Ebene z=0 auf w=0 abgebildet wird, schlieBt man 
ganz entsprechend, da8 alle Punkte der Ebene z=0 und auch alle auf 
w = 0 ausyezeichnet sind. K gestattet dann sowohl die Transformationen S.: 

, w— Wy e'* 
we! fiir alle |w,|< 1, 
w’ = ze" fe, (w) 





wie S:: 
2’ = we'?g,,(z) 
18% fie fiir alle |z,|<1. 


Zz—1 


Aus SS,= 8 folgt die Behauptung. 


*) Es mu8 natiirlich der Punkt von (0,0) verschieden sein. 
©) Es folgt weiterhin, daB in diesem Falle K symmetrisch ist. 








mm no i. Ei 
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Aus Satz 2 und 3 1aBt sich jetzt Jeicht beweisen: 


Satz 4. Ist in einem Reinhardischen Kérper ein Punkt der Bbenie 
z=0 auagezeichnet, aber auBer(0,0) kein Punkt auf w=0, 80 sind 
nur die Punkte auf z=0 ausgezeichnet. 

Ist namlich ein Punkt (0, w,) ausgezeichnet, so existieren auf Grund 
von Satz 2 und 3.Transformationen des Kérpers.in sich: 


r_ wre 
7, tw—l 
2’=2f,(w) 


fiir jedes |c|<1, dh. die Ebene. w—0 kann in jede andere Ebene 
w=c (\c|<1) transformiert werden. Da nach Voraussetzung auf der 
Ebene w=0 auBer dem Mittelpunkt (0,0) kein ausgezeichneter Punkt 
liegt, folgt dies fiir jede Ebene w = c. 


§ 4. 

Unsere Hauptaufgabe ist es nun, diejenigen Kérper zu untersuchen, 
in denen Punkte der Ebene z= 0 ausgezeichnet sind, die also gewisse 
Transformationen S in sich gestatten. Diese Frage lést der folgende Satz: 

Satz 5. Die einzigen Reinhardtschen Koérper, die sich so auf sich 
abbilden lassen, daB dabei ein Punkit der Ebene z=0 in den Mittel- 
punkt (0,0) tibergeht, sind die Korper 

\2|*+ |wl*<1 (a >0) 
und der Dizylinder 
lej<1, |wi<i. 


Und zwar gestatten jene die Transformationen 


1 
Q = id 1—|w,|* « 
ei: ito : 
w! = ———*-e'?, 
w,w—1 
Ist « 4-2, so sind nur diese Transformationen méglich, d. h. in diesen 
KGérpern sind die Punkte auf z=0 die einzigen ausgezeichneten Punkte. 
Beweis. Es seien in K die Punkte auf z=0 ausgezeichnet. K ge- 
stattet also gewisse Transformationen S: 
2=2'e'* fy. (w’), 
(1) w’ ~ wo e’®. 


v= Fw—1 


Jede Ebene w=c (|c|<1) ist durch eine dieser Transformationen auf 


w=0 abbildbar. Da nun der Rand von K einfach zusammenhingend ist 
17* 
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(nach Definition), so trifft jede Ebene w =e den Rand nur in einem Kreise. 
Bezeichnet man also mit 

(2) |2| = B(|w)}) 

den Rand von K, so ist R(|w|) eine eindeutige stetige (reelle) Funktion 
von |w| (fiir alle Randpunkte P=(z,w) ist |w| <1, da sonst durch 
eine der Transformationen (1) ein Randpunkt in einen unendlich fernen 
Punkt geworfen wiirde. Es ist also R(|w|) nur definiert fiir alle 0 <|w|< 1). 

Durch die Transformationen (1) geht (2) iiber in: 
w’—w 11 
R( 0-1 ) ) 


| fa, (”) | 
Da der Rand von K wieder in den Rand iibergeht, gilt die Identitat: 
w— W, ) 


s ( w,w—1 
fe,(*)1 











|2’| = (gilt fiir alle | w’| << 1). 








oder 


= R(|w}) 


Ri |= 
06) | tog ET). 











log | f,,(w)| ist harmonisch in uw und v (w=u-+¢v). Daher gilt: 








(3) A (log R (| =" ))= A log R (|). 
Es ist 
Alog R (|w|) = "HERD 4 Pog Rel) Q (|u|). * 
Aus (3) folgt: 
1—|w |* |* w—W we 
(4) mw) O(|2S"4|) = ele). 








™) Da alle Punkte (|@|<1, |%7|<R(|#|)) innere Punkte sind, ist die Trans- 
formation (1) fir diese Punkte noch regular und somit f(w) analytisch fir alle | w| <1. 





&. W, 
%) Da R(|w|) unabhangig von ~=arcw und Premed xc 80 











n( hese R(|w}) 
oR(|= 
sail Rent existieren fir alle | w| <1, d. h. insbesondere: R(|= = ) 





besitet in jedem Punkt @ in Richtung der Tangente an den Kreis w= ae’? eine 
Ableitung. Durch geeignete Verinderung von w, kann man diese Richtung in jede 


belicbige durch ® tberfihren. Folglich ist n(|>="|) und damit auch R(|w|) 
Rad UE 


in jeder Richtung differentiierbar. Ganz entsprechend leitet man die Existenz der 
zweiten Ableitungen ab. 
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Nun die Lésungen dieser Funktionalgleichung! 
8) Q(jw|)=0, ah 


a* log R(|w|)_, 1 dlog R(jw|) _ 
(6) @|w|* + Tol alu] “2 


Die allgemeine Lésung dieser linearen Differentialgleichung berechnet man 
leicht als 


(6) log R (|w|) = ¢y log (|w|) + ef, 
(7) R(|w|) =|w]*-¢,. 
Da der Nullpunkt innerer Punkt des Kérpers ist, so ist die einzige 
normierte**) Lésung die Gleichung 
|2|= R(|w|)=1, 
die nur von dem Rande des Dizylinders erfiillt wird. 


b) Es seien Q,(|w|) und Q,(|w|) Lésungen von (4), die nicht 
identisch verschwinden. Dann gilt 








@(|Fant|) _ ow) 

*\ |W, w— _ @(j~|) _ ve - 

r es" \=acien = % (|w|) fiir oe lel SS 
*"\l5,0—1 und |w| <1, 





woraus sich Q*(|w|) = konst. ergibt. 
Nun gestattet bekanntlich die Kugel |z| = R(|w|)= V1 —|w|* ge- 
wisse Transformationen S: 
, io V1—|w|* 


omse “Ge-1° 


P W—W, ig 
_— ————_¢ ”. 
w,w—1 


Damit ist eine Lésung von (4) bekannt. Man findet 
Q(|w|) =-—— 


~~ 2(1—jw]*)*" 


Also ist die allgemeine Lésung von (4) 


a _ a log R(jw|) | 1 alog R(|w}) 
(8) Q(|w|) 2 Gale el" +e 


Ein partikulires Integral hiervon ist 
log R (||) = + log (1 —|w|*). 





18) Normierung siehe § 1. 
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Die Gleichungen (6) sind die, Lésungen der zugehérigen homogenen 
Differentialgleichung (5) und folglich die allgemeine Lésung von (8) 


log R (|10|) log (1 — | w|*) ++ e,log|t#| + ef, 


R (||) =¢,(1 —|w]*)* -|w|. 


Die einzigen méglichen normierten Lisungen (R(0)=1) sind die Kérper 
mit den Randgleichungen 


1 
(9) {2| = R(|w|) = (i —|w]")*, (« > 0). 
also |2|*+ | |? = 1 
Soll der Kérper zugleich nicht triviale Transformationen der Ebene w = 0 
in sich gestatten, so mu8 die Gleichung des Randes lauten: 
[2]? + |w|* =1. 
Daraus folgt, daB neben dem Dizylinder die Hyperkugel der einzige Kérper 
ist, der sowohl nicht triviale Transformationen der Ebene z—0 wie solche 
der Ebene w = 0 in sich gestattet. 
Ist «@ +2, so sind keine Punkte auf w—0 ausgezeichnet und somit 
nach Satz 4 iiberhaupt nur die Punkte auf z—0.- Damit ist unsere Be- 
hauptung vollstandig bewiesen. 


§ 5. 
Wir kommen nun zum Beweise des Hauptsatzes: 
Satz 6. Unter allen Reinhardtschen Kreiskérpern sind der Dizylinder 
|zj<1, ‘jwl<1 
und die Korper 
j2{*+[w|"<1 
|2|*+|w|"<1 
die einzigen, die nicht mittelpunktstreue Transformationen in sich gestatten. 
Welcher Art die méglichen Transformationen sind, sagt Satz 5 aus. 
Da nun, abgesehen von den vorgenannten Kérpern, nach Satz 5 in keinem 
Reinhardtschen Kérper ein Punkt der Ebene z = 0 ausgezeichnet ist, geniigt 
es offenbar zu beweisen: 
Ist kein Punkt der Hhene z= 0 eines. Reinhardischen Koérpers aus- 
gezeichnet, so sind héchstens die Punkte auf w= 0 ausgezeichnet, 
Zum Beweise bendtigen wir drei Hilfssitze, die allgemeiner funktionen- 
theoretischer Natur sind und insbesondere etwas aussagen iiber das Ver- 


halten analytischer Funktionen in einem Dizylinder |z| <a, pesignige Vor 
allem wichtig ist Hilfssatz 3. 


(« > 0) 
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Hilfssatz 1‘). Sind r, und r, assoziierte**) Konvergenzradien der Reihe 
B(z,w) = Sa,.2"w™, 
n,m=0 


so ist die durch $(z,w) dargestellte analytische Funktion f(z, w) in 
mindestens einem Punkte (z,w) mit |z|=1,, |w| =r, singuldr. 

Daraus ergibt sich 

Hilfssatz 2. Ist eine Funktion f(z,w) reguidr in jedem Punkte 
eines abgeschlossenen stetigen dreidimensionalen Flachenstiickes 
(10) ?(\2|, |w]) = 
das den Bedingungen geniigt: 

a) p(|z|,|w|) =O verlduft ganz in einem abgeschlossenen Dizylinder 
|z|<e 

(11) wh <, 

b) 9(0,0) = g(a, 6) =0, 

so ist f(z,w) im ganzen Innern des Dizylinders D regular. 

Aus der Regularitat auf (10) folgt namlich die Regularitat,in simt- 
lichen inneren Punkten eines die Flache einhiillenden Reinhardtschen Kérpers. 
Die zu f(z,w) um (0,0). gehdrige Potenzreihe mu8 nach Hilfssatz 1 im 
ganzen Innern dieses Kérpers absolut konvergieren. Aus der Konvergenz 
in einem Punkte (z,, wy) ergibt sich aber die absolute Konvergenz der Reihe 
und damit die Regularitat von f(z,w) fir alle (z,w) mit |z|<jz|, 
[10] <| | 49 

Hilfssatz 3. He sei f(z,w) regular im abgeschlossenen. Dizylinder 
|2|<a, 

[w| <5, 

und {(0, 0) +0, f(ae"*, be'?) +0 (fir alle0 <0, p< 2x), Hat f(z, w) 
im Innern von D eine Nullstelle, so mup. die analytische Fliche f(z, w) = 9 
alle den Bedingungen (11) geniigenden Hyperjlachenstiicke schneiden. 


D: 


14) Hilfssatz 1 ist der sogenannte Fundamentalsatz tiber assoziierte Konvergenz- 
radien. Siehe auch *). 

15) Bekanntlich sind dié Gebiete der gleichmaBigen, absoluten Konvergenz einer 
Potenzreihe $(z, w)= 5 a,,,2"w™ Reinhardtsche Kreiskérper.. (Siehe die Arbeiten 
von Hartogs und Faber, Math. Annalen 62 und 61. ) Ist r,=—(r_), (7, =]2|, = = wl) 
der Rand eines solchen Konvergenzbereiches, so nennt man zwei rige 
Werte der Randkurve r, und r, = '(7,) assoziierte Konvergenzradien. B(:, w) 

konvergiert absolut fir alle |z|<r,, | w| <q; 
divergiert. absolut fiir alle |z|>1,, |,w,| >t. 


4#), Vgl. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie 2 (1924), 8, 82, 1. Satz. 
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Das besagt, f(z, w) = 0 hat mit allen diesen Flachenstiicken ein ganzes 
eindimensionales Kurvenstiick gemein. 

Beweis. Angenommen, g(|z|,|w|) = 0 geniige den Bedingungen (11) 
und es sei f(z, w) +0 fiir alle (z,w) auf y(|z|, |w|)—0, dann ist 


1 
F(2z,w)= a} 


dort regular und damit auch im ganzen (offenen) Dizylinder D, im Wider- 
spruch zur Voraussetzung, daB f(z,w) im Innern von D eine Nullstelle 
und damit F(z,w) dort einen Pol hat. 

Aus den vorangehenden Hilfssitzen ergibt sich nun leicht der Beweis 
des Hauptsatzes. 

Angenommen P = (a, 8) mit a, 8 +0 wire ein ausgezeichneter Punkt. 
A sei eine Transformation des Reinhardtschen Kérpers K in sich, die P 
in (0,0) tiberfiihrt; dann ist 

A-*T(8,p)A 

die zweiparametrige Schar von Transformationen von X in sich, die P als 
Fixpunkt haben. Die Bildpunkte von (0, 0) erfiillen dabei eine zweidimen- 
sionale Flache R, die weder mit der Ebene z = 0 noch w = 0 einen Punkt 
auBer (0,0) gemeinsam hat (siehe Voraussetzung und Satz 4 ‘**)). Durch die 
Drehungen 7(#,q@) geht darauf R in eine aus lauter ausgezeichneten Punkten 
bestehende Punktmenge R, , iiber, die in ihrem Innern mindestens ein den Be- 
dingungen (11) geniigendes Hyperfliichenstiick enthilt. (Es kann 2,,, auf ein 
solches Flachenstiick zusammenschrumpfen.) Durch jeden Punkt dieses Flachen- 
stiickes geht eine ausgezeichnete Fliche. Nach Hilfssatz 3 miissen simtliche aus- 
gezeichneten Flachen, die nicht durch (0,0) gehen, mit dem Hyperflachenstiick 
ein ganzes Kurvenstiick gemein haben. Dies widerspricht der Voraussetzung, da8 
auf der Ebene z= 0 und daher auf jeder ausgezeichneten Flache genau ein aus- 
gezeichneter Punkt liegt (nimlich der Mittelpunkt (0,0) bzw. sein Bildpunkt). 

Hiermit ist Satz 6 bewiesen und damit sind die Untersuchungen iiber die 
Abbildungen eines Reinhardtschen Kérpers in sich zum Abschlu8 gebracht. 


II. Abbildungen der Reinhardtschen Kreiskérper untereinander. 


Hilfssatz 1. Zwei nicht identische, normierte Reinhardtsche Kérper 
K und K*, die weder Dizylinder, noch Kugel, noch einseitig kugelhaft sind, 
lassen sich héchstens durch die triviale Transformation 
z’ = ww e’* 
w’ =ze'* 


aufeinander abbilden. 


"a Mn bends, Gib Gb stebiibeniins Ge tx Skibo o- und w-Werte 
kontinuierlich zwischen zwei Grenzen (0 < |z| Sd, >0; 0S |w|Sd,>0) schwanken. 
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DaS K und K* mittelpunktstreu sich nur so aufeinander abbilden 
lassen, ist in I, §2 gezeigt. 

Es sei nun A eine Transformation, die K so auf K* abbildet, daB 
(0,0) im einen von ihm verschiedenen Punkt P iibergeht. Dann liefern 
die Transformationen 

AT(#,y)A~* 
Abbildungen von K* auf sich, die notwendig den Mittelpunkt verschieben 
im Widerspruch zu Satz 6. 

Enteprechend beweist man: 

Hilfssatz 2. Bei der Abbildung zweier einseitig kugelhafter Kérper 
aufeinander geht der Mittelpunkt (0,0) in einen Punkt der Ebene z = 0 
(bzw. w= 0) tiber. 

Da bei diesen Kérpern jeder innere Punkt der Ebene z= 0 (bzw. 
w= 0) in (0,0) transformiert werden kanh, gilt allgemein, wenn wir die 
Normierung sufgeben: 

Satz 7. Zwei Reinhardtische Kreiskorper lassen sich nur dann aufein- 
ander abbilden, wenn sie auch schon durch die trivialen Transformationen: 


2’=1,2 2’=1,w 
w’ =, 0 w'=1,2 
auseinander hervorgehen. 
Ill. Folgerungen aus I. und II. sowie Bemerkungen zu einem Satz 
von H. Cartan. 

Fassen wir die Ergebnisse von I. und II. zusammen: 

1. Die einzigen médglichen, eineindeutigen analytischen Abbildungen 
eines normierten Reinhardischen Koérpers auf sich, der weder Dizylinder, 
noch Kugel, noch einseitig kugelhaft ist, und je zweier solcher Korper auf- 
einander sind die Trausformationen: 

2’ =se'* 2’ =we'® 
w’ =we'? w’ = ze'*. 

2. Die einzigen Abbildungen der einseitig kugelhajten Kérper in sich 

und aufeinander sind: 


ee 


a ze'*{ 1— | 1 |* r 


(a) (@,w —1)* 
To 
w,w—1 


und 
(b) 


2’ aa we'® 
, 
w’ =ze'? 
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und die Kombinationen aus (a) und (b). He lassen sich von diesen nur 
die Koérper 
jz|@+Jwl?<1 und jz|*+]wl*<1 
aufeinander abbilden. 
3. Geben wir die Normierung der Korper auf, so kommen noch die 
Streckungen hinzu: 


‘ , 
z'=P,2 2’=17,w 


. und ‘ 
w’ =r, w w’=F7,2. 

Die Abbildungen der Hyperkugel und des Dizylinders hat ja schon 
Reinhardt angegeben *’). 

Hiermit sind also sdmtliche médglichen eineindeutigen analytischen 
Abbildungen der Reinhardtschen Kreiskérper auf sich und untereinander 
bekannt. 

Wir erkennen hier die schon anfangs charakterisierte eigenartige Be- 
deutung des Mittelpunktes eines Reinhardtschen Kreiskérpers. Die Eigen- 
schaft, Mittelpunkt zu sein, ist eindeutig — von den Ausnahmekérpern 
abgesehen — einem einzigen Punkte des Bereiches zugeordnet und ist 
invariant gegeniiber allen analytischen Transformationen. In den einseitig 
kugelhaften Kérpern und ihren Bildern ist ganz entsprechend eine ,, Mittel- 
flache“ festgelegt, die gleichfalls invariant ist gegen simtliche Abbildungen. 
Auch bemerken wir an diesen Bereichen eine merkwiirdige Starrheit gegen 
die analytischen Abbildungen, da sie (auBer den Ausnahmekérpern) nur 
die trivialen Transformationen zulassen, durch die sie definiert sind. 

Nun hat H. Cartan kiirzlich folgenden Satz aufgestellt: 


»Gibt es in einem beschrinkten Bereiche D einen Punkt P, der als 
Fixpunkt einer zweiparametrigen Schar von Transformationen des Kérpers 
in sich auftritt, so ist D auf einen Reinhardtschen Kreiskérper abbildbar.* 

Daraus ergibt sich die fiir die Abbildungstheorie im Raume zweier 
komplexer Veriinderlichen wesentliche Tatsache: 

Gibt es in einem Bereiche D eine zweiparametrige Schar von Trans- 
formationen in sich mit einem Fixpunkte P, so existieren keine weiteren 
Abbildungen von D auf sich, es sei denn, daB D auf einen’ Dizylinder 
oder einen der Kérper |z|*-+|w|*<1 abbildbar ist. 

Den Satz von Cartan kénnen wir jetzt auch so formulieren: 

Existiert in einem beschrankten.Gebiete D ein Punkt P als Fixpunkt 
einer zweiparametrigen Transformationsgruppe von D in sich, so sind 
nur drei Falle méglich (die sich gegenseitig ausschlieBen): 


%”) Siehe 5) Theorem III, 8. 255. 
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1. P ist der einzig mégliche Fixpunkt. 

2. Es gibt genau eine analytische Fliche (die ,,Mitteljlache“), die 
nur aus solchen Fixpunkten besteht. (D ist auf einen der Kérper 
|z|*-+-|w|*<1 abbildbar.) 

3. Alle inneren Punkte von D treten als Fixpunkte auf. (D ist auf 
einen Dizylinder oder eine Hyperkugel abbildbar.) 

Daraus ersieht man, wie wichtig die Kenntnis der Abbildungen eines 
beliebigen kreissymmetrischen Kérpers (der Hartogsschen Kérper**) und 
der allgemeinen Kreiskérper) in sich sein wird. Wahrscheinlich werden 
auch bei diesen auBer den ja bekannten mittelpunktstreuen Transformatio- 
nen nur in ganz speziellen Fallen weitere auftreten. 





18) Uber die Abbildung der Hartogsschen Bereiche siehe auch: H. Welke, Miinster, 
Uber die analytischen Abbildungen von Kreiskérpern und Hartogsschen Bereichen, 
Math. Annalen 108. 


(Eingegangen am 23. 6. 1930.) 








The algebra of many-valued quantities. 
Von 
Rosalind Cecily Young in Cambridge (England). 


The following theory is one that I have recently adopted for the 
better treatment of theories involving limits’), where it has grown increas- 
ingly inconvenient to have to consider separately the upper or lower or 
other individual values of a numerical limit which is not unique*), for want 


*) A preliminary treatment was embodied in my Dissertation for the Ph. D., 
Cambridge, “Foundations for the generalisation of the Theory of Stieltjes Integration etc. 
An n-dimensional treatment” (1929) and indicates the main features of the theory. 
Refinements introduced into the present exposition may be summarised as follows. 


1. In the concept of many-valuedness, a symbol a (now a quantity), instead of 
being identified with a set (of values), is now conceived as having any one of a given 
set of values collectively considered,—in contradistinction to the idea of a variable, 
which assumes individually considered values in a given range which is generally 
fixed.—The exact nature of the concept, as of any mathematical entity, is best 
understood from the uses to which the concept is put, and in this case these are 
quite different from manipulations of sets. 

2. By the introduction of the quantity having no values, 6, the new nought 
(without prejudice to the “zero” (0) of our ordinary numberscheme), several simpli- 
fications are rendered possible; and inter alia 

8. the definition of a link of two quantities (having the values common to both) 
as precisely complementary to that of their union (which has all the values of either); 
and the purer conception of the process of levelling (suppressing all values numeri- 
cally > KX). 

4. The explicit definition of an infinitesimal also simplifies the exposition. 

5. I absolutely exclude any reference to “infinite values”, pending the precise 
definition and theory of such values, which will form the subject of a later paper. 
In accordance with this, the treatment of limits is that of finite limits throughout, 
i.e. concerns exclusively the finite values of limite, which may or may not constitute 
the complete limits. On this point, the present treatment is a good deal more precise 
than the original one. 

*) The general idea of considering all the limits, and not merely upper and lower 
limits, seems to have been first utilized by W. H. Young in 1908: “Sulle due funzioni 
a pid valori costituite dai limiti d’ una funzione di variabile reale a destra ed a 
sinistra di ciascun punto”, Rend. Aco. Lincei (5) 17, 582—87. 
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of accurate rules for their collective manipulation*), Applications of the 
theory will be published elsewhere; the theory, however, seems to be of 
sufficient interest in itself. As an illustration of the efficiency of the new 
instrument, the rules given by Theorem V (p. 283), and more generally by 
Theorems VI and VII, should be compared, also for elegance and precision, 
with the current inequalities (which they of course include): 

lim @,, + lim 6, < lim (4, +b) S lim 4, + lim b,, < lim (a, + >.) 

n> @ m™ oo 


nm? co no 
S jm, + kim. »,., 
and the corresponding ones for products. 


1. Many - valuedness. 


When a symbol a, b, z, f(z), etc. represents any one of a given set 
of numbers, we say that it represents, or is, a (finste) quantity, and the 
given numbers are called its valwes. 

In the particular case when there is only one number given, the 
quantity is said to be one-valued and is identified with the given number. 

The necessary pendent of the notion of a quantity with more than 
one value is that of a quantity without any values; this then has to be 
classed with many-valued quantities in the same way as the null-set has to 
be classed with sets generally. We shall call it nought*) and denote it by 

6. 
A quantity with at least one value is therefore said to be non-nought. 

A quantity with a bounded set of values only is said to be strictly 
finste. A quantity with positive values only is said to be positive, and if 
its values have a positive lower bound it is more specifically described as 
strictly positive. Similarly, a quantity with negative values only is said to 
be negative, and if its values have a negative upper bound, it is said to 
be strictly negattve. 

A quantity none of whose values is 0, is said to be definste. If it does 
not have values as near as we please to 0, it is said to be strictly definite. 

If any of these properties belongs to a given one-valued quantity, it 
belongs to it of course strictly. 


*) Such relations as appear in the paper of W. H. Young just quoted, e. g. 
Fi (P)<a, Hy(P)Sn, Gp(P)+8< F,(P)< 4H, (P)-#, 


for his many-valued (right- and left-hand limiting) functions, tacitly assume some rudi- 
ments of an algebra of many-valued quantities, though the relations in this case being 
of so simple a nature, there was no inconvenience or ambiguity in introducing them. 
*) The ordinary 0 is called zero. 











262 R. ©. Young. 


2. Relations. 
Two quantities a and 6 are said to be equal, and we write 
a=b, 


if the set of values of a and that of 5 are identical; i.e. if every value 
of a is a value of 6 and vice versa, 
A quantity a is said to be included in another b, and 5b is said to 
include a, and we write 
acb or. b>da, 
if every value of a is a value of b (but not necessarily the converse). In 
particular, for every quantity a, 
6C a. 
For one-valued quantities, inclusion reduces of course to equality. 
A quantity a is said to be less than another 6, and 6 is said to be 
greater than a, and we write 
a<6b or b>a, 


if each value of a is less than one of 6 and each value of 6 is greater 
than one of a. (In particular neither a nor 6 may be 6.) 

The relation is said to be strict if it also holds between the upper 
bounds and between the lower bounds of the two sets of values; 1. e. provided 
neither these upper bounds nor these lower bounds are equal. 

A quantity a is said to be superior to b, and b is said to be inferior 
to a, and (for reasons which will at once appear) we write 


axib or ba, 
whenever either some value of a is greater than each value of b, or some 
value of 5 is less than each value of a. (In particular, neither a nor } 
may be 6.) 
To express the fact that a is not superior to b, and b not inferior 
to a, we write therefore 
axb or b2a. 
This means then that either a or b is 6, or each value of a is < some 
value of b, and each value of b is > some value of a. 
Similarly, a is not less than b, and b not greater than a, and we 


therefore write 
a<tb or b+>a, 


if either a or 5 is 6, or some value of a is > all values of b, or some 
value of 6 is < all values of a. : 

For one-valued quantities, “less than” and “inferior to” are equivalent 
phrases. 
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If a is less than b, it is a fortéori not superior to 6; which is equi- 
valent to saying that if a is superior to 5, it is a fortiors not less than b; 
symbolically: 

a<b implies a<b; add implies at b. 

Two strictly finite quantities cannot be both less than and greater 

than one another; i. e. 
a<b implies a>}b. 

But they may very well be both superior and inferior to one another; 

the necessary and sufficient condition for 


atb and a2dbdb 
to hold simultaneously is indeed merely that either a has all its values 
less than one, and greater than another, value of 5, or b has all its values 
less than one, and greater than another, value of a. In particular, we 


cannot then have a =); i.e. a many-valued quantity a cannot be superior 
or inferior to itself, so that we have always 


asa and ada. 


A given quantity @ may moreover be neither superior nor inferior to 
another given quantity }, i.e. 


ax<b and a=b 


may hold simultaneously without a and 5 being equal; a necessary and 
sufficient condition for this (if we omit the trivial case a=6 or b= 6) 
is in fact that the set of values of a and the set of values of 6 should 
(without coinciding) have the same upper bound, included in both or in 
neither of the two sets, and the same lower bound, also included in both 
or in neither of the two sets. 

Ij a ts included in b, it cannot be strictly greater or less than b. 

But it may still be either not superior or not inferior to 6, or both; 
indeed a necessary and sufficient condition for 


acb and ax<db 
to hold simultaneously is merely that the values of b are those of a together 
possibly with others not less than these; and that for 

acb and ab 
to hold simultaneously is that the values of 6b are those of a, together 
possibly with others not greater than these. 

Again, if a is included in b, it may also be either superior or inferior 

to b, or both; in fact, for 

acb and add 
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to hold simultaneously, it is necessary and sufficient that, besides all the 
values of a, the quantity b should have at least one value less than all 


these; and for 
acb and add 


to hold simultaneously, it is necessary and sufficient that, besides all the values 
of a, the quantity 6 should have at least one value greater than all these. 


3. Associated quantities. 


Associated with any non-nought quantity a, we define, as far as 
existent (finite) 
a) the upper value 
a 
or upper bound of all the values of a; 


the lower value 
a 


or lower bound of all the values of a; 
the breadth 
s,=a—a 
or span of the set of values of a; 
b) the + part 
a, 
or quantity equal to a when this is positive, and otherwise having as its 
values all the positive values of a and the value 0; (when a is one-valued 
a, is thus the larger of a and 0); 
the — part 
a 


equal to a when this is negative, and otherwise having all the negative 
values of a and the value 0; (if a is one-valued, a_ is thus the lesser 
of a and 0); 
c) the absolute magnitude ial 
a 
or quantity having as its values the moduli of the values of a; 
d) the opposite 
—a 
whose values are numerically the same as those of a, but with the 
opposite signs ; 
e) the inverse 


2 
a 
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(defined only when a is definite) whose values are the inverse + of the 
values « of a; 


f) limiting values, or numerical limits of sequences of values of the 
quantity a; 
the (finite) frame 


[2] 


or quantity having as its values all the values and all the limiting values 


of a; thus a one-valued quantity, and generally any quantity with only 
a finite number of values, is its own frame. 


A quantity which is its own frame is said to be closed (finitely). If 


it is also strictly finite, it is said more specifically to be completely closed. 
This means that it has a closed set of values. 


A quantity which is its own opposite is said to be symmetrical. The 
only one-valued symmetrical quantity is 0. 


A quantity which is its own inverse is said to be reciprocal. The 
only one-valued reciprocal quantity is 1. 


The opposite of —a is clearly a; so is the inverse of = 


Each of the other associated quantities of a is the associated quantity 
of same name of itself. E. g. 


(@)=a; (a,),=a,; |(la!)|=|al. 


In particular, the frame of a is always closed (finitely). 
As regards the associated quantities of different names of each 


associated quantity of a, we have the following relations, whose proof is 
immediate. 


Upper and lower values. 
(@),=(a,), (@.=(a_), (a),=(a,), (a). =(@_); 


(—a)=—(a), (—a)=—(4); 


—s ) 

|a| 
Ja| = larger of | rs | 
and hence also 


| 


+-and — parts. 


(—a),=-—(@_), (—a)=—(a,); [2], =[a,], [2]. =[a@]. 


Absolute magnitude. 


|-—a|=|a}, |{@)|=[[ej). 


Mathematische Annalen. 104 18 
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--f. 
Interpreting the relations between two quantities in terms of their 
associated quantities, we have 
A. acb 
is equivalent to 


Frame. 


and to 


when both these inverses are defined. 
It implies moreover 


jajc|b], a,cb,, acb, [alco], 


a<b, ab, Bb, SB,.- 


B. a<b 
is equivalent to 


and 


—a>-—b, 
and to 
1 1 
a7. 
when a, b are positive. 
Moreover, if it holds strictly, it is equivalent to 


a<b, a<b, 


[e]<[2). 


C. a<b 


hence to 


is equivalent to 


—a=>-—b), 
and to 
1 1 
s2t 
when a, b are positive. 
Also it implies ? 
a@sb, agb 


and is equivalent to this pair of relations if b includes its upper and a 
its lower value. 
It implies further 


and 
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D. By taking complementaries of the above propositions, we obtain 
those relative to the other two types of relation. 

We shall define all the associated quantities of nought as again 
nought. I. e. 


6 =6=8,=6; —é6=6; + = 6; 
|5|=6; [oJ=4; 
6,=6; 6. =6 


4. Operations. 
The sum 
a+b 
of two non-nought quantities a and b is defined as the non-nought quantity 
having all, and only, the values which are sums of a value of a and a 
value of b. The sum 
a+b+e 
of three non-nought quantities, a, b and c is defined as the non-nought 
quantity having all, and only, the values which are sums of a value of a, 
one of 6 and one of c. And so for any number of quantities. 
Similarly the difference 
a—b 
is defined as having all, and only, the values which are obtained by sub- 
tracting a value of b from a value of a, and is clearly the same as the 
sum of a and — b. 
The product 
a-b 
of two non-nought quantities a and b is similarly defined as having all, and 
only, the values which are products of a value of a by one of b. And cor- 
respondingly the product of any number of non-nought quantities is defined. 
With the corresponding definition, the ratio 
a 
_ 
of a by b, defined only when b is definite, is seen to be the product 
of a and 3 


The associative and commutative laws for addition, subtraction and 
multiplication in ordinary algebra obviously continue to hold, without any 
formal change; the monotony laws 

“a<b implies (a+c)<(b+c)” 
and 
“a<b implies ac<be when c is positive”, 
18* 
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and the corresponding ones with < instead of <, are similarly unaltered. 
The new relation of inclusion furnishes us with a new type of law 
“acb implies (a+c)c (b+ c)” 
and 
“acb implies acc be”, 

called the inclusion laws for addition and multiplication. 

Furthermore, we note that 
if c ts strictly finite, 

c+dcc implies d=0; 
if c ts strictly finite and strictly positive or negative, 
cdcec implics d=1. 
For if 
ce+dce, 

and y be any value of c, 6 any value of d, y» +6 is also a value of c, 
and so are y +246, y +36, and generally y + N6, for every integer N: 
so that if ¢ is strictly finite, 6 is necessarily 0. 

Similarly if 

cd ce, 

and y be any value of c, 5 any value of d, then yd, »d° and generally 
yd”, are also values of c, for every integer N; so that if c is strictly 
finite, || is necessarily <1, and if ¢ is strictly positive or strictly nega 
tive, |6| is necessarily >1. Hence q. e. d. 
It is essential also to note that although 


a—a)>d0 
always, (a — a) is only = 0 if a is one-valued. From this and the above, 
we conclude at once that 
a+bce implies acc—b, 

but jor stricily finite c, the converse requires b to be one-valued. 

The remark that a—a=0 requires a to be one-valued is a parti- 
cular case of the following: 

A sum of given quantities is one-valued (if and) only if each of the 
given quantities is one-valued. 

For if one of the quantities is not one-valued, and we choose any 
fixed value of each of the others, every value of the first quantity neces- 


sarily gives rise by addition with these to a different value of the sum. 
Similarly, 


A product of given quantities is one-valued (tj and) only if each of 
the given quantities is one-valued, unless indeed one of these quantities 
is the number 0, when the product is also 0. 
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For if one of the quantities is not one-valued, and none of the others 
is the number 0, we can choose a non-nul value of each of these, which 
when multiplied together with different values of the first quantity, neces- 
sarily gives rise to different values of the product. 

The distributive law for addition and multiplication takes the form 


(a+ b)ccac+ be, 
hence more generally 


(a+ b)(c+d)C ac+be+ad-+ bd. 


If ¢ is one-valued, or if a or b is 0, the former relation of inclusion 
obviously reduces to an equality. In other cases it may or may not reduce 
to equality. Thus if c¢ has the two values 0 and 1, those of (a+-b)c 
are the values of (a+ 6) and the value 0, while those of (ac -+- bc) are 
those of a, of b, of (a+b), and 0; but in this case we have certainly 


(a+b)e=ac+be 
if both a and Bb include the value 0; since 
aca+b 


tf b includes the value 0, and 


if a includes the value 0. 


Note. As a particular corollary of this proposition, we note that for 
every a: 
a 


,+@_Da@; a,—a_)/|a|. 


These relations are obvious, and reduce indeed to equalities, if @ is posi- 
tive or negative. In every other case, both a, and a_ include the value 0, 
and hence are included in their sum; and both a, and —a_ are included 
in theirs. Since every value of a is one of a, or of a_, and every value 
of |a| is one of a, or of —a_, the truth of the two relations follows. 

For the associated quantities of sums and products we have the 
following rules: 

Upper and lower values): 


a+b=a+b, a+b=a+b; 


a-b=4a-b, a-b=a-b if a,b are positive 
and generally 


5) Subject to existence (finite). 





270 R. C. Young. 


As particular useful deductions, we note 





@—G=f,, a—a=—f,; 
Bose=Ba +h: 
Bar) = Big wy = |a|- B,. 


Absolute magnitude. 
la+b|<|a|+|b]; |a—b\>\\a|—|b\|; jab] =]a]-|d}. 
There are formally precisely the same rules as for one-valued quantities 
and follow from these. 
+ and — parts. 
(a+6), Sa, + 6,; 
(a+b) Sa +b; 
(equality occurs when a and b are both positive, or both negative). 
The second relation obviously reduces to the first when we substitute 
—a for a and — b for b in it. 
To prove the first, we note that a value of 


(a+b), 
is either 1. the sum of a positive value of a and a positive value of 5, 
i.e. @ value of (a,+6,); or 2. it is the sum of a positive value of a 
and a non-positive one of b, i.e. is < a value of a,; or 3. the sum of 
& non-positive value of a and a positive one of b, i.e. is < a value of b,; 
or 4. it is 0 with (a,+6,)>0. In each of these cases it is a fortiori 
S a value of (a,+ 6,). Thus each value of the left-hand side is actually 
S some value of the right-hand side. 
Conversely, a value of 
a,+6, 
is either 1. the sum of a positive value of a and a positive value of b, 
hence a positive value of (a+ 6),; or 2. it is a positive value of a, and 
b includes some value < 0, hence (a-+b), and so (a+ b),, include some 
value < that positive value of a; or 3. it is a positive value of b, and 
(a+b), includes similarly some value < it; or 4. it is 0, and both 
a and 6 include non-positive values, hence also (a + 6), > 0. In each of 
these cases, some value of (a-++-b), is < the assumed value of a, + b,. 
And each value of the right-hand side is thus also some value of the 
left. Q. e. d. 
Frame. 


-—)+) 
)-E 
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The definitions are extended to 6 by writing 


a+éd=-a—6=a@; a-6=>—=4a@; 


&|e 


and generally following the principle that in all calculations with sums, 
differences, products and ratios, 6 has no effect, and may be removed, 
introduced and transfered at will. 


5. New operations. 
We define the union 
aub 
of two quantities a and b as the quantity having all, and only, the values 
of a and the values of b. 
We define the link 
aQb 
of two quantities a and } as the quantity having all, and only, the values 
common to both a and b. If such values do not exist, the link of a and b 


is nought. 
The definitions are extended to nought by 
(a v 6) =a, 
aQdéd=6, 
We have 
(ava)=(aQa)—a; 
(aQb)cac(aub). 


The definitions are immediately extended to more than two quantities 
a and b, so that we may speak of the union and the link of any number 
of many-valued quantities. 

The new operations are obviously commutative and associative in the 
ordinary sense. Moreover their combination with one another is distributive 
in the ordinary sense, i. e. 

(aw b)Qc=(aQc)u(bQc). 
As regards their combination with former operations, we have 
(aub)+c=—(a+ce)u(b+c), 
(aub)-c=(ac)u(be); 
(a@Qb)+eC (a+e)Q(b+e), 
(a@Qb)-¢ C (ae) Q(be); 
(a+6b)u(e+d) Cc (avuc)+(bud), 
(ab)u(ed) ¢ (auc)-(bud); 
(a+ b)Q(c+d) > (aQc)+(bQa). 
(ab) Q (ed) > (aQe)-(bQe). 
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We have also obviously the inclusion laws*): if ac b, then, for every c, 
(awe)C(buc), (aQe)c(bQe). 
As regards the associated quantities of links and unions, we have 


the rules: 
Upper and lower values. 


aw b = lesser of 


aw b= larger of i 
| 


b 
aQb<aub, 
aQb>aub. 
Absolute magnitude. 
aGub la} w\ bj, 
la Qb\ cla] Q{d}. 
Opposite. 
(auwb)=(—a)u b), -(aQb)= a)Q(—b). 
Inverse. 
sot at at ats 
+ and parts. 
(aw b) —a,ub,; au b) awb. 
Frame. 


E-G-B eich. 


6. Special many-valued quantities. 
The symmetrical sub-unit 
of many-valued quantities is the quantity having all, and only, the values 


between —1 and 1 both inclusive. 
We have clearly 


6——0O (symmetry), 
0-6—0 
and 
6+0=—20 


*) As regards the monotony law, this only holds for a union, in the form: 
if a= b, then, for every c, 


(auwc)S(buc). 
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If 6 is any number, the product 
66 


has all, and only, the values between + 4 inclusive, thus representing in 
fact the closed interval of endpoints —4, 6 on the number-axis. 
For any many-valued a, the sum 


a-+ d6 


has all, and only, the valves each of which differs from some value of a 
by not more than |4|. It includes in particular all the values and all the 
limiting values of a (the latter provided 4 is not 0); i.e. for every positive 


number 0, 
a+ 60 > [a]. 


a + 60 [a] 1. 60. 


Moreover, we have 


An infinitesimal 
e 


is any positive many-valued quantity whose lower value is 0. The letter 
€ 


will represent any value of such an infinitesimal, and is thus, in the usual 


language of analysis, an “arbitrarily small number”. Thus also the ex- 
pression 


26 


represents an “arbitrarily small” interval of centre 0, and 
a+e@ 


an “arbitrarily close neighbourhood” of the set of values of a. 


Accordingly we see at once that 
cc [a] 


eca+e0 


tf, and only tf, 


(for every value « of an infinitesimal). 


For any given a, if K be a sufficiently large positive number, the link 
aQ K0 


of a and K®@ certainly has a value. We denote it also by 


a), 
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The process itself, namely of forming the link of a given many- 
valued quantity and of the special K®@, will be described as levelling the 
given quantity. 

By the distributive law for links of sums, 


a], + 4,< e+), 

A kind of converse is provided by the following useful property: 
Ij a horizontal or vertical pair’) of the four relations 
a<K, b< K, 

—e<K, —b<K, 


is known to hold, then 
(a+0)] < a}, +4), 


By interchanging a and —b, we can always reduce any of the sup- 


posed pairs to include 
a< K. 


As the required relation is then transformed into itself (by taking oppo- 
sites), it suffices to consider this case. It then stands in conjunction with 
either 

—a<K or b<K. 


Now every value § of 6 which, with some value « of a, gives a sum 
included in K@, so that in particular 


: «+fpS>-—K, 
ba —2K, 


since by hypothesis « is < K. 
If — a< K, we have similarly (or by writing —a for a, —b for b) 


Bs2k. 
Hence both in this case and in the case b< K, we have necessarily 
Bc2K0. 
In the former case, as we have already 
ac K0c2K0, 


this proves the required relation. In the latter case, in which the hypo- 
theses are symmetrical in a and b, we see by interchanging a and b that 


must satisfy 


*) Le. either a and b are both <K or are <—X, or one of them at least 
between + K. 





a a eee 
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also every value « of a which, with some value f of b, gives a sum in- 
cluded in K@, must necessarily satisfy 


aC2Ké0, 


and the required relation is again established. This completes the proof. 
By the distributive law for links of products, 


aj], =. 


A kind of converse is again provided by the proposition: 
Ij a vertical or horizontal pair of the relations 


ac K@, bc KO, 
1 1 


(a-b)],< a], d],. 


The proof runs exactly parallel to the preceding one. Since inter- 


is known to hold, then 


changing a and — and taking inverses, simply transforms the required 
relation into itself, we may suppose 

1 

=< Ke 
to be one of the assumed relations. In that case, every value # of b for 


which, with some value « of a, 
a- BC KO 
must satisfy 
Bc K*0. 
And either directly, if ac K®@ is the other assumed relation, or by inter- 
changing a and b if +< K6 is the other assumed relation, we must also have 


ac K*6. 
Hence q. e. d. 


7. Limits. 


Our mode of extending to “many-valued” quantities the operations 
of ordinary algebra applies, mutatis mutandis, to the process of passage 
to the limit. 


A. Successions. 
A succession 
Bas Bas ++ 0 Bigs o00 
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of quantities is said to have as its finite limit, denoted by 


m? 


(im.)* 
the quantity a having all, and only, the values which are finite numerical 
(upper, lower or intermediary) limits, in the ordinary sense, of successions 
whose m™ term is a value of a,. This definition is quite unambiguous 
and always yields a quantity a, which may, however, in particular cases, 
reduce te 6. 

If every succession whose m* term is a value of a, is bounded 
(i.e. no such succession has an infinite upper or lower limit in the ordi- 
nary sense), the finite limit of the succession 


Gan Gas «109 @ 


m**? 


is called its complete limit, and is denoted by 


lim a... 
m—> « m 


A complete limit cannot be nought, and is always strictly finite. 


Theorem Il. A value « belongs to 
(lim )a, 
a-@/) 
if, and only if, it belongs to 
a, + Be 
jor a sequence of indices 
m = m,(c,e). 

This follows at once from the definition of a numerical limit in the 
ordinary sense. It may also be taken as the definition of the finite limit, 
and then includes as a particular case that of a unique numerical limit 
in the ordinary sense. 


Theorem II. If a is the complete limit of a succession of quantities 


a, then 


“ a,,ca+O6e« for all m>WN.,. 

For a value «,, of a, not included in a + Oe is one differing by more 
than « from every value of a. If such a value exists for a sequence of 
indices m,, each numerical limit of the succession {a,,,} differs from every 
value of a (by not less than «), whereas since a is the complete limit of 
a,,, it must exist (finite) and belong to a by definition. 

From Theorem I, we may at once deduce that 

The finite limit of a succession of quantities ts always closed finttely. 
A complete limit is therefore completely closed. 
Let a be the finite limit of a sticcession 


a 


met 
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and let « be any limiting value of a. The statement is that « is a 
value of a. 


By its definition as a limiting value of a, the number «@ belongs to 


(atts) Sm 
mm -> CO 
where the numbers «, are values of a. Hence by Theorem I, 
«Ca, + Oe/2 
for a sequence of indices 
k=k;(a,e). 
Also, as values of ( tim.) a,,, the numbers «,, again by Theorem I, belong to 
a,, + 62/2 


each for a sequence of indices 
m = m,(«,,@). 
Hence, for this sequence of indices m, 


a, + be/2 Ca, + Be. 
It follows that 
«Ca,+ Ge 
for the double sequence of indices m =m, ;(a,e)=m,(@,(,),¢), and a 
fortiori the condition of Theorem I is fulfilled for «. Hence q. e. d. 
The following properties are immediate: 


If a,—a,=...=—a, =... =a, jim.) a,,= [a]. 
If a,<b, for each m, ( lim. 4,5 (lim) b..: 


If a, >, for each m, (tim, ) a, > (lim) 6, 
Also 
(im, ao (di) a 
As a particular case of the third property, obtained from it by taking 
b= 6 for all indices except m,, m,,..., we may state: 
For every sequence of indices m,, 
(im, ) omc (dim) 


m> co 


As a consequence of the fourth of the above properties, we may also 
speak of the finite limit of a succession whose first p terms are not all 
properly defined, writing 

( lim ) @m = ( lim ) Gury 


\m —> co 


then as the definition of the left-hand side. This is convenient e. g. when 
taking inverses (see below). 
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The upper and lower values of ( im ) Bq» when defined (finite) will 
be denoted for simplicity by 
( lim ) Gn (lim ) a, 
and called the upper and lower finite limits of a, (m-—~>co). If the 
limit is complete, both are of course defined, and we then denote them by 
lim a,, lim a,, 
and call them the upper and lower limits. We have obviously, in the 
latter case, 


lim a,= lim @ lim a, = lim a 
m>a ™ m>ao ™’ so ua 
and in general one or other of 
lim \a, = ( lim \a ( lim )a,, = ( lim a 
(ane) \e >o)/ ™ m>o 20 


holds provided only the right-hand side of it is defined. It is at once 
obvious that if (and only if) both right-hand sides are defined, the limit 


is complete. 
Again, we have 
(dim,) #0] = (dina)lanl: ~ (din) a= (ip) (20 
And 
(tin) em), = (spin) mds (C2) Am) _ = (et) (4m) 


To see this, we have o: .y to remark firstly that « is a positive value 
of ( lim \a,, if, and only if, it is a limit of a succession of positive values 


\m + co / 


lm, Of Ap,; 80 that the positive values of 


((_lim ) 2m) and /( lim \(a,,), 


\\m + co m-> co) 


are certainly the same; next as regards the value 0, 

I) if a value of ( lim ) a, as a limit of positive values «,,,, it again 
belongs to both; 

Il) if a value of (lim. ) as a@ limit of negative values «,,,, it be- 
longs to (@»,), and hence to ( lim ) (4, )4.» while it also belongs to 
(lima) 3 


IIT) if a value of (( lim )a,,\ but not of ( lim ) Gms then the latter 


has negative values, and hence so has a, for a sequence of indices m,, 
so that again (a,,), includes 0, and so does ( lim ) (Gn) 
\m -> CO 





wr 


sin 
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This completes the proof of the first equality; the second follows by 
writing —a for a, by the relation for opposites just before. 
We have also, as an immediate deduction from Theorem I, 


(tim, ) au = [( Him) 2n] = (im) fa} 


since [@n] <2, + Oe ¢ [aaj + Oe. 


Finally, 














(Tm ye, ~ Vi.) =. 


m>a/; ™ 


provided only the left-hand side is defined. 


B. Double successions. 
A double succession 


Giga Dyas ++ +> Um sss 
Waxy Bags +++» Dams +> 


Bias Bas +++» Apmsrss 


of quantities is said to have as its finite double limit 


lim ja 
(4% >of 


the quantity a having all, and only, the values which are finite numerical 
(upper, lower, or intermediary) double limits in the ordinary sense, of 
double successions having as term of index (k,m) a value of a, .. When 
all such double successions are bounded, the finite double limit is also 
called the complete double limit, and denoted by 


im a ° 
(km)>ao *™ 


If, in this definition, we take only one type of repeated (and not 
all the double) numerical limits, we obtain a quantity included in the 
finite double limit which we call a fintte repeated limit of the double 
succession. The twin type of repeated numerical limits then give another 
finite repeated limit of the double succession. It is at once clear that 
the two repeated limits may be obtained as 

im) (dim, au) and (im, (im, ) ann) 


k>o@ 


respectively, and we denote them by 


( jim Jim.) Fk, m ° ( jim. jim ) ay, m 


respectively; omitting the brackets when the limits are complete. 
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We have, as remarked, 


(lim lim ) M,m ~ (lim lim ) aC (_ lim ) i,m - 


\k> eo mao \m> ao k+>o \(k, m) > co 
We have the analogues of Theorems! and II: 
Theorem III. A value « belongs to 


( lim )\@mn 


(m,n) -» c / 
i/, and only if, it belongs to 
ayn + Be 


jor a sequence of indices 


m=m(a,e), n=n,(a,e) 
(both tending of course to co with 7). 


Theorem IV. J a is the complete double limit of a double succession 
of quantities a then 


m,n? 


a,,, © @+0e forall m>N, andall n>NQ,. 


All the other properties of the finite limit of a succession hold in the 
exactly parallel form for finite double limits of double successions, and 
we use the corresponding notation 


lim and ( lim )a,, 


(ia) —lim a, 
(m, n) > , (m, n) > co - 


to denote the upper and lower values of the finite double limit, or upper 
and lower finite double limits, when existent (finite), omitting the brackets 
when dealing with a complete limit. 


C. Nople successions. 


In like manner, we define and discuss the finite Nple limit of an 
Nple succession of quantities 
Aim) 
where (m) stands for N indices m,,m,,...,m,, each of which assumes 
all integral values. We denote the finite Nple limit by 


( lim \a,,. 
m) > oo / 
omitting the brackets when the limit is complete; call its upper and lower 
values, as far as defined, the upper and lower finite Nple limits and 
denote them by 

(lim _) a 


(m)-> c 


lim }4a,,,); 


(m) > co / (m) » 


and have all the parallel properties holding indiscriminately. We have 
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also the various repeated limits, all included in the double one, 
(jim lim ... lim ) aq, 
m,>o Mg > © my > 2 
where m{, m3,..., my is any permutation of the indices (m,, me, ..., my) =(m). 
And we have partially repeated limits 


im ... im ja 
(cai (m), > © lim .) (mm) ? 


where (m),,(m),,.--,(m), represent mutually exclusive groups of the 
indices (m), together comprising all the indices (m). 


8. Distributive laws for limits. 
Denoting as agreed by 


((m), (n)) 
the aggregate of all indices 


™, M2, ..-, My, Ny, Ne, ..., Ny, 
of 


(m) = (my, me, ..., Mz) 
and 


(nm) = (m1, Me, -.., My), 
we have obviously (provided, in the first two relations, neither of the 
finite limits on the left hand side is 6; but without restriction in the last): 
( lim ) Gem + ( lim ) Deny = ( lim lim ) (my F Bony)» 


(m)-—> (n)> @ (m)+> co (n)>o@o 


(x) (lima, ) my * (him) By = (lim Tim) (Gg) ~ Baap)» 


(m)—> co (n)+> (m)+> co (n)>c 


(lim, ) Fim et ( in ) Bray ai ( tim tim ) (Suny wv b,,): 


(n)+> (m)+ © (n)> eo 


These relations follow at once from the fact that a finite limit is 
closed finitely, i. e. coincides with its frame, and the fact that the finite 
limit of a succession of terms all equal to a is [a], (or the parallel facts 
for Nple successions). 

As all the operations are commutative, the limits on the right-hand 
sides may also be replaced by those of the twin type 

(iar nie) 
so that in these cases, i. e. for (M-+-N)ple successions whose term of 
index ((m),(n)) is always either the sum, or the product, or the union, 
of the term a, of a Mple succession and the term b,,. of a Nple suc- 
cession, the two finite partially repeated limits 
(Je, lim.) (=. im.) 
are equal. 
Mathematische Annalen. 104. 
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The corresponding formula for links is 

(cali, hizm,) ima X Bm) < (,Himm,) dem 2 ( 
(ny Q Bin) v {(,,jim ma) Cn Q | lim.) Din} 


¢ (jim 
where ¢,,,, has all and only the values of a,,.. not belonging to (, 


(n) 


im.) 5 


(m)-—> @) jim .) 


b 
Fe) (m)* 
It is because the latter link is not always 6 that we do not in general 


get equality. 
In the case of unions and links, we can at once complete the result, 
by shewing that 
)(@ (m) bw») = ( lim.) Gin) aaa (jim. ) Ben» 
Fn Q Yay) C (eal my 2 


These relations are simply expressions of the fact that a succession of 
numbers taken from two given successions of numbers has for its numerical 
limits exclusively limits of these two successions; and if each number of 
the first succession belongs to both the given successions, each of its limits 
is a limit of both given successions. These facts are equivalent, indeed 
to the statement that the left-hand sides of the above equalities are included 
in the right. The converse, in the case of unions, we already know by (X). 


We note that 

(Jim,) a]. =[<]- 
This is obtained by writing 

a,=a, b=—nO 
in the general formula for links, and observing that 

(=) *° 
has all possible values, so that its link with any quantity is again that 
quantity. Another particular case to note is 
( im.) Fm) = lim Gm) 4 

except for possible values +K of the left-hand side, not necessarily 
belonging to the right. 

The case of sums and products is however more subtle. This is at 
once clear if we think of a succession of quantities a, whose finite limit 
is 6 (as for instance when a,—m), and take b,—-—a,. The sum 
a,, +, then includes the value 0 for every m =n, and hence its finite 
double limit includes the value 0, whereas (jim )@n + (jim a) 5, is 6. 


Similarly, if, for the same a,,, we take b, = 4, the product a,-b, includes 


(na (")) > @ 


(eat so) (m)> im) (lim, ) 5 (n)° 
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the value 1 for every m=n, and hence so does its finite double limit, 
whereas ( tim.) a," ( lim ) b,= 6-0 =6.") 

We may however at once prove the 

Theorem V. For any Mple and any Nople succession, of terms in) 
and b,,) respectively, whose limits are complete, 


Him (Gq) + Sq) = lim a, + lim b,,, 


(mm), ()) >» co (m)-> co (n)> 


lim (4, - b)) = lim a 


- lim &,. 
((m), (m)) > © marco ™ ro 
This is a consequence of Theorem II for successions with complete finite 
limits, if we confine ourselves to the case M—N=1 (the proof being 
precisely parallel in the general case). In fact, by this theorem, we cer- 
tainly have for all m> N,, and all n> W,, 
(x) a,,€ lim a,, +e, 6, C lim 6, + Oe; 
hence by addition and passage to the limit, 
lim (a,+0,)¢ im a,, + Jim. b, + 20, 


(m, %)-> co 


since both limits on the right-hand side are closed; and for this same 
reason, the latter relation is equivalent (cp. p. 273) to 
(44 + B,)< tim ¢ + lim, 0, 
which is the addition form of the theorem. 
Similarly, by multiplication and passage to the limit from (x) 
lim (a,, - b,) C lim a,,- lim b, + Ade, 


(m, n)-> co 


(m, n)-> co 


where 
Am im a, + Jim b, +0 





*) Here the complication is not,—as in the corresponding two relations (X),— 
removed by merely stipulating that neither ( lim )%m nor ( lim )bn is 6. 
m-> co n?>o 
For instance, if, in the two examples of the text, we replace 


an by (a, ~ ¢) 
b, by (6, wud) 


for each m,n then by the relation (X) for unions, and the distributive laws for 
the union of sums or products, the finite limits on the one side are in both 


cases [ec] and [a], while those on the other include 


Ow and lu 
respectively,— which by choice of c and d can easily be made to differ from 


[e+] and j|c-d}. 





19* 
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is strictly finite, and so Ae is always an infinitesimal. This is thus again 
equivalent to 
lim (a,,-b,) = lim a, lim },, 


(m,n)>a\ ™ m-> oo n>o 
which is the product form of the theorem. 
To generalise Theorem V as far as possible, we use the process of 


levelling, and its properties noted on pp. 274, 275. 
Given any Mple and any Nple succession, of terms a, and b 


respectively, those of terms 
am), bw}, 
respectively have complete limits, and hence, by the theorem, 


((m), fim {am}, +6 bend " = jim. 4 + Am bw), 
((m), lim, { Gm} bw |, " im. Om). : lim. bw) 


The right-hand sides, which are included in 


(n) 


(y) 











(,im..) Fm) oe (jim. ) bn) Wy (im, Fm) bs (, lim) bin) 
respectively, are therefore included in 
(2) ( m.) 4 im + (tim) 4 {n)? (_im.) Fm)" ( im, ) On) 


respectively. And under the conditions of p. 274 and p. 275 respectively 
the two {} brackets on the left in (y) include 


(Gm) + b.)) = (Gea) * b.n)) . 


respectively, and so the two limits on the left in (y) include, except for 
possible values +2K, + K*, 






































(ws, .) (4 im) + Pe) * (my *Prnd) - 
respectively; by passage to the limit for K—» co, these become 
 _ a (4m) + Bias) (oats o) (Gm * On): 


Now the assumed conditions, if they hold for some K, hold a fortiori for 
all larger K. Hence we deduce that the latter limits are included in, and 
hence, by (X), equal to, the corresponding expressions (z). 
The assumed conditions are, respectively, that a horizontal or vertical 
pair of the four relations Q 
a, < K, bay < K, 
—@)<K, —b,<K, 


(mn) 





~_ 
ante. 


ee SS Br 


p> © 
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(for the addition form) or of the four relations 
sate by C KO, 
a6 KO, = 5-C KO, 


Fim) 
(for the product form),—should be known to hold for each pair of 
indices (m),(n). This reduces to assuming that one the same such pair 
of relations should hold for all (m),(n); for the assumptions require that 
if any one relation does not hold for all values of the index, the diagonally 
opposite relation should hold for all values of the index; e. g. in the 
first case 
a,,,, < K for some (m) implies —b,) < K for all (n); 

—@,) ¢ K for some (m) implies 6. < K for all (n); 

so that the only possibilities are 


—K<a,,,<K for all (m); 


or G,) < K, b, < K for all (m), (nm); 
or —Gy,<K, —,,)<XK for all (m),(n); 
or —K<b,),< K for all (n). 


Similarly in the second case. 

As we are dealing with limits, which are unchanged when we neglect 
a finite number of the terms, it suffices to assume the respective conditions 
fulfilled for all sufficiently large m and n. Thus finally we obtain the 
following statements. 


Theorem VI. Jf @ horizontal or vertical pair of the four limits 
(lim) Smo» (Timm ) Bem» 


(m) > @ \(n) +> 
( lim )a,, (lim )b,,,, 
(m) > c (n) > 


exist (finite), then 
(att se) (mt Bea) = (ft) Om + (, Him.) in)" 
Theorem VII. Jf @ horizontal or vertical pair of the four limits 


lim a lim 
(m)>ao (™)? (n) > Pays 
: 1 1 
lim —, lim — 
(m) > © Bm) (n) > bp)’ 


exist complete, then 


( wml sacial (Gm ’ b.)) = ( lim.) Gm)" ( lima.) bin): 


This is the best possible statement we can get for the distributive 
laws for finite limits combined by addition or multiplication, the complete 
generalisation requiring in fact the theory of infinities. 
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9. General limiting processes. 
With regard to the limits defined and discussed so far, it should be 
noted that the set of values of 


(4%) Fem) 
is not the unique limiting set, in the sense of the theory of sets, of the 
set of values of a), nor even of that of [am]. In general, of course, 
these sets will have no unique limiting set, but only upper and lower 
limiting sets. It is easy to see that these are contained in the set of 
values of 

(cm) =) Mim 
but in general the latter will have further values not contained in the 
limiting sets. 

There is, however one important case in which the set of values of 
(Jim) @,,,, may be identified with the limiting set of the set of values of 
@,,,, 43 (m)—+co. This appears from the following Theorem: 

If a,,,, 18 always closed finitely, and 

Bm) > Bm’) 
for every (m') >(m)*), then 
(,@.) Fim) 
has all, and only, the values common to a, for every (m). 
Any value « belonging to a, for every (m) is of the form 


lima. Hqy With yy C Dy) 


(namely for «,..—«), and belongs therefore certainly to 
(,lim.,) Fm) : 


On the other hand, from 
Gm) > Gm’) for all (m’)>(m) 


> (ate) > 


*) This is a familiar distinction in ordinary analysis, where lim «a, is not the 
i+o 
same thing as lim («,), where (a,) represents the set having a, as its only object. 
i+ 


we deduce 


E. g. if «,=1+1, the first lim is 1, the.second is the noll-set and corresponds 
only to 6. : 
10) (m’)>(m) means each index m{ is > the corresponding index m,. 








Se MBER: oe 
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hence, a8 @,,,) is closed finitely, 
Fm > ( lim ) mys 


(m) -> © 


so that every value of the limit certainly belongs to a, for all (m). 
This completes the proof. 
Now for purposes of evaluation of limits, the general type of Nple 
succession may be reduced to the above special type (closed contracting 
successions) by virtue of the following property: 


Given any Nople succession of quantities a,,, and defining 
(my) **) 


to have all, and only, the values each of which belongs to aim; for some 
(m’)>(m), we have 


= U 
Im) (m') > (m) 


(, litt.) 9m) a: (,.tim.,) Dim)* 


For simplicity suppose N = 1. 
As 
Im > Bq» 
we certainly have 
(mit) 9m > (mite) 

For the converse, note that a value of the left-hand side is a limit 
of values y,, of g, for a sequence of indices m,, i.e. of values am/ of am; 
for a sequence of indices mj > m,, i.e. a value of (im ) an 


m -> 
This completes the proof, in the case N= 1, and with the slight com- 
plication in the indices, the same proof is valid in general. 


The Nple succession of quantities 


is clearly of the required special type, for each term is closed and the term 
of index (m) includes those of index (m’) for all (m’)>(m). And its 
finite limit coincides with 


(.J5..) Yim)? 


hence with 
(ete) Fm)" 
11) By analogy with the notation >a, and JJa,,, we use U(a,,) to denote the 


union of a finite, and by extension (in the obvious sense) of an enumerably infinite, 
set of quantities a, . 
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Thus 


Theorem VIII. The finite limit of any Nple succession of quantities 
a,,,, has all, and only, the values common to 





Im) _— (m’) 














U a 
(m’) > (m) 





for all (m). 
This characteristic property of the finite limit of an Nple succession 
is the one most convenient for purposes of generalisation. 


Suppose for instance that we have to consider a quantity a(é) defined 
as a (many-valued) function of a numerical variable ¢. In order to define 


lim a (€), 
we first form the function 


9;, (€) 
having all, and only, the values each of which belongs to 
a(é’) 
for some é’ in 
IF —F | SlF — Fl, 


i. e. for some 
&’c&+0(§ —&); 
(isn) (8) = (i). (8 
to have all, and only, the values belonging to 


9¢, (Fo + 6) > 9¢,(Fo+ 8’) for all 3’<4, 
we see at once, by Theorem VIII, that the above definition of 
(dim) %,(5) 
coincides precisely with that furnished by Theorem VIII for 
, 1 
(lim) 9,,(f0-+ sx): 


Let us extend the definition of the many-valued function a(¢) of the 
numerical variable — by defining 


for any quantity z, 


we then take 


for all é. 
Now as 


a(z) 
to have all, and only, the values each of which belongs to a(é) for some 
value — of x. 





a 


ee 


: 
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Then our function 


9,,(€) 
a(&,+6(é — &,)), 


where @ is our symmetrical sub-unit. 

In fine, we therefore obtain our definition of the finite limit in a 
continuous passage to the limit with respect to a numerical variable — in 
the form 


is precisely 


(jim) (#) = (lim) a(é,+ 5). 


We notice that the many-valued function a(z) of the many-valued 
variable x defined as above from a(é), has the special property that 


a(z’) C a(z) 


z’C 2. 


whenever 


Functions with this property will be described as contractive. 
If, for any contractive many-valued function of a many-valued variable x, 
we define, for each z,, the auxiliary function 


9,,(2) 
as having (only) each value that belongs to 


a(z’) 
for some 


x’ C %+0(2 —2,); 


we have (since a(z) is contractive), 


9,,(2) =a(z,+ O(2 — %y)). 


(lim ) a(x) = (Jim) g, (2) 


to have all, and only, the values belonging to g, (x) for every x, which 
are seen to be the values of 


(Jim.) 0.,(#% + 3): 


We thus obtain (as definition of the left-hand side): when a(x) isa 
contractive function of x 


(ian) (=) = (jim,)a(#0+ 5) 


1%) This limit includes a(&,). To obtain the more usual definition, replace 6 
by the quantity 6’ having the same values except zero. 


We then take 











290 R. C. Young. Algebra of many-valued quantities. 


As a particular case, note that 


(iin) = [4 
For unrestricted many-valued functions of z, or of other arguments 
(among which figure the variable point or set of points in n dimensions), 
in their full range or in restricted ranges, the same principle of course 
applies, although the formulae become more cumbersome, and new notations, 
hence to some extent new ideas, have to be devised for them. 
In the case of a function 
a(P) 
of a variable point in n dimensions, 
(im a(P) 


P-> P. 
reduces to an nple finite limit. 

Another interesting case is that in which the argument is a “sub- 
division”, either in the Riemann or in the Lebesgue sense, of a given range 
of points, and we are dealing with limiting processes such as occur in 
Riemann and Young-Lebesgue integration. It may be described typically by 
saying that the argument is some object P with which is associated a 
specific quantity d, which we shall for definiteness call its norm, and the 
required limit is 

(jin) (7). 


This is then defined by forming the contractive function of z 
g (=) 


having (exclusively) every value belonging to a()) for some P of norm 
d< 26, and equating the required limit to 


(im) o(=) = (dina) (=): 


(Eingegangen am 23. 5. 1930.) 

















Verkniipfung einiger Rechenproben von R. Mehmke 
fiir das systematische Eliminieren bei linearen 
Gleichungssystemen mit bekannten Sitzen 
der Determinantentheorie. 


Von 


A. Walther in Darmstadt. 


1. Im 2. Hefte, 8. 300—318 des vorangehenden 103. Bandes (1930) 
der Mathematischen Annalen hat R. Mehmke eine Arbeit ,,Praktische Lésung 
der Grundaufgaben iiber Determinanten, Matrizen und lineare Transforma- 
tionen (Beitrige zur praktischen Analysis, II.)“ veréffentlicht. Er hebt in 
ihr gewisse fiir das praktische Rechnen wertvolle Proben hervor, die sich 
beim iiblichen ,gewdhnlichen“ Eliminieren und beim _,,beschleunigten“ 
Eliminieren von Unbekannten in linearen Gleichungssystemen ergeben und 
die nach seinen ,,Erkundigungen bei hervorragenden Sachkennern ... son- 
derbarerweise nicht bekannt zu sein scheinen“*). Die Beweise erbringt er 
durch Heranziehung der Rechnung mit ,Extensen“ (Punkt- und Vektoren- 
rechnung). Ich méchte hier zeigen, daB die Proben mit geliufigen Satzen 
der Determinantentheorie identisch sind, die natiirlich ihrerseits wieder mit 
jenen Tatsachen aus der Punkt- und Vektorenrechnung zusammenhingen. 
Und zwar handelt es sich um das Theorem von Sylvester *), nach dem die 
aus den (hk + 1)-reihigen Superdeterminanten (1 < h < n) von 





[Gy Gig --+ Bry 
Gq, Seq --- Aap 
Gyr Bue --- Spy 





*) Ein freilich nicht als Probe gewerteter Sonderfall findet sich z. B. bei P. B. Fischer, 
Determinanten, Sammlung Géschen 402, 8. 6. 

*) Vgl. G. Kowalewski, Einfiihrung in die Determinantentheorie, Leipzig (Veit & Co.) 
1909, § 41, S. 88—88, § 44, S. 99-102, § 45, S. 102—108. 
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gebildete Determinante gleich 








ee ed ee 
ay yy --- Oy bd AD 
Gon Gen «+ Cen as as cai 


ist, vor allem um den Sonderfall h =n — 2 des Theorems: 





| 
a | Qn | By a a. 2 
- ++ By 9, wg Tne. nt G,9,1-++ Eng. n-2 Tn, 0 a, Ay +++ Gas is Sis --- 
++ Onis, ne Tn, Gyit.i+++ Wnt. me Mn _ | Ag, Age +++ Ws ais Gn Gn --: 
-- Bae GQ, nt a, ++ Bing an ine. ot KE. By . «8 
(tee © oe ee . 6s we 2 Ss 2 a. a a 
*2* e's ° n—2.1 “n-2.2°*** “n—2. n—-2 
4,4 Bno--- 
+ Gye, we Tne, wt G,_9,4 ++ Bn_, ne a, 2, n 
° a,, n—2? Gy, nt G1 valle a,,, n-2? aan 




















Dieser Sonderfall kann auch fiir sich allein als Aussage iiber den (im 


wesentlichen) linksstehenden zweireihigen Minor Prewe ah. in der 


reziproken Determinante |A,,| aus den algebraischen Komplementen A,, 
der a,, aufgefaBt und bewiesen werden*). 


2. Das ,,gewdhnliche“ Eliminieren einer Unbekannten, etwa der ersten z,, 
aus dem Gleichungssystem 





24,,2,= y, (7 =1,2,..., #) 
wird durch das Schema 
34,2, | —G,, 
34,2 = 9,| 4, (7 = 2,3,..., 2%) 





verdeutlicht: man multipliziert die erste Gleichung mit —a 
mit a,, und addiert; Ergebnis ist das Gleichungssystem 


32,2, x\° 


ra» die r-te 


a, ~_ 


a, 


z,=|"%l—2 (f—2,3,...,n). 
a, Y, 














Entfernt man nach dem Schema 


PL t= 2%, —b,, 


2b.2,— 4 bs (r= 3, 4,..., ) 


’) G. Kowalewski, a. a.O. § 38, 5S. 79—80, Satz 28. 








aa 


anam ip. —~——_ 2 —_ 
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die zweite Unbekannte x, und wendet den Determinantensatz von Sylvester 
an, so ergibt sich, weil die b., und die z, zweireihige Superdeterminanten 
m a,, sind, fir r=3,4,..., das Gleichungssystem 



























































Fr Me) | Fu Ts 
s n bed yy Ag My, 
ays a, 
a “a z=); a a z,= D>) 4 Sm See See) 2, 
ay | Ove One ag || 71 Fue) | Fu Me cam G,1 G9 4,, 
G,, Go| |G. By, 
Gy Me) (On 
wx: | Sue fa] __ |! 40s Sn! | es Oe =a rag 
= = = Oy, 1 gi. 
bs 2, G1 Fe) [Fun Mi G,, Gg Y, 
ri “rt or 
G,; a, a,, ¥, 














D.h. in dem nach Eliminieren der zweiten Unbekannten z, entstehenden 
Gleichungssystem tritt der Koeffizient a,, der ersten eliminierten Unbe- 


kannten z, in der friiheren ersten Gleichung Sa,,2,= y, durchweg als 
s=1 


gemeinsamer Fakto: auf und kann fortgekiirzt werden. Das ist Mehmkes 
Probe fiir ,gewdhnliches“ Eliminieren. Ubrigens schlieBt sich der in § 41 
von Kowalewskis Determinantentheorie durchgefiihrte erste Beweis fiir den 
Satz von Sylvester vollstandig an das Vorgehen beim Eliminieren an und 
gestattet geradezu, diesen Satz selbst als Nebenergebnis der Elimination 
herzuleiten. 

Mehmke schligt vor, den gemeinsamen Faktor a,, wegzulassen und 
dann weiterzurechnen. Entfernen von 2, liefert, weil die erscheinenden 
zweireihigen Determinanten aus dreireihigen Superdeterminanten von 

















b,, =|" “*| wieder nach dem Satze von Sylvester vereinfacht werden 
1 
kénnen, das Gleichungssystem 
n By, Ae My My, n By, Aye Tyg Vy 
y 4,, ‘Ne ee Me Me FT x =)’ A, Ue Go, Agq Teg Yo (r =4,5,... n). 
| Gen Gee | | Gar See Mes See} * = 1 | ar See | | Sar San Sas Yo rei 
a,, ae a, a, a, a, a, ¥, 


Es spaltet sich also, wie zu erwarten, der Koeffizient b,, der vordersten 
Unbekannten z, in der obersten Gleichung 5, b,,%,= 2, des zweitvoran- 
s=2 


gehenden Gleichungssystems bzw. die zweireihige Determinante aus den 
Elementen links oben in der Matrix der a,, iiberall als Faktor ab. Streicht 
man ihn, so stellt sich im niachsten Gleichungssystem als gemeinsamer 
4, Ae %s 
Gq, Feq eg 
43, gq 3 
oben oder der Spitzenkoeffizient des zweitvorangehenden, vom gemeinsamen 


Faktor ein, d. h. die dreireihige Determinante aus den a,, links 
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Faktor befreiten Gleichungssystems. SchlieBlich fiihrt das Fortlassen ge- 
meinsamer Faktoren und Eliminieren zu 














yy Tq +++ Tn 1 The +++ Mn Kh 
a, Gq, ns G, By +++ Qine 
a ee 0 ied Pe EL a 0 Bisa 
SS. & * &. f 2 se 2. ee n 2 « © «4.8 62 A @ 6 6 ’ 
Gn_9.1 Fn-2.9 -++ Ene. no a. ee Se Gy _9,1 B22 +++ Spa, n-2 = ee anock 


d. h. zur Cramerschen Regel fiir die n-te Unbekannte. 


3. Das ,,beschleunigte“ Eliminieren von zwei Unbekannten 2, und z, 
zugleich geschieht nach dem Schema 











n 

Gq, Fee 
4, ,.¢~,= 

= 107 — Vs | Gy Ugg 

sa ry | Gy, Gye 

s=1 ee 9) | Gy Ge 

n 

2 %,4%,= Y rig (r = 3, 4,..., 2); 

s= 





das Ergebnis lautet nach dem Laplaceschen Entwicklungssatze 











® | Gry Ae F,, | @, he Wi 
D>) | Me See Mee | a, = | on Soe Yo (r = 3, 4,..., n) 
s=3 | @,, G 4,, | 4,, 42 Y, 





und stimmt iiberein mit dem nach Kiirzen des Faktors a,, verblei- 
benden Ergebnis zweier Schritte beim ,,gewdhnlichen“ Eliminieren. Die 
fiir neues ,beschleunigtes“ Eliminieren von z, und z, notwendigen 
Multiplikatoren sind zweireihige Determinanten aus dreireihigen Super- 
determinanten zu bu “|; sie enthalten also nach Sylvester | us “e 

By; Aye e1 es 


als gemeinsamen Faktor. Hierin liegt die Mehmkesche Probe fiir ,,be- 
schleunigtes“ Eliminieren. Das Eliminationsergebnis ist am _leichtesten 
auszurechnen, wenn man den gemeinsamen Faktor zunichst beibehilt, 
weil dann nur dreireihige Determinanten aus dreireihigen Superdeter- 


minanten von Ps he 
Gy, gq 








umgeformt zu werden brauchen. Sie zerlegen sich 
3 
in das Produkt von Pe ed mit fiinfreihigen Determinanten. Benutzt 


man also beim Eliminieren die um | * * 





gekiirzten Multiplikatoren, so 


bleibt im entstehenden Gleichungssystem Pes Pa 





als gemeinsamer Faktor 


iibrig — eine neue, von Mehmke zwar in Beispielen benutzte, aber mit 
Worten anscheinend nicht besonders erwahnte Probe; bis auf diesen Faktor 
sind die Koeffizienten und rechten Seiten fiinfreihige Determinanten in 
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Gy, Be Ay Ay, 


den a,, und y,. Das nichste Mal kommt | “* “* “* “*| gis gemeinsamer 
G1 Tq Fa Fs 


Bar Bq My My 
Faktor bei den Multiplikatoren sowie beim Eliminationsergebnisse mit ge- 
kiirzten Multiplikatoren usw. 

4. SchlieBlich noch eine Bemerkung iiber das Auswerten von Deter- 
minanten, da8 namlich statt des von Mehmke empfohlenen ,,gewdhnlichen“ 
oder ,,beschleunigten“ Eliminierens manchmal die in Deutschland leider 
fast unbekannte (sachlich im wesentlichen auf gewdhnliches Eliminieren 
hinauslaufende) Anordnung nach Chid*) vorzuziehen sein diirfte. 


*) Vgl. E. T. Whittaker und G. Robinson, The Calculus of Observations, 2. Aufl. 
London (Blackie and Son) 1926, Kap. 5, 8. 71—77. 


(Eingegangen am 11. 8. 1980.) 











Zum Nachweis der Proben beim Eliminieren. 


Von 


R. Mehmke in Stuttgart. 


Wie ich nach dem Erscheinen meiner Veréffentlichung ,,Beitrage zur 
praktischen Analysis, II“ in Band 103 dieser Annalen erkannt habe, sind 
zum Beweis des Bestehens der fraglichen Proben*) keine auBeren und inne- 
ren Produkte, noch viel weniger Determinanten erforderlich, es reichen viel- 
mehr héchst elexsentare Hilfsmittel aus. Jene Proben sind namlich eine 
unmittelbare Folge einer Grundeigenschaft linear-abhangiger extenser, d. h. 
aus mehreren Einheiten abgeleiteter (nicht ,,skalarer“) Gréfen, welche 
Eigenschaft z.B. im Fall eines Systems von drei linearen Gleichungen auf 
die selbstverstindliche Tatsache hinauskommt, da8 in unserm gewohnlichen 
Raum ein Punkt durch seine drei kartesischen Koordinaten eindeutig be- 
stimmt ist. 

Lauten die gegebenen Gleichungen 


@,€,+4,& + 4,6 +... =a, 
BLE, + Begg t+ Beg +--- = By 
%1€s t+ Yabat 1963 + ---=% 


*) In einer bei uns ganz unbeachtet gebliebenen Arbeit hat B. J. Clasen &hnliche 
Proben schon 1888 angegeben: Sur une nouvelle méthode de résolution des équations 
linéaires et sur l’application de cette méthode au calcul des déterminants, Extrait 
des Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 12° année, 1887—1888, Paris 1889, 
Gauthier-Villars. Auf diese Arbeit an obiger Stelle hinzuweisen konnte ich deshalb 
unterlassen, weil ich dort gar nicht vom Auflésen linearer Gleichungen gesprochen 
habe and beim Auswerten von Determinanten das von mir vorgeschlagene Verfahren 
schneller und bequemer zum Ziel fiihrt als das von Clasen. Mit Clasens Verfahren, 
das durch zweckmaBigere Anordnung und Hinzunahme der beschleunigten Elimination 
sich noch verbessern l4B8t, beschaftige ich mich in einer Abhandlung ,Uber die zweck- 
maBigste Art, lineare Gleichungen durch Elimination aufzulésen,“ die in der Zeitschr. 
f. angew. Mathematik u. Mechanik erscheinen wird. 








~~ Uc lhlCUrmlhlc<ié‘sr| 
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so darf man darin die veranderlichen ZahlgréBen ¢,,&,,... und die kon- 
stanten ZahlgréBen «,, 8,,... der rechten Seiten durch die linear-unab- 
hangigen Einheiten e¢,,¢,,... beziehlich daraus hergeleiteten Extensen 
a, b,... ersetzen: 

(1) @,¢, + a, ¢,+a,¢+...=a 
(I) (2) Bye, + Byey + Bye +... =b 

(3) 71€1 + Yala t+ se +... =e 
ohne daB beim Vorgang des Eliminierens etwas geindert wird. Beim plan- 
maBigen ,gewohnlichen“ Eliminieren von e, aus (1) und (2), aus (1) und 
(3) usw. hat man die neuen Gleichungen zu bilden 


(12) = —£, (1) + «, (2) 
(if) (13) = —y, (1) +4, (3) 


welche die zweite Gleichungskette ergeben. Wendet man auf diese dasselbe 
Verfahren an, so erhalt man eine dritte Gleichungskette, usw. Die erste 
Gleichung der dritten Kette, die sich also durch Elimination von e¢, 
aus (12) und (13) ergibt, stellt eine lineare Beziehung zwischen den 
Extensen ¢,, ¢,,...,4@,6,¢ vor, in welcher ¢ augenscheinlich den Faktor 
a,(a,8,—«,8,) erhalt. Waren aber e, und e, gleichzeitig aus (1), (2) 
und (3) eliminiert worden, und zwar durch Multiplikation beziehlich mit 
(B:%2— Bas)» (¥1% — %e%) und (a, B,—«,f,) und nachherige Addition, 
so hatte c nur den Faktor (a, 8,—«,f,) erhalten. Falls nicht etwa die 
Gleichungen (1), (2) und (3) abhangig voneinander sind, werden die Ex- 
tensen ¢,, ¢,,-..,@, 6b linear unabhingig sein, also wird aus ihnen die Ex- 
tense ¢ sich nur auf eine einzige Weise linear ableiten lassen*). Da nun, 
wie sich gezeigt hat, beim schrittweisen gewohnlichen Eliminieren c einen 
«,-mal so groBen Faktor erhilt, als beim gleichzeitigen Eliminieren von 
e, und e,, so muB dasselbe fiir die andern Glieder, nimlich die mit 
€,,@,---,@, 6 stattfinden, d.h. in der ersten Gleichung der dritten Kette 
miissen simtliche Glieder durch «, teilbar sein, und dasselbe wird offenbar 


fiir die folgenden Gleichungen dieser Kette zutreffen, was eben zu bewei- 
sen war. 


*) Der betreffende, fiir die Theorie der Elimination grundlegende Satz findet sich 
dem Inhalt nach wohl zuerst bei GraBmann, Lineale Ausdehnungslehre von 1844, 
§ 20 = Werke 11, 8. 62 (statt Extense, als Vektor aufgefaSt, wird dort Strecke gesagt). 


(Eingegangen am 19. 8. 1930.) 
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Uber endlich gleiche Polyeder. II.’) 


Von 


K. Th. Vahlen in Wien. 


DaB zwischen den Flichenwinkeln 2; von zwei in dieselben Teil- 
polyeder 7, zerlegten Polyedern P und P’ eine lineare homogene ganz- 
zahlige Kongruenz (mod z) besteht, hatten Bricard (1896) und Sforza (1897) 
fiir den Fall von Normalzerlegungen, Dehn (1901) fiir den allgemeinen Fall 
gezeigt. Mein Versuch (1902), letzteren Fall auf den ersteren zuriickzufiihren, 
ist nach einem Briefe Dehns an Hilbert unzureichend. Dagegen hat kurz 
darauf Kagan (1903) die weitlaiufige Herleitung Dehns durch eine durch- 
sichtigere ersetzt. Aber auch diese laBt noch eine bemerkenswerte Ver- 
einfachung zu. 

Die Teilpolyeder T, bilden auf der Oberfliche von P(P’) ein Polygon- 
netz, dessen simtliche Kanten als Kanten von P(P’) aufgefaBt und mit 
p;(p/) bezeichnet seien. Der an der Kante p,(p/) liegende Flachenwinkel 
von P(P’), der also auch gleich 2 sein kann, werde mit 2,(2/) bezeichnet. 
Dieselbe Bedeutung haben ¢,, 1, fiir die Teilpolyeder 7,. 

Stellen wir einen solchen Flachenwinkel durch einen rechteckigen 
Zylinderausschnitt der Lange t;(p,;, pj) und des Bogens 1,(2,, 2’) dar, so 
zerfallt jedes solche gebogene Rechteck p,2,, pja’ in Teilrechtecke tr; 
ebenso zerfallen die zu Kanten t, im Innern von P(P’) gehérenden 
Zylinderzonen des Umfangs 22 in derartige Teilrechtecke. Abgesehen von 
solchen Zylinderzonen des Umfangs 22 ist also die Summe aller Recht- 
ecke tr einerseits als Summe aller p, 2;, andererseits als Summe aller p/ a; dar- 
gestellt, und die Relation ware bewiesen, wenn alle Kanten t, p, p’ rationale 
Verhiltnisse hatten oder, nach Dehn, durch solche unter Erhaltung aller 
Rechteck-Zerlegungen ersetzt werden kénnten. 

Das erreichen wir einfacher als Dehn und Kagan, indem wir jedes 
Rechteck, z. B. p;2;(pj2;), durch Senkrechte in Spalten von tibereinander- 


*) Siehe Math. Annalen 56 (1902). 
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liegenden Teilrechtecken gleicher Linge zerlegen, wodurch jede Kante ¢ auf 
zwei Arten in ,,Zerlegungsstrecken“ zerfallt, und indem wir jeder Spalte 
und damit allen in ihr liegenden Recht- 
ecken eine ganze Zahl a, f,... bzw. t | 
«’, B’,... zuordnen. Diese ganzen Zahlen PF le” 
sind nur so zu wahlen, da8 die Summe 7 & 
der zur einen Art von Zerlegungs- 
strecken von ¢ gehérenden der Zahlen Te) 
a, B,... der Summe der zur andern Art oe 4 
von Zerlegungsstrecken von ¢ gehéren- i ‘ | 
den der Zahlen «’, £’,... gleich ist. Die Zl = > 
Anzahl dieser Gleichungen kann groBer ,., + (a@+f) +8 %+(B+Y) +7 % 
sein als die Anzahl der Verhiltnisse der _ & (7, + 1.) + 8 (tg+ 4+) +7 (+1) 
Unbekannten. Trotzdem sind sie erfiill- _(¢ 4 ¢4)z, 
bar, also in ganzen Zahlen erfiillbar, 
weil sie erfiillt sind, wenn man a, f,...,«’, p’,... den betreffenden Zer- 
legungsstrecken proportional nimmt. 

Bildet man jetzt statt der Summe ailer tr die Summe aller 


(a@+B+...)r=(a'+f'+...)r, 





t, 














ts 














so erhalt man die zu beweisende Relation. (Siehe Abb.) 
Kagan zerlegt unnétig und erschwerend die Zerlegungsstrecken in 
Elementarstrecken. 





(Eingegangen am 10. 10. 1930.) 
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Siitze tiber zwei getrennte Eikérper. 


Von 


Hermann Brunn in Miinchen. 


Zusammenfassung. 
Als Hauptsatz wird bewiesen: € und § seien zwei getrennte Eikérper, 
Z, eine sie trennende Ebene, Z eine Parallelebene zu Z,, so daB € zwischen 
Z, und Z liegt. Die Schnittpunkte von Z mit den Verbindungsgeraden aller 
Punkte von € mit allen Punkten von § erfiillen ein Eigebiet. Aus diesem 
Hauptsatz werden Folgerungen auf gewisse durch die Verbindungsgeraden de- 
finierte abwickelbare Flachen gezogen. 


Die Eigebilde werden im folgenden nicht als Ovalkurven und Eiflaichen 
gefaBt, sondern als Kigebiete, d. h. als innerhalb endlicher Schranken liegende 
abgeschlossene Punktmengen, die mit jeder treffenden Geraden nur ein Stiick 
— Punkt oder Strecke — gemein haben. 

Wenn zwei Eikérper € und § im Raume gegeben sind, kann man sich 
fragen, wieviel die durch ihr Zusammenbestehen bedingten Formen héherer 
Ordnung — Ordnung hier nicht im algebraischen, sondern einem allgemeineren 
Sinne verstanden — noch von Ovalnatur an sich haben. 

€ und § seien véllig getrennt angenommen. Man ist dann bekannt- 
lich immer des Vorhandenseins einer, ja unendlich vieler ,,Zwischenebenen“ 
sicher, welche keinen Punkt mit € und § gemein und beide Kérper auf 
verschiedenen Seiten von sich liegen haben. 

Durch € und § werden ,,Gemeinstiitzebenen“, kiirzer ,,Gemeinstiitzen“, 
bedingt, d. h. Ebenen, die sowohl fiir € als fiir $ Stiitzebenen sind. Eine 
Gemeinstiitze heiBe eine auBere, wenn sie € und % auf der namlichen Seite, 
eine innere, wenn sie € und % auf verschiedenen Seiten von sich liegen hat. 

Schon in einer Vorlesung im Sommersemester 1924 beschiftigte ich 
mich unter der Voraussetzung, daB die auBeren und inneren Gemeinstiitzen 
von € und § zwei abwickelbare Flichen A und J bilden, mit der Unter- 
suchung, ob die Parallelkegel zu A und J etwa Ovalkegel sind. 

Ein orientierendes Beispiel zeigte, daB diese Beschafienheit héchstens 
fiir J in Frage kommt, nicht fiir A, wo man es zunichst viel eher er- 
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wartet, weil man den Blick auf die den Eikérpern anliegenden konvexen 
Teile von A lenkt, statt auf die gegenseitigen Durchdringungen und Riick- 
kehrkanten der Flache gegen das Unendliche hin, welches fiir die Gestalt 
des Kegels maBgebend ist. 

Wir wahlen der Einfachheit wegen fiir © und % ebene Figuren, also 
degenerierte Kérper; aber man sieht leicht, da8 nicht etwa diese Ausartung 
es ist, welche in dem Beispiel die Ovalitaét des Parallelkegels zu A stért 
und verhindert. Man kann nimlich hinterher an Stelle der ebenen Figuren 
€ und %§ kérperliche setzen, die nur minimal 
von ihnen abweichen, und entnimmt dem 
Prinzip der Stetigkeit, daB diese geringfiigige 
Anderung unméglich die starken Abwei- 
chungen des Parallelkegels zu A von der Kon- 
vexitét wettmachen kann. 

Wenn man einem Quadrat efe’f’ — 
siehe die Figur 1 — die vier Viertelskreise 
iiber den Diagonalen einschreibt, entstehen 
zwei Kreisbogenzweiecke ee’ und ff’, deren 
Ecken — kurz gesagt — die Quadratecken 
von innen tangieren. 

Das Zweieck ee’ sei unser ©; F¥=/f,f, liege unter der Zeichnungs- 
ebene in einer Paralleltafel, und Zweieck ff’ sei seine senkrechte Parallel- 
projektion auf die Zeichnungsebene. Wir mégen uns die abwickelbare Flache A 
etwa durch eine Ebene beschrieben, d. h. umhiillt denken, die sich stets als 
gemeinsame Stiitze im Uhrzeigersinn um € und §, d.h. so herumbewegt, 
daB die Schnittlinien mit den Tafeln sich im Uhrzeigersinn drehen. Aus- 
gangslage der Ebene mag die durch ef,, Scheitel des Parallelkegels K zu A 
mag f, sein. Welche Linie schneidet das entstehende K in der Tafel aus? 
Zunichst offenbar den linken Begrenzungsbogen von €, weiterhin drei dazu 
kongruente Viertelskreise, die sich tangierend aneinanderschlieBen, so daf 
eine vierspitzige, nach auBen konkav begrenzte Figur ee’f"e”, also kein Oval 
entsteht. 

Dies etwas iiberraschende Ergebnis wird sofort verstandlich, wenn man 
die Querschnitte unsrer Fliche A von f,f, nach aufwarts iiber ee’ bis 
ins Unendliche verfolgt. Es ergeben sich nacheinander Schnitte von folgender 
Gestalt (Fig. 2). 

NB. Die GréBenverhiltnisse der Schnitte untereinander sind in den 
Figuren nicht wiedergegeben. Die Figuren setzen sich alle nur aus Viertels- 
kreisen zusammen; Nr.1 und 5 aus je zweien, die iibrigen aus je vieren. 
Bei den letzteren haben die Bégen an den ZusammenschluBstellen stets 
gemeinsame Tangente. 
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Somit besteht der Satz, die Parallelkegel zu unsern auBern Regel- 
flichen sind Ovalkegel“, sicher nicht zu Recht. Der Parallelkegel zu J aus 
demselben Scheitel f, dagegen schneidet in der Zeichnungsebene vier Viertels- 
kreise aus — diesmal ist der rechte Begrenzungsbogen von © dabei —, die 
sich glatt zu einem Kreise ee’f”e”, also zu einem Oval zusammenschlieBen. 
Somit widerspricht das Beispiel nicht der Méglichkeit, daB die Parallelkegel 
za den J allgemein Ovalkegel sind. 
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DaB sie es in der Tat sind, suchte ich in meiner Vorlesung durch einen 
sehr umstandlichen indirekten Beweis zu zeigen, der darauf hinauslief, daB die 
Annahme, eine Ebene durch den Scheitel kénne mit der Kegelfliche mehr als 
zwei Gerade oder eine Winkelflache gemein naben, auf Widerspriiche fiihre. 

Ich méchte nun hier dem Satze nicht nur einen andern Beweis, sondern 
zugleich eine Verallgemeinerung und eine ganz andere Einkleidung geben, 
aus welcher zunichst der zu einigen Zweifeln AnlaB gebende Begriff der 
developpablen Flaichen A und J vollstandig herausfiallt. Der Zusammenhang 
des scheinbar neuen Satzes mit der alten Fassung wird schlieBlich sich 
schon klarstellen. 

Gegeben seien zwei Eikérper ©, % und eine Zwischenebene Z,. Z, kann 
wagrecht, € oberhalb, } unterhalb Z, gedacht werden. Von den Ebenen 
Z, Z'\\ Z,, liege die erste oberhalb und getrennt von ©, die zweite unter- 
halb und getrennt von §. 

Unter e seien immer Punkte verstanden, die zu ©, unter f solche, die 
zu % gehéren. 

E sei der Ort der Punkte g, in denen Z, F der der Punkte g’, in 
denen Z’ von Verbindungsgeraden ef geschnitten wird. 

Satz. E und F sind Ovale. 

Es geniigt, das fiir Z zu beweisen. Wir zeigen: 


1. EZ erfiillt die ,Streckenbedingung“, d. h. die endliche Verbindungs- 
strecke g,g, zweier Punkte g,,g, von E gehért ganz m LE. 
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Beweis (vgl. Fig. 3). Durch g, geht, nach der Definition der g, 
mindestens eine Gerade ef, sei sie e, f, = y,, durch g, eine Gerade e, f, = 7,. 
Die Reihenfolge der — stets diskreten — Punkttripel aut y, und y, ist 
von oben nach unten g,e,f, und g,¢,/,. 

Wenn g,,g, und f,, f, nicht in einer Ebene liegen, so liegt e,2, als 
Verbindungsstrecke zweier Gegenkanten ganz im Innern des kérperlichen 
Tetraeders 9, 9. fy/;- 

Man bemerke, daB e, weder mit g, noch /,, e, weder mit g, noch f, 
zusammenfallen kann. 

Fiir jeden Punkt der Geraden g, g,, also auch fiir jeden innern Punkt m 
von J, J, existiert eine Gerade — nennen wir sie « —, welche die Geraden 
e,¢, und f,f, schneidet. Man braucht nur den Schnitt s,, 
der Ebene m/,f, mit e,e, aufzusuchen und hat dann in 
ms, die gesuchte Gerade, die f,/, in einem Punkte ¢,, 
schneiden mu8. Fiir uns ist wichtig, zu zeigen, dab s, zu 
@,e,, t,, zu f,f, gehért. Punkt s, liegt aber auf @,e,, 47 
weil offenbar e, und e,, wie die ganzen Dreiecke g,f,f,und 
9. f, fy (abgesehen von der Grundlinie f, f,), zu verschiedenen 
Seiten der Ebene m /, f, liegen. Und zwar ist s,, ein innerer 
Punkt des Dreiecks m/f, f, '), woraus folgt, daB ms, die Gerade /, f, in einem 
Punkte ¢, von f, f, schneidet. 

Da aber e,e, ganz zu ©, f,f, ganz zu % gehért, ist auch s, ein 
Punkt e,, von ©, ¢, ein Punkt f, von §, u=f,,e,,m eine Gerade y,,, 
m ein Punkt g,, von ZH. Die Punkte m =q,, fiillen aber das ganze g, g,, 
9,9, gehért ganz zu £. 


In 








Wenn 9g,,9,; f,, f, in einer Ebene liegen, so liegen auch e,, e, in dieser 
Ebene; wir kénnen die ganze Figur als Projektion einer raumlichen an- 
sehen, bei welcher die den g,,9,, f,, f, entsprechenden Punkte nicht in 
einer Ebene liegen, und die Punkttripel f,, e,, g,, wie eben bestimmt 
werden kénnen. Die Projektionen dieser Tripel in die ebene Figur beweisen 
dann, was wir nétig haben. 

Somit erfiillt H die Streckenbedingung oder auch die damit aquivalente 
Bedingung der ,,Eintriftigkeit“, d.h. Z hat mit trefflenden Geraden nur ein 
Stiick, nimlich einen Punkt oder eine Strecke gemein. 





*) Den Punkt m oder die Strecke f,/,, die sicher auBerhalb € liegen, kann das 
ganz zu €& gehérige @,é, nicht treffen; ¢,e, kénnte also die Begrenzung des Drei- 
ecks m/f, f, héchstens in einem innern Punkt der Dreiecksseiten m/, oder m/, treffen. 
Im erstern Falle miiBte aber @,¢, die Ebene /,9,f, in einem von g, verschiedenen 
Punkte von g,/, schneiden, wahrend sie das doch in einem von g, verschiedenen 


Punkte e, von g,/, tut. Im zweiten Falle beweist man die Unméglichkeit analog. 
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2. E ist im Endlichen gelegen. Da keine Gerade y= ef zu Z, par- 
allel sein kann, kann sie es auch nicht zu Z sein, kein g kann in unend- 
licher Ferne liegen. EZ liegt aber auch innerhalb angebbarer endlicher Kreise. 
Sei zB. C ein auf Z, senkrechter Kreiszylinder, der € und § véllig in 
sein Inneres schlieBt; Z, die zu Z, parallele untere Stiitzebene von G&, 
Z, die zu Z, parallele obere von %, so bestimmen die beiden Schnittkreise 
x, und x, von Z, und Z, mit C einen Kegelmantel D mit Scheitel d, 
umhiillt durch die inneren Gemeinstiitzebenen beider Kreise*), und E wird 
ganz innerhalb des Schnittkreises o von D und Z liegen. Irgendein Punkt a 
auBerhalb o in Z kann nimlich kein g sein; es geht kein y = aef durch a; 
denn jede Gerade ae dringt in den begrenzten Halbkegel D’ (Grundfliche o, 
Scheitel d) ein, muB also seine Oberflache in zwei Punkten schneiden; 
o kann nicht geschnitten werden, weil seine Ebene Z bereits in a ge- 
schnitten ist, somit liegen die zwei Schnittpunkte auf dem Mantel von D’. 
Also kann die Gerade ae die untere Mantelhalfte von D nicht mehr schneiden, 
in deren Inneres sie doch iiber einen Schnitt eindringen miiBte, um zu 
einem f zu gelangen. 

Jetzt ware drittens, um Z als Ovalgebiet zu erweisen, nur noch der 
Nachweis seiner Abgeschlossenheit erforderlich. Wir kénnen aber auch auf 
einem etwas andern Wege vorgehen und kommen auf demselben an einigen 
Satzchen vorbei, deren Aufstellung nicht ganz unniitz erscheint. 


Es steht nach dem Erweise der Eintriftigkeit und Endlichkeit von EZ 
fest, daB EH durch Hinzunahme aller noch nicht zugehérigen Haufungs- 
punkte A von Punkten g zu einem Oval X wird. Denn die Hinzunahme 
der h gibt H# die noch mangelnde Abgeschlossenheit, ohne ihr offenbar die 
Endlichkeit und, wie wir gleich sehen werden, die Streckeneigenschaft zu 
nehmen. Es gehéren namlich nicht nur die g,g,, weil zu HZ, auch zu X, 
sondern auch die gh und h,h,. Es geniigt, dies fiir die h,h, darzutun. 
Einem h, liegen Punkte g,, einem h, Punkte g,, der Strecke h,h, also 
Strecken 9,9, beliebig nahe, so daB sich simtliche Punkte von h,h, als 
Haufungspunkte von #-Punkten g und zu X gehérig herausstellen. 

Was fiir Punkte des Ovals X kénnen nun Punkte A sein? Nie 
kénnen zwei von einem h ausgehende, sich gegenseitig verlingernde Halb- 
strahlen gleichzeitig mit Punkten g belegt sein, sonst miiBte wegen der 
von E£ erfillten Streckenbedingung A ein g sein, was seiner Definition 
widerspricht. 

*) Leicht ersichtlich bildet der Winkel 5 < = unter dem die Erzeugenden des 


Kegelmantels die Ebene Z, schneiden, eine untere Schranke fir die Winkel <Z, 
unter welchen die Geraden ef die Ebene Z, schneiden. 
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Hieraus lat sich genau wie bei meinem Beweise des Fundamental- 
satzes von den Stiitzen eines Eigebietes*) ableiten, daB durch h mindestens 
eine Gerade geht, die auf ihrer einen Seite von Z-Punkten, also auch von 
X-Punkten frei und somit eine Stiitze von X ist. 


Sonach kann h nur ein Begrenzungspunkt von X sein, und jedes E *) 
ist aus einem Oval X durch Weglassung nur bzw. héchstens von Begren- 
zungspunkten erzeugbar. Es kann die ganze Begrenzung, es kénnen beliebig 
viele oder wenige Teile oder diskrete Punkte der Begrenzung weggelassen 
werden. Nur auf den geraden Begrenzungsstrecken ist Vorsicht nétig, da 
man offenbar auf einer solchen Strecke ab nur Teilstrecken, sei es einzeln, 
sei es zusammen, weglassen darf, die von den Endpunkten a, b — unter 
Einschlu8 ihrer — ausgehen, iibrigens auf die Endpunkte a, b sich zusam- 
menziehen kénnen, gegen das Innere der Strecke abgeschlossen oder unab- 
geschlossen sind und sich auch zur ganzen Strecke zusammenschlieBen 
diirfen. Weglassungen zwischen beibehaltenen Teilstrecken oder Punkten 
wiirden ein unmégliches HZ ergeben, das die Streckenbedingung nicht erfiillt. 
Wir bringen unsre Regel in folgende fiir die Verallgemeinerung auf Eigebiete 
von mehr Dimensionen giinstige Form: 


Bet Bildung eines E aus einem X durch Hinwegnahme von Begren- 
zungspunkten dar{ von geradlinigen Begrenzungsstrecken — wenn iiber- 
haupt etwas von denselben beibehalten wird — nur eine Punktmenge bei- 
behalten werden, welche die Streckenbedingung erfiillt. 


Der zweite Schritt des von uns eingeschlagenen Weges soll zu dem 
Nachweis fiihren, da8 EH in jeder Richtung seiner Ebene zwei voneinander 
verschiedene Stiitzengerade hat. Dies ist bei Mengen, iiber deren Abge- 
schlossenheit man im Unsichern ist, durchaus nicht selbstverstandlich, wenn 
man fiir die Stiitze an der Forderung festhalt, da® sie mindestens einen 
Punkt der Menge enthalten muB. 


In Z, werde ein Geradenbiischel 8 mit Geraden B angenommen. In 
Richtung jedes B mache man eine Parallelprojektion der dreidimensionalen 
Eikérper ©, % auf eine zu B senkrechte Ebene N; das ergibt sicher zwei- 
dimensionale Ovalgebiete O, und O,, die ganz zu verschiedenen Seiten von 
Z, und also auch von der Schnittlinie ¢, der Ebenen Z, und N liegen. 
Z und Z’ projizieren sich in Gerade ¢ und ¢'||¢,. 

Zwei echte, vollstindig getrennte Ovalgebiete O,, 0, haben vier ver- 
schiedene Gemeinstiitzen, zwei ,auBere“, a,a*, und zwei ,,innere“, , :*. 


*) Vgl. Math. Annalen 100 (1928), S. 6344. 

*) Unter EZ ist von hier ab eine Zeit lang nicht oder nicht nur unser speziel- 
les Z — das sich schlieBlich als abgeschlossen herausstellen wird — sondern jede 
eintriftige, endliche ebene Figur verstanden. 
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Die letzteren kommen hier allein in Betracht und sind diejenigen, welche 
O, und O, — abgesehen von den Beriihrpunkten — zu verschiedenen Sei- 
ten von sich liegen haben. Die « schneiden sich in einem Punkte s im 
Endlichen und bilden zwei Vollstrahlenwinkel g und g,, deren GréBe zwi- 
schen 0 und 2 — mit Ausschlu8 dieser Werte — liegt. Der eine, g,, ist 
von Ovalpunkten im Innern véllig frei; von dem andern, gp, enthalt der 
eine obere Halbstrahlenwinkel g, das Gebiet O,, der untere Scheitelhalb- 
strahlenwinkel y, das O,. Die Parallele durch s zu ¢,, nennen wir sie ¢,, 
zieht durch ,°). 

Alle diese Ergebnisse fiir die ebene Projektion lassen sich in den Raum 
zuriickdeuten. Man hat zwei Gemeinstiitzebenen $ und §* an ©, %, die — 
abgesehen von den Beriihrpunkten — jede das © und das % zu verschie- 
denen Seiten von sich liegen haben und sich in einer Geraden o im End- 
lichen schneiden; die Winkel ~, g,, y,, ~, bleiben die namlichen, sind nur 
jetzt als Winkel zwischen Halb- oder Vollebenen aufzufassen; p, enthilt €, 
P, enthalt % und die Parallelebene Z, durch o zu Z, zieht durch q,. 

Die parallelen Schnittlinien t und t* von § und 3* mit Z liegen im 
Endlichen, wie man mit dhnlichen Mitteln beweist wie oben die Endlich- 
keit von EZ. 

Die Parallelen t und r* kénnen nicht zusammenfallen, d. h. § und &* 
kénnen sich nicht auf Z schneiden; denn titen sie es, so lige der Halb- 
ebenenwinkel g,, der das € enthalten mu8 — wie der Halbstrahlen- 
winkel gy, das O, — sberhalb von Z, wo € nicht liegen kann. 

Es ist also jedes t von seinem t* verschieden. Auf jedem 1 (oder r*) 
liegt mindestens ein Punkt von EZ. Denn % (bzw. $*) muB als gemein- 
same Stiitze von € und % sowohl ein e als ein — davon getrenntes — 
f enthalten, und ef muB Z im Endlichen treffen in einem Punkte des 
Charakters g auf t (bzw. r*). 

Eine Seite von 1, ebenso von 1*, ist von g-Punkten védllig frei. Bei 
t z. B. (wie iibrigens auch bei +*) ist es die Seite, welche auf der nim- 
lichen Seite 4 von & liegt, wie %}. Zum Beweise kénnen wir uns auf die 
ebene Projektion der riumlichen Figur zuriickziehen, in der wir noch die 
Schnitte von « bzw. «* mit ¢ durch z und z*, die mit ¢’ durch z’ und z”* 
bezeichnen. Sei p’ die Projektion eines Z-Punktes auf der Seite i, also 
auf ¢ gelegen. Ginge durch p ein y= ef, so miiBte durch p’ ein Strahl 





5) Die Behauptungen des letzten Absatzes finden sich bewiesen in meinem Auf- 
satz ,Vom Normalenkegel der Zwischenebenen zweier getrennter Eikérper“, Sitzungsber. 
d. Bayr. Akad. d. Wiss., math.-naturw. Abt., 1930, 8. 165—169. 

Einen friheren Beweis fiir die vier Stiitzen zweier getrennter Ovale siche bei 
Juel, Indledning i Laeren om de grafiske Kurver, D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab. 
Skr., 6. Rekke, math. Afd. X,I (1899), Side 16 o.f. 
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gehen, der einen O,-Punkt e’ mit einem O,-Punkte f’ verbindet. Diese 
Punkte e’ bzw. f’ liegen innerhalb der Dreiecke szz* bzw. sz’z’*. Da p’ 
und O, auf der entgegengesetzten Seite von « liegen wie A.szz* mit O,, 
so liegt p’ auBerhalb Aszz*. Ein Strahl p’e’ muB also, wenn er nicht 
mit ¢ zusammenfiallt, auf dem sicher kein f’ liegt, die beiden Strecken sz 
und sz* in s oder je in einem innern ihrer Punkte schneiden. Ist e’ in 
gelegen, so ist s sicher kein f’, weil sonst O, und O, nicht getrennt wiiren, 
und p’e’= p's verlaiuft abgesehen von s sicher auBerhalb A sz’z’*, kann 
also auch kein f enthalten. Schneidet aber p'e’ die Dreiecksseiten sz und 
sz* im Innern, so hat es sicher mit den Dreiecksseiten sz’ und sz’* kei- 
nen Punkt gemein; mindestens einer ware aber doch notwendig, wenn es 
Asz'z’* schnitte oder streifte. Wenn es das aber nicht tut, hat es auch 
mit O, keinen Punkt f’ gemein. Auf einem p’e’ kann also kein f’ liegen ; 
und die Projektion ergibt, daB auch p kein g sein kann. 

Nach den iiber t und t* gemachten Feststellungen ist jetzt klar, dab 
beides Stiitzen von Z sind, und daf £ von jeder Richtung seiner Ebene 
zwei getrennte (parallele) Stiitzen 1, 1* hat. 


Der dritte Schritt auf unserem Wege (eigentlich Seitenwege) fiihrt zu 
der Frage: Wieweit wird durch das nachgewiesene Vorhandensein von 
Stiitzen die Natur der Menge EZ genauer bestimmt? 

Wir wuBten bereits, Z kann sich von einem gewissen Oval X, wenn 
es nicht mit ihm identisch ist, nur durch das Fehlen von Begrenzungs- 
punkten unterscheiden. Wollten wir nun aber einen Punkt an einer ge- 
kriimmten Stelle des Umfangs von X weglassen, so kénnte HE dort keine 
Stiitze haben; es hatte dann von der betreffenden Richtung, entgegen 
unserer letzten Feststellung, héchstens eine Stiitze. Fiir einen Endpunkt, 
durch den ein ganzes Winkelbiischel von Stiitzen geht, gilt dieser SchluB 
in nur noch verstirktem Grade. 

Nur die Weglassung von Teilen einer geraden Begrenzungsstrecke des 
Ovals X raubt dem X keine der erforderlichen Stiitzen; die Strecke darf 
diesmal nicht ganz weggelassen werden. 

Unser EZ kann sich also von einem Oval X héchstens durch das 
Fehlen von Teilen gerader Begrenzungsstrecken des Ovalrandes unterschei- 
den, wobei aber von jeder Begrenzungsstrecke ein die Streckenbedingung 
erfiillender Teil dem EZ gewahrt bleiben muB. 

Im folgenden haben wir meist keinen Grund mehr, die 3 und 1 von 
den $* und 1” getrennt zu halten. 


Obwohl nun die erzielten Ergebnisse uns bereits in die Lage setzen, 
mit einem vierten Schritt unser Ziel zu erreichen und zu schlieBen: 
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»Die Stiitzen + der Figur Z stimmen mit dem vollstandigen System 

der Stiitzen eines Ovals X iiberein, das durch sie bestimmt wird,“ 
oder 

»Die inneren Gemeinstiitzen von € und % schneiden auf Z ein von 

ihnen umhiilltes Oval X aus,“ 
so wollen wir doch jetzt auch noch die Abgeschlossenheit von EZ und da- 
durch seine vollige Identitét mit X nachweisen. 

Sei p ein Punkt auf einer geraden Strecke 9 des Umfangs von X, 
der angenommenermaBen nicht zu E gehért, so kann man eine unendliche 
Folge von inneren Punkten 


Pas Par Poe ++ +s Pas oes 

des Ovals X und somit auch der Figur EZ auswihlen, welche p als ihrem 
Grenzpunkt sich annahern. Von jedem p, geht mindestens ein ins Unend- 
liche laufender Halbstrahl 7, = p,e,/, aus. Fiir jedes n sei ein bestimmtes , 
bzw. auch e, und /, ausgewahit. Man schlage dann um p als Mittelpunkt eine 
endliche Kugel, die X, € und % in sich schlieBt. Dann werden alle Punkte 
Pp,» @, und f, ins Innere der Kugel fallen, und jedes z, wird die Kugel- 
oberfliche in einem Punkte qg, schneiden. Die g, miissen auf der endlichen 
Kugeloberflache mindestens einen Haufungspunkt g haben. Man kann daher 
eine unendliche Folge Go,? Ta,? Ta,? ***? Taq? °° (a,<a,<a,...<a,...) 
herausheben, die mit wachsendem n sich dem g als Grenzpunkt anniahert. 
Die Strecken p,q, nahern sich also mit wachsendem n der Strecke pq 
als ihrer Grenzlage. Auf jedem p,g, kann ein e, und f, festgestellt 
werden. Von jedem e,, fille man etwa das Lot auf pq; die unendlich 
vielen FuBpunkte @,, werden auf pq einen Haufungspunkt haben miissen, 
der offenbar zugleich ein Haufungspunkt der ¢,, ist, und e, heiSen midge. 
Ebenso erhalt man ein f,. Wegen der Abgeschlossenheit von € und § 
sind die beiden Punkte auch in der Tat Punkte von € und §. In pe, f,9 
ist nun ein durch p gehender Strahl y nachgewiesen, p ist ein g; die An- 
nahme, da8 es nicht zu EH gehért, la8t sich nicht aufrechterhalten. Z ist 
vollkommen abgeschlossen, Z und X sind identisch. Ganz das nimliche 
wie fir Z und £ gilt natiirlich auch fiir Z’ und F. 

Die Ableitung der 3, aus denen sich ihrerseits wieder die 1 ergaben, 
aus den « der ebenen Projektionen la8t erkennen, daB wir in den § das 
volistindige System J der inneren Gemeinstiitzebenen § von € und § vor 
uns haben. Und jetzt sehen wir, daB wir dieses System J statt aus den 
beiden Eikérpern € und % aus den beiden Ovalen EZ und F ableiten 
kénnen, indem wir alle inneren Gemeinstiitzebenen von EZ und F legen, 
d. h. in jeder Richtung B die zueinander parallelen und nach verschiedenen 
Seiten liegenden Stiitageraden + und +’ bzw. r* und r*’ — ,,Gegenstiitzen“ 
wollen wir diese Paare nennen — durch Ebenen miteinander verbinden. 








Getrennte Eikérper. 309 


Die Menge der Gebilde J, erzeugbar aus zwei Eiflachen oder Ei- 
kérpern €, %, ist also sicher nicht gréBer wie die Menge der J, die aus 
zwei Ovalen in paralleien Ebenen gewonnen werden kénnen. 

Auch ist damit erwiesen, daB das Gebilde J aus den inneren Gemein- 
stiitzebenen von € und % eine abwickelbare Flache umbhiillt. Denn bei 
dem J von E und F wird dies niemand bezweifeln. 

Betrachten wir zunichst Ovale #, F, die iiberall gekriimmt sind, 
d. h. die Bedingung erfiillen, daB jeder endlichen von Null verschiedenen 
Drehung der Stiitze ein endlicher von Null verschiedener Fortschritt des 
Beriihrpunktes entspricht, und umgekehrt. Die Stiitzgeraden, aus denen 
sie erzeugt werden, bilden eine zyklische Reihenfolge, wenn wir die Stiitzen, 
von einer bestimmten an, z. B. im Uhrzeigersinne durchlaufen, d. h. so, 
da8 ihre Richtungen sich aufeinanderfolgend so andern wie die Richtungen 
des Uhrzeigers. In der Redeweise des unendlich Kleinen ausgedriickt be- 
steht das Langenelement der Ovalkurve EZ aus dem Stiick einer Stiitze, 
das von der vorhergehenden und folgenden Nachbarstiitze ausgeschnitten 
wird. In J sind immer zwei parallele, nach verschiedenen Seiten liegende 
Langenelemente ds, ds’ der Ovalkurven FE und F durch ein § verbunden. 
Der Uhrzeigersinn, in dem die t bzw. t’ durchlaufen werden, iibertrigt sich 
auf die Punkte der beiden Kurven in der Weise, daB ds und ds’ in ent- 
gegengesetzter Pfeilrichtung durchlaufen werden. Die Schnittlinien von § 
mit den Nachbargemeinstiitzebenen verbinden also entgegengesetzt liegende 
Endpunkte von ds und de’ miteinander, etwa den vorderen a von ds 
mit dem hinteren b’ von de’, und umgekehrt a’ mit b. 

Daraus folgt, daB die Geraden ab’ und a’b, die man als aufeinander- 
folgende ,erzeugende Gerade“ « von J bezeichnen kann, sich in einem 
Punkte c, der zwischen Z und Z’ liegt, schneiden miissen. Durch die c 
wird die Riickkehrkante C der Flache J bestimmt. Auf die méglicherweise 
sehr irregulire, oszillierende, d.h. spitzenreiche Natur von C einzugehen 
liegt kein AnlaB vor, da die Abwickelbarkeit der Flache durch Abnormi- 
titen von C nicht gestért wird. 

Als Aufbauflichenelement dJ von J ist nun der von den ds iiber- 
spannte, bei unsern jetzigen Voraussetzungen unendlich kleine Vollstrahlen- 
winkelflachenstreifen zwischen ab’ und a’b anzusehen. 


Fiir den jetzigen reguliren Fall ergeben sich noch folgende Siatze: 

1. Es ist kein Unterschied zwischen der durch die erzeugenden 
Ebenen § und der durch die erzeugenden Geraden ¢ beschriebenen Flache J; 
ein ¢ verbindet immer Beriihrstellen von ,,Gegenstiitzen“ miteinander. 


2. Wie die t und r+’ und ihre Beriihrpunkte mit 2 und F bilden 
auch die « eine stetige zyklische Reihenfolge. 
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3. So wenig auf den + oder r’ zwei endlich getrennte Randpunkte 
von £ oder F liegen, so wenig liegen auf einem § zwei endlich getrennte e. 

4. Keine zwei « sind parallel zueinander. Denn wire «,||2, und 
3, das zu «, gehérige §, so wiirde «, mit den darauf liegenden Punkten 
e und f auf einer Seite von %, liegen, was mit der Definition einer inneren 
Gemeinstiitzebene § von € und % nicht vereinbar ist. Nur wenn %, auch 
durch «, ginge, wiirde dieser Widerspruch wegfallen; dafiir wiirde sich 
aber der andere ergeben, daB ein {J zwei getrennte « enthielte, was nach 


3. ausgeschlossen ist. 





Nun sei auch das Vorkommen von Stellen an £ und F in Betracht 
gezogen, bei denen ein endlicher Fortschritt des Begrenzungskurvenpunktes 
mit einem Stehenbleiben der Stiitze, oder eine endliche Drehung der Stiitze 
mit einem Stehenbleiben des Kurvenpunktes verbunden ist, d. h. das Vor- 
kommen von geraden Begrenzungsstellen oder von Ecken. 

Stellen wir zuniachst folgendes fest: Wenn die Begrenzung eines der 
beiden Ovale, z. B. von EZ, eine endliche gerade Strecke ab aufweist, die 
natiirlich auf einer Stiitze liegt, so mu8 F auf der Gegenstiitze eine 
parallele — nicht notwendig gleichgroBe — gerade Strecke a’b’ aufweisen. 
Denn wire das betreffende, zu ab parallele Langenelement der Kurve F 
unendlich klein, so daB a’, 6’ und ¢ praktisch in einen einzigen Punkt a’ 
zusammenfielen, so wiirden die Beriihrstrecken oder Beriihrflachen, welche 
das Dreieck aba’ mit € und § gemein haben miiBte und welche in dem 
von aa’ iiberspannten Halbstrahlenwinkel zwischen a’a und a’b eine Ver- 
bindung zwischen den Schenkeln herstellen miiBten, wie das ganze Dreieck 
auf einer Seite jeder Nachbargemeinstiitzebene der Gemeinstiitzebene 3 = aba’ 
liegen; denn diese Nachbarstiitzebenen {, , $, schneiden § nach aa’ und ba’. 
J, und §, kénnen aber als innere Gemeinstiitzen von € und § Elemente 
von © und % nicht auf derselben Seite liegen haben. Der Schlu8 wird 
hinfallig nur dann, wenn a’, b’,c ein endliches Dreieck bilden, a’b’ endliche 
Lange hat. 

Wiahrend im regularen Falle, d. h. bei durchwegs gekriimmten Ovalen, 
die Aufbauelemente der Flache J aus lauter ebenen Winkelflachen unendlich 
kleinen Winkels bestehen, tritt im gegenwirtigen Falle eine Winkelfliche 
endlichen Winkels auf, eben des von ab und a’b’ iiberspannten Winkels 
zwischen ab’ und ba’. 

Und wihrend im regularen Falle zwischen dem J, beschrieben durch 
die Gemeinstiitzebenen, und dem J, beschrieben durch die erzeugenden 
Geraden, kein Unterschied ist, wiirde sich jetzt ein solcher ergeben, wenn 
wir nicht eine besondere Bestimmung treffen. Die Definition von erzeugen- 
den Geraden als Verbindungsgeraden der Beriihrpunkte auf Gegenstiitzen 
wiirde namlich jede Verbindungsgerade eines Punktes von ab mit einem 
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von a’b’ als erzeugende Gerade erscheinen lassen und damit der Fliche J 
ein. ebenes, von den regular erzeugten Nachbarpartien der Fliache J sich 
teilweise abspaltendes Stiick der Form I adjungieren (s. Fig. 4), wahrend 
bei Erzeugung von J durch die § nur ein in den Zusammenhang der 
iibrigen Flache sich einfiigendes ebenes Stiick der Form II auftritt, und 
hiernach als erzeugende Gerade zwischen ab und a’b’ ausschlieBlich die 
durch c gehenden Verbindungsgeraden charakterisiert erscheinen. 

Da wir natiirlich eine einheitliche Definition von J bevorzugen, und 
die Erzeugung durch die Gemeinstiitzebenen hier das organischere Resultat 
ergibt, erklaren wir, unter ,erzeugen- 
den Geraden“ von J, welche Punkte 
von ab mit Punkten von a’b’ ver- 
binden, hinfiir nur solche Gerade ver- 
stehen zu wollen, welche zugleich durch 
e gehen. Wir haben dann iiberdies 
den Vorteil, daB die auf 8. 309 und 310 
fiir den regularen Fall geltenden Satze 2 
und 4, wie man leicht sieht, auch fiir 
die Z und F mit geraden Begrenzungsstellen giiltig bleiben. Der Beweis 
bei 4. andert sich insofern, als ein & jetzt zwar zwei getrennte « enthalten 
kann, aber doch keine parallelen. 

Liegt an einem der Ovale Z, F — sei es E — eine Ecke k vom 
Knickungswinkel » vor, so muS F auf der entgegengesetzten Seite eine 
Ecke k’ aufweisen, deren Knickungswinkel die gleiche GréSe und parallele 
Schenkel hat. Jede andere Annahme fiihrt auf Widerspriiche. Nehmen 
wir zunichst an, u« sei eine ,mittlere“ Stiitze von Z in k, d.h. eine, die 
nicht gerade mit der Richtung der von k ausgehenden beiden Halb- 
tangenten zusammenfallt, sondern im Innern des von den Stiitzgeraden 
an k gebildeten Stiitzenbiischelwinkels liegt, und die Gegenstiitze k’ von F 
beriihre F an einer regularen Stelle, habe also ein von © verschiedenes, 
unendlich kleines Lingenelement ds’ = a’b’ mit dem Rand von F gemein. 
Den Nachbarstiitzen k{ und k, von k’, die durch a’ und b’ gehen, ent- 
sprechen an E Gegenstiitzen k, und k,, die durch & gehen. An das un- 
endlich schmale Dreieck ka’b’ lassen sich nun dieselben Schliisse an- 
kniipfen, wie vorhin bei einer endlichen geraden Randstrecke ab an das 
endliche Dreieck aba’; es ergibt sich die Unméglichkeit unserer Annahme, 
da8 F bei k’ regular geformt sein kénne. Die Unméglichkeit bleibt be- 
stehen, verstairkt sich, méchte man sagen, wenn a’b’ endlich groB an- 
genommen wird. Es bleibt also nur die Méglichkeit, daB auch k’ eine 
Ecke ist. Hiitte aber diese Ecke nicht parallele Schenkel und gleiche 
KnickungsgréBe mit der Ecke k, so wiirde sich die Unméglichkeit der 





Fig. 4. 
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Annahme mit genau denselben Mitteln wie eben dartun lassen; an Stelle 
von  wiirden im Beweis nur Teilwinkel zu treten haben, die — kurz 
ausgedriickt — bei einer Art geometrischer Subtraktion des Knickwinkels k 
von dem bei k’ iibrigbleiben. 

Offenbar stért auch das Auftreten von Ecken an £ und F nicht die 
Giiltigkeit der Saitze 2 und 4 auf 8. 309 und 310; zyklische Reihenfolge und 
Nichtparallelitat der « bleiben gesichert. 

Nachdem aus dem Bisherigen folgt, daB Singularitaten in endlicher 
Anzahl auf dem Rande von £ und F der Giiltigkeit unserer Saitze keinen 
Eintrag tun, werden sie auch bei unendlicher Haufung nicht stéren kénnen. 

NB. Man kénnte J statt mittels Z und F auch erzeugen durch £ 
und ein Oval E”, wo E” den Schnitt einer Ebene Z” mit den Geraden ef 
vorstellt, die genau dieselben Bedingungen erfiillt wie Z, aber von Z ver- 
schieden ist. Nur ware dann J die abwickelbare Flache der duferen Gemein- 
stiitzen von E und E”. 

Fiir Z und £” kénnte natiirlich auch F und ein F” in einer zu Z, 
parallelen, von Z’ verschiedenen Ebene unterhalb § dienen. 


Wir haben nun bewiesen, daB der durch die Geraden ef gebildete 
Kérper von Ebenen, die parallel sind zu Zwischenebenen und die ober- 
halb € oder unterhalb § verlaufen, nach Ovalen geschnitten wird. Wir 
haben gesehen, da diese Schnitte auch bezeichnet werden kénnen als 
Schnitte mit der von den inneren Gemeinstiitzen der Kérper € und § 
erzeugten abwickelbaren Fliche J. Welche Beziehung hat nun dieser Satz 
zu dem urspriinglich ins Auge gefaBten von der ovalen Natur des Parallel- 
kegels € zu J? Insofern J und der Mantel von € offenbar die namliche 
Schnittlinie mit der unendlich fernen Ebene haben, ist der urspriinglich 
beabsichtigte Satz identisch mit der Behauptung: 

»Der Schnitt der unendlich fernen Ebene mit J ist als Oval zu be- 

trachten“, 
und man kénnte ihn somit als speziellen Fall des neuen Satzes und infolge 
der Stetigkeit der Verhaltnisse als durch letzteren fiir bewiesen erachten. 

Das hieBe sich aber doch den Beweis etwas zu leicht machen. Wir 
wollen ihn lieber noch selbsténdig gestalten, wobei auch fiir die Beweis- 
technik in diesen Dingen noch ein wenig zu lernen ist. 

Wir werden zeigen, daB € von einer Ebene im Endlichen nach einem 
Oval geschnitten werden kann. 

Wir zeigen zunachst, daB € eine Eigenschaft besitzt, die der Strecken- 
eigenschaft ebener Ovale analog ist. 

Da fiir die Schnitte ||Z,, die dber € bis ins Unendliche hinaus liegen, 
erkanntermaBen der Kérper der ef mit der Flache J vdllig aquivalent ist, 





au 


Pu 
die 
€ 

ze 
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d. h. von ihr begrenzt wird, kénnen wir fiir die Untersuchung von & bald 
auf den Kérper der ef, bald auf J zuriickgreifen. 

Fiirs erste sei er entstanden gedacht, indem man von einem festen 
Punkte die Parallelstrahlen zieht zu simtlichen ef, und zwar geniigt es, 
die nach oben gerichteten Halbstrahlen zu ziehen, so da von hier ab 
€ immer nur einen nach vben ins Unendliche laufenden Halbkegel be- 
zeichnet. 

Seien z,, 7, zwei solche ganz beliebig gewahlte Halbstrahlen von C, 
so gibt es sicher parallele Strahlen fe: 


fe, ||%ii faa || Xe 

Wir legen nun den Scheitel von © in den Punkt f, und schneiden auf 
dem zu f,e, parallelen Kegelhalbstrahl die Strecke f,e, = f,e; ab (siehe 
Fig. 5). Zieht man nun durch den Winkel e, f, e, 
von f, aus einen beliebigen Halbstrahl, der e,e, in 
e, schneiden mége, so zeigt sich, daB es parallel zu 
f,e; sicher ein ef gibt, also auch f, e; ein Kegelstrahl 
ist. Man ziehe nur durch e; eine Gerade parallel zu 
e,¢, (und f,f,), so ergibt sich auf e,e, ein Punkt e,, 
der nach dem Streckensatz zu € gehért, und ziehe 
weiter von e, aus eine Parallele zu f,e;, die offenbar 
f,f, in einem Punkte f, schneiden muB, der zu % gehért; f,e, ist der er- 
wiinschte zu f,e; parallele ef-Strahl. Also: 

Wenn zwei vom Kegelscheitel nach oben gerichtete Halbstrahlen zu € 
gehéren, gehéren alle Halbstrahlen des von ihnen gebildeten Winkels 
<a zu &. 

Daraus folgt, daB die Figur, nach welcher €, dessen Scheitel immer 
noch in f, festgehalten werde, von Parallelebenen zu Z, geschnitten wird, 
die Streckenbedingung erfiillt. 

Die Endlichkeit der Schnittfigur folgt leicht unter Verwendung der 
Anmerkung *), wonach die Neigungen der zu den ef parallelen €-Strahlen 


gegen Z, nicht unter einen von 0 verschiedenen Winkel herabsinken 
kénnen. : 





Fig. 5. 


Unter Beniitzung friiher gewonnener Einsichten steht sonach schon 
fest, daB der Schnitt von € mit Z ein Oval ist, dem héchstens Teile der 
Begrenzung fehlen kénnten. 

Die Beschaffenheit der Begrenzung untersuchen wir aber besser, indem 
wir auf die andere Erzeugungsart des Kegels zuriickgreifen, und ihn mittels 
der durch den Scheitel gelegten Parallelebenen zu den 3 umhiillen, noch 
besser, seinen Mantel durch die aus dem Scheitel gezogenen Parallelen ¢’ 
zu den erzeugenden Geraden « von J beschreiben. 
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Aus Griinden leichterer Beschreibung verlegen wir jetzt den Scheitel 
des Kegels in den bzw. einen der Randpunkte ¢ von £, der eine Stiitze r 
(auf §) hat, die an E sagen wir nach der rechten Seite liegt. Ferner 
legen wir — weil der Schnitt von Z mit dem Kegel jetzt ein Punkt ist — 
iiber Z noch eine Ebene Z”||Z, und bezeichnen ihren Schnitt mit € 
durch 0”. 

Wir sahen oben, daB die « eine stetige zyklisch geschlossene Folge 
bilden und da8 keine zwei von ihnen zueinander parallel sind, falls nur 
beziiglich der geraden Stellen am Rande von Z und F eine passende 
Bestimmung getroffen wird. 

Daraus folgt, daB die Halbstrahlen e«’ ebenfalls eine stetige geschlossene 
Folge, und zwar ohne Doppelstrahl bilden, daher auf Z” einen stetig 
zusammenhangenden geschlossenen Linienzug ohne Doppelpunkt aus- 
schneiden. 

WiiBten wir nun — was noch nicht selbstverstindlich —, daB die e’ 
die Mantelstrahlen von € sind, so wiirde, weil alle « zu J gehéren, der 
ganze Mantel aus den e’ zu ©, der ganze Rand von ©” zu C” gehéren, 
C” somit als abgeschlossen und schlieBlich als richtiges Oval erwiesen sein. 
Die e’ werden Mantelstrahlen von € sein, wenn die Parallelebenen aus ¢ 
zu den & Stiitzebenen des Halbkegels € sind. Es geniigt, dies fiir das zu 
dem herausgegriffienen + gehérige § zu zeigen, das bei der fiir den Kegel- 
scheitel gewahlten Lage ¢ mit der Parallelebene zu § durch ¢.zusammenfillt. 

Zum Beweise greifen wir auf die Seite 305 eingefiihrte ebene Pro- 
jektion in Richtung t unserer raumlichen Figur zuriick, die wir noch durch 
die Schnittlinie ¢” von Z” mit N erginzen, und in der wir die Schnitt- 
punkte von « (das O, links, O, rechts beriihre) mit ¢, ¢’ und ¢” — als 
Projektionen von t, t’ und einer parallelen Linie t” — mit eben diesen 
Buchstaben bezeichnen, vgl. Fig. 6. 

Bemerken wir zunichst, daB S$ mindestens ein ef und mit der 
Parallelen zu ef aus# auch Punkte von © enthilt, was ja eine Stiitzebene 
von © tun muB8. Es ist dann nur noch zu zeigen, daB alle nicht in § 
liegenden, an der Bildung des Kegelkérpers beteiligten Halbstrahlen auf 
einer einzigen Seite von & liegen. Es wird das nach unsern Dispositionen 
die linke sein; und die gewiinschte Lage der e’ wird schon gesichert sein, 
wenn nur ihre Projektionen in die ebene Figur als links von « liegend 
nachgewiesen werden. Die Projektion eines beliebigen e’ erhalt man aber, 
wenn man parallel zur Projektion eines beliebigen « einen Halbstrahl aus t 
(das auch Projektion von ¢ ist) nach oben zieht. 

Es seien e, f zwei nicht in § liegende Punkte von €& und §, o, und 0, 
ihre Projektionen in N. Auf 670, liegt notwendig der Schnittpunkt s, 
von 0,0, mit «, und s, liegt auf « sicher zwischen rt’ und r. 











Getrennte Eikérper. 815 


Der Halbstrahl s,0,, nach oben gehend, liegt mit O, auf der nim- 
lichen Seite von «, folglich wird auch sein Schnittpunkt o” mit Z” auf 
dieser, in unserem Falle der 


“ 


linken Seite, liegen. g"_¢ 
Zieht man nun zu 8,0, / Ye F 








parallel aus +t den Halb- 
strahl nach oben, so ist er 
die Projektion eines Kegel- 
strahls «”, und dieser mu8 ¢” y 
zwischen o” und 1” schnei- A 

den, weil t zwischen s, und ch 
t” liegt, in einem Punkte a”, $ 
der somit auch links von 
t” liegt. 

Weil nun rd” die Projektion eines beliebigen, nicht in & liegenden 
Kegelstrahls, d” die eines beliebigen nicht auf + liegenden Punktes der 
Schnittfigur C” von € und Z” ist, folgt in Anbetracht von friiher 
Gesagtem, daB € und C” Punkte nur auf § und links von § liegen hat, 
und & bzw. die Parallelebene zu § durch ¢ Stiitzebene von €, 1” Stiitz- 
gerade von ©” ist. 

Alles zusammengefaBt ist nun der Ovalcharakter von € bewiesen. 


6 








Fig. 6. 


Projektivische Behandlung des Problems. 


Es gibt einen einfacheren Weg als den oben eingeschlagenen, um die 
Ovalschnitte der Fliche J nachzuweisen. 

Man kann sich den Kérper &(ef) der ef zusammengesetzt denken 
aus zwei Teilen, dem Kérper &(e/) der endlichen und dem Kérper (ef) 
der unendlich groBen Strecken ef. Wir stellen uns also jetzt auf den pro- 
jektivischen Standpunkt, nach welchem eine Gerade nach beiden Seiten 
zu dem namlichen unendlich fernen Punkte hinfiihrt. Natiirlich gilt nicht 
etwa die Gleichung 

K (ef) = K(ef) + K(ef) 


in dem Sinne, daB links und rechts die den Kérper bildenden Punkte in 
derselben Multiplizitat, oder gar auf beiden Seiten nur einfach vorhanden 
wiren. Insbesondere ist, da wir die Strecken als abgeschlossen betrachten, 
von vornherein klar, daB die Eikérper € und § sowohl dem &(ef) als 
dem §(ef) angehéren. 

Die Gleichung hat nur den Sinn, daB jeder Punkt, der zu & (ef) 
gehért, auch in der Summe der Kérper &(ef) und &(ef) vorhanden ist, 
und umgekehrt. i 

21* 
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Auch darf man sich durch zu oberflichliches Anschauen oder Vor- 
stellen von Figuren nicht verleiten lassen, zu glauben, daS den beiden 
Kérpern &(e/) und &(ef) nur die Punkte 
von © und § gemeinsam wiren. Man denke 
sich z. B. durch Rotation beistehender Fig. 7 
um die Symmetrieachse 0,0, eine raium- 
liche erzeugt, dann entstehen durch die 
beiden Ovale (Kreise) O, und O, Eikérper 
(Kugeln) € und %, und durch Rotation 
der Linien a und i die Oberflichen 
von &(ef) und &(ef). Die durch Rotation 
der schraffierten Zwickel entstehenden Ringe 
enthalten Punkte, die den Kérpern R (ef) 
und §(ef) gemeinsam sind, ohne doch €& 
und  anzugehdren. 

Wir kehren zum allgemeinen Fall zuriick. (ef) ist nichts anderes 
als der kleinste Eikérper, der € und § in sich enthalt. Dies darf als 
bekannt vorausgesetzt werden*). Als Eikérper besitzt &(ef) eine wohl- 
definierte Oberflache S, iiber die es gut sein wird, hier einige Bemerkungen 
einzuschieben. 





Fig. 7. 


Zur Hintanhaltung eines sich leicht aufdraingenden Fehlschlusses sei 
zunichst folgendes gesagt: Wenn e’ und f’ die auBersten Punkte sind, die 
eine Gerade ef mit © bzw. % gemein hat, so daB also 
die Gerade den Kérper € bei e’, den Kérper § bei /’ 
gegen das Unendliche hin verlaBt, ohne einen der beiden 
K6érper noch einmal zu treffen, so kénnen e’ und f’ zwar 
Begrenzungspunkte von & (ef) sein, sie miissen es aber 
nicht. Man kann das aus der Fig. 7 entnehmen, wenn 
man innere Punkte von zweien der schraffiierten Zwickel, 
die diagonal liegen, miteinander verbindet. Noch leichter 
ist es ersichtlich aus Fig. 8, wo an f’e’ sich noch die 
Strecke e’e” als zu &(ef) gehdrig anschlieBt. — Uber die Zusammen- 
setzung von S werden wir auf folgende Weise klar: 

Die Oberflache eines Eikérpers besteht aus den auf seinen Stiitzebenen 
liegenden Kérperpunkten. Die Stiitzebenen des kleinsten Eikérpers (ef), 
der & und § enthialt, sind aber identisch mit denjenigen Stiitzebenen von 
& und von %, die © und % auf der nimlichen Seite liegen haben. Zu 
diesen gehéren: 





Fig. 8. 


*) Man vergleiche etwa meinen Aufsatz’,,Cber das durch eine beliebige endliche 
Figur bestimmte Eigebilde“, Boltzmann-Festschrift 1904, Leipzig bei J. A. Barth, 
8. 94 u. fi. 
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1. die auBeren Gemeinstiitzebenen G von € und §; ihre Beriihrpunkte 
mit S bezeichnen wir als Menge «; 


2. die Stiitzebenen von € allein, die § auf der namlichen Seite haben 
wie (; ihre Beriihrpunktmenge heiBe 8; 


3. die Stiitzebenen von % allein, die € auf der naimlichen Seite haben, 
wie }; ihre Beriithrpunktmenge heiBe y. 

Zu 1. Die Punkte, die ein G mit &(e/) gemein hat, werden jeden- 
falls erschépft (unter Umstinden zum Teil vielfach, durch die Verbindungs- 
strecken v der auf G liegenden e mit den auf @ liegenden f; die e auf 
G bilden — allgemein gesprochen — ein Ovalgebiet O,, — das allerdings 
meist in einen Punkt oder in eine Strecke entartet, gelegentlich aber auch 
zwei Dimensionen annimmt —, die f auf G ein Oval 0;; und die v erfiillen 
ein Ovalgebiet O(ef), ein ebenes Gebiet, das also ganz analog definiert 
ist, wie das raumliche R(ef). O(e7) gehért zur abwickelbaren Flache A, 
und ist im regularen, einfachsten Falle eine Strecke auf einer erzeugenden 
Geraden von A. Also die Flachen S und A haben einen Teil A, bestehend 
aus den simtlichen O(e/), gemeinsam. 


Es wiirde leicht zu erharten sein, daB diese O(e/) im allgemeinen 
einen ausgepragt ringférmigen Zusammenhang haben; bei Entartungen von 
€ und § kann aber auch dieser Ring entarten. 


Zum Beispiel, wenn € in einen Punkt zusammenschrumpft, wahrend § 
kérperlich bleibt, geht der Ring in einen begrenzten Kegelmantel iiber; 
die eine Begrenzungskurve des Ringes hat sich auf einen Punkt zusammen- 
gezogen. Wenn aus € und § zwei sich iiberkreuzende Strecken werden, 
wird der Ring zur geschlossenen Fliche des durch diese Strecken bestimmten 
Tetraeders; die beiden Begrenzungskurven des Ringes sind als auf Punkte 
oder Strecken zusammengezogen zu erachten. Wenn die Kérper in zwei 
Ovale derselben Ebene iibergehen, wird A wieder ein Oval O(ef), dessen 
Fliche man doppelt rechnen und dessen beide Blatter man nur seitlich 
langs der beiden auBern Gemeinstiitzen zusammengeheftet annehmen mag. 
Wenn aus den Kérpern zwei Punkte werden, kommt eine gerade Strecke, 
die man als eine unendlich diinne Réhre auffassen kann. 


Zu 2. Ein weiterer Teil der Oberfliche von &(ef) besteht aus einer 
»Haube* H, der Oberfliche von €. Diese Haube verschwindet nie ganz, 
wenn sie sich auch auf einen einzigen Punkt h, zusammenziehen kann; 
dieser Punkt ist gesichert durch die Beriihrstelle der oberen Stiitzebene Z‘|| Z, 
an ©; Z° hat ja zweifelsohne € und % auf einer Seite liegen. 


Wenn Punkt A, in seiner Art isoliert bleibt, ist er als Grenzpunkt 
zwischen H, und A allerdings auch dem A beizurechnen. 
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H, kann nur ein zusammenhangendes Stiick bilden; denn wenn man 
eine Ebene aus der Lage Z* durch andere Stiitzebenenlagen nach irgend- 
einer Seite zylinderbildend stetig an € entlang fiihrt (wobei die Beriihr- 
stelle sinkt), immer bis sie zu einer auBeren Gemeinstiitze wird, so behiilt 
sie ja sicher ebensolange %§ auf derselben Seite wie €, ihre wandernde 
Beriihrstelle gehért also zur Menge f und bildet eine mit A, ununter- 
brochen zusammenhangende Beriihrstellenfolge. Die Beriihrstellen brauchen 
nicht immer nur Punkte zu sein. Diese Beweisandeutungen mégen geniigen. 

Zu 3. Hier ergibt sich analog eine Haube H,. 

S besteht also aus A, H, und H,, Flachenstiicken, die nur gewisse 
Begrenzungslinien oder Begunstngeemente gemeinsam haben. 

Zuriick zu unsern Ovalschnitten! 

Der Schnitt einer Zwischenebene Z von © und F mit S, der ein 
Oval ist, kann nun, da Z mit € und % nichts gemein hat, nur auf A 
verlaufen; der Schnitt von Z mit A wird aber der vollstindige Schnitt 
von Z mit A sein. Denn letzterer besteht aus den Schnittpunkten von Z 
mit siémtlichen Erzeugenden ef von A; diese werden aber alle von Z auf 
den zu ihnen gehérigen Strecken ef, also auf A geschnitten. Schlub- 
ergebnis: A wird durch jedes Z nach einem Oval geschnitten. 

Wir kénnen nun eine projektivische Umformung, gewisser Vereinfachungen 
wegen eine involutorische, uns denken, welche eine héchst einfache Beziehung 
zwischen der Natur von &(ef) und der von &(ef) aufdeckt. Ist x irgend- 
ein urspriinglich gegebenes Element, so werde das transformierte Element 
immer mit 2’ bezeichnet. Eine etwaige friihere andere Bedeutung ange- 
hangter Striche komme nicht mehr in Betracht. 

Die Transformation sei der Art, daB Z}=U, d. h. identigch mit der 
unendlich fernen Ebene, und U’ = Z, d. h. identisch mit der (horizontal 
gedachten) Zwischenebene Z, von € und § wird. 

Es ist klar, daB eine gerade Strecke ef sich wieder in eine gerade 
Strecke e’f’ transformiert, es wird sich nur immer darum handeln, wo die 
endliche und wo die unendliche Strecke zu verstehen ist. 

Da ef die Zwischenebene Z, in einem Punkte s schneidet, erhalten 
wir auf der transformierten Strecke einen unendlich fernen Punkt s’ auf U, 
wahrend e’ und f’, da e und f nicht auf Z, liegen, ins Endliche fallen; 
ef =esf transformiert sich in e's ’f’, oh. in die iiber den unendlich fernen 
Punkt laufende Verbindungsstrecke ef’. Umgekehrt: Die Strecken e/, als 
die Supplemente zu den ef auf den ef, verwandeln sich in die Supple- 
mente e’f’ mu den e’f’ auf den e’f’, dh. in die endlichen Strecken. 

Da € und % keinen Punkt mit Z, gemein haben, werden ©’ und %’ 
auch im Endlichen liegen, und da Eintriftigkeit und Abgeschlossenheit pro- 
jektive Eigenschaften sind, werden auch ©’ und %’ Eikorper sein. 
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Stiitzebenen S von oder % transformieren sich in Stiitzebenen S’ 
von ©’ oder 3’; denn gemeinsame Punkte von S und € oder § gehen in 
gemeinsame Punkte von S’ und ©’ oder %’ iiber, Begrenzungspunkte von 
€ oder § in Begrenzungspunkte von &’ oder %’. Ein S’ wird also eine 
Ebene sein, die mit ©’ und }’ nur Begrenzungspunkte gemein hat; eine 
solche Ebene ist aber fiir véllig richtige, also im Endlichen gelegene Ei- 
kérper wie ©’ und % stets eine Stiitzebene. Nur wenn Z, einen Eikérper, 
z. B. ©, schnitte, wiirde ©’ in zwei nur iiber das Unendliche zusammen- 
hangende Stiicke zerfallen und S’ diese Stiicke zu verschiedenen Seiten 
liegen haben. 

Es folgt, daB Gemeinstiitzebenen von € und § sich in Gemeinstiitz- 
ebenen von ©’ und %’ transformieren. 

Das Gesamtergebnis ist: @(ef) geht in @(e'f’), R(ef) in Ref’), 
die beiden abwickelbaren Flichen aus Gemeinstiitzebenen von © und AG 
gehen in die beiden Flichen aus Gemeinstiitzebenen von ©’ und %’ iiber, 
aber — und das ist fiir uns hier der wichtigste Punkt — sozusagen kreuz- 
weise, es findet ein Rollenwechsel statt: J’ ist nicht die innere, sondern 
die auBere Gemeinstiitzebenenflache von ©’ und 3’, A’ nicht die auBere, 
sondern die innere. 

Denn jede innere Gemeinstiitze § von € und % schneidet je ein be- 
beliebig gewahltes ef (wo e und f innere Punkte von e und f sein sollen); 
3’ schneidet daher nicht ef’, sondern e’f’, ist also nicht innere, sondern 
aiuBere Gemeinstiitze von &’ und %’, usw. 

Aus dem projektivischen Zusammenhang der Natur von &(ef) und 
RK (ef) ergibt sich nun, bzw. hat sich schon ergeben folgender Beweis unseres 
Satzes: 

Ein Schnitt der Art Z, bzw. F, ist projektivisch zu dem Schnitt einer 
Zwischenebene von &’ und §’ mit &(e’f’), d.h. zu einem Oval. Ein end- 
liches Gebiet wie Z bzw. F aber, das projektivisch ist zu einem Oval, ist 
selbst ein Oval. Also: Jeder Schnitt von (ef) oder — was hier auf das 
nimliche hinauskommt — von J mit einer Ebene, die parallel ist zu einer 
Zwischenebene Z von € und , und die, von Z aus betrachtet, iiber €, 
bzw. {}, hinausliegt, ist ein Oval. 

Der Ausdruck ,Schnitt von der Art Z bzw. F“ sei noch einmal ge- 
nauer erliutert; es ist ein Schnitt von R(ef) bzw. J, der weder mit € 
noch mit % einen Punkt gemein hat, der ferner zu einer Zwischenebene Z 
von & und %, also zu keiner Geraden ef parallel ist, vielmehr die ef alle 
nur im Endlichen, und zwar auf ihren Strecken ef, schneidet. Das zu ihm 
als projektiv erwiesene Oval O’ auf einer Schnittebene von &(e’f’) — die 
Zwischenebene von ©’ und %’ ist — kann offenbar keinen Punkt gemein 











320 H. Brunn. 


haben mit dem ovalen Schnitt 05, der sich zwischen Z, und R (e’f” ) 
ergibt — wir wollen diese Art von Schnitten O’ mit Oj bezeichnen —, sonst, 
d.h. wenn das O’ von der entgegengesetzten Art O: wire, wiirden ja bei Riick- 
gangigmachung der Transformation die gemeinsamen Punkte ins Unendliche 
fallen, was fiir Punkte von Schnitten der Art Z, F eben ausgeschlossen wurde. 

Der Vervollstandigung unserer Einsichten wegen sei nun aber einen 
Augenblick auch bei den Schnittfiguren verweilt, die bei Riicktransformation 
aus einem OQ; entstehen. 

Es sind ebene Schnitte’) £ von &(ef) baw. J, die insofern verwandt 
sind mit Z und F, als sie weder mit © noch mit § einen Punkt gemein 
haben, auch die ef nur auf ihren Strecken ef schneiden, aber die parallel 
sind zu einer, und dann auch zu unendlich vielen Geraden ef, daher auch 
ins Unendliche von &(ef) vordringen. Trotz ihrer Projektivitat zu einem 
Oval O; sind die E also keine Ovale, sondern nur eintriftige, abgeschlossene 
Kurven. Sie werden durch Ebenen ausgeschnitten, welche nicht, wie die 
Ebenen von £ und F, nur den einen, sondern die beiden aus dem End- 
lichen ins Unendliche ziehenden Blécke von & (ef) schneiden. 

Was den Paralleikegel P aus einem Punkte p — fiir den Zweck des 
folgenden Beweises ist es praktisch, p nicht gerade auf Z, anzunehmen — 
za den erzeugenden Ebenen und Geraden der Flaiche J angeht, so laufen 
seine erzeugenden Ebenen und Geraden, in der Redeweise der Projektivitits- 
lehre gesprochen, nach denselben Elementen der unendlich fernen Ebene U, 
wie die von J. Nachdem nun aber der Schnitt von J mit U sich in den 
Ovalschnitt O; von Z, mit J’ transformiert, wird besagter Parallelkegel 
sich in einen andern P’ verwandeln, der von einem endlichen Punkte p’ 
nach 0; als Leitlinie lauft, also ein Ovalkegel ist. Daher wird, nach einer 
bereits vorhin angewendeten SchluBweise, P selbst ein Ovalkegel sein, wobei 
der Schlu8 sich vom Unendlichfernen vdllig frei halt, wenn man bei der 
Riicktransformation nicht mit Oj; und dem Schnitt (J, U), sondern einem 
zu O, parallelen Nachbarschnittoval und dem ebenfalls endlichen Oval im 
ungestrichenen System operiert, das ihm projektivisch entspricht. 

NB. Natiirlich hatten wir mit Bezug auf (ef) und A ganz ana- 
loge Betrachtungen anstellen kénnen, wie fiir @(ef) und J, indem 
wir, etwa auf dem vorigen Beweis unseres Hauptsatzes fuBend, die 
Schnitte von &(ef) mit zwei parallelen Zwischenebenen von & und § als 
Ovale und A als die Hiillflache der duferen Gemeinstiitzebenen an diese 
Ovale nachgewiesen hiatten. Aber der Vorteil in diesem Kapitel war eben, 
daB8 der Eigebildcharakter von & (ef) und der Ovalcharakter seiner Schnitte 
bereits als feststehend betrachtet werden durfte. 


”) Schnitte # von Schnitten F zu unterscheiden, liegt hier kein Grund mehr vor. 
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Bemerkung zur Nomenklatur. 


Im vorstehenden Kapitel sind die Eigebilde in enge Beziehung getreten 
zu solchen projektivischen Umformungen ihrer selbst, die ins Unendliche 
reichen. Ich schlage vor, letztere als ,,Zerreigebilde“ zu bezeichnen. Die 
Eigebilde und Zerreigebilde haben die Eigenschaften der Eintriftigkeit und 
Abgeschlossenheit gemeinsam. Speziell war & (ef) ein Eikérper, (ef) ein 
Zerreikérper. Weil &(ef) den Typus des zweischaligen Hyperboloids hat, 
kénnte man den Kérper auch als ,Hyperboloidal“ bezeichnen. 

Ubrigens mag es gut sein, hier darauf hinzuweisen, daB die Eigebiete 
und Zerreigebiete eines Raumes noch nicht ganz die Gesamtmenge der ein- 
triftigen abgeschlossenen Gebiete dieses Raumes erschépfen. Es gibt ein- 
triftige, abgeschlossene, ins Unendliche reichende Gebiete beispielsweise in 
der Ebene, die keine Zerreigebiete sind. Ein Zerroval entsteht durch pro- 
jektive Umformung aus einem Oval O, muB8 also durch projektive Riick- 
transformation wieder in das Oval verwandelt werden kénnen. Trife aber 
jede Gerade der Ebene das Zerroval, so tite es natiirlich auch die, welche 
nach der Riicktransformation ins Unendliche fallt; O wiirde ins Unendliche 
reichen und kein Oval sein kénnen. 

Die Zerrovalgebiete sind also eintriftige, abgeschlossene, ins Unendliche 
reichende Figuren, die nicht mit allen Geraden ihrer Ebene Punkte gemein 
haben. 

Es gibt aber eintriftige, abgeschlossene Figuren, die mit allen Geraden 
ihrer Ebene Punkte gemein haben: Der Streifen zwischen zwei Parallelen 
mit Einschlu8 der Parallelen, die Ebene, soweit sie auBerhalb zweier Par- 
allelen liegt, wieder mit Einschlu8 derselben, eine Halbebene mit Einschlu8 
der begrenzenden Geraden, eine Vollstrahlenwinkelflache mit Einschlu8 der 
Schenkel (dieser Fall faBt die vorhergehenden projektivisch als Spezialfille 
unter sich), und die Gesamtebene — wobei der Abgeschlossenheit wegen 
die in Frage kommenden unendlich fernen Punkte den sémtlichen genannten 
Figuren immer beizuzahlen sind. 

Analog ist es in Raumen von anderer Dimensionszahl. 


Degenerierende Eikérper € und §. 


Bei einer Kontrolle, ob unser Satz auch giiltig bleibt, wenn € und § 
degenerieren, d. h. wenn sie einzeln oder beide weniger als drei Dimensionen 
aufweisen, stellt sich zuniachst heraus, daB der Beweis keinerlei Stérung 
erleidet, wenn trotz Degeneration von © und % die Figuren Z und F richtig, 
d. h. zweidimensional bleiben. 

Nehmen wir nun den Fall, da8 nur eine der beiden Figuren, sagen wir EZ, 
in eine Strecke 7 degenerierte. Die richtige Figur F wiirde dann zwei ge- 








822 H. Brunn. 


trennte Stiitzen t, und 1/ parallel zu t haben, und die Ebenen (tf, t,) und 
(t, t/) wiirden als innere (freilich auch als auBere) Gemeinstiitzen von 7 
und F zu gelten haben, und somit auch als solche von € und §. Die 
Beriihrpunkte von (7, t,) mit € und ¥ z. B. miiBten unterhalb Z, auf 
der unteren Halfte von (t,1,) liegen, die aber ganz auf einer Seite der 
anderen Ebene (7, 1/*) liegt; es ist aber mit dem Charakter einer solchen 
inneren Gemeinstiitze nicht vertriglich, daB sie Punkte e, f getrennt von 
sich auf einer Seite liegen hat. 

Diesem Widerspruch entkommen wir nur, wenn wir annehmen, daS 
die untern Halbebenen von (7, t,) und (7, 1/*) sich gar nicht trennen, diese 
Ebenen iiberhaupt zusammenfallen, so daB auch ty und 1 zusammenfallen 
und F ebenfalls auf eine Gerade sozusagen zusammengequetscht ist. Auf 
dasselbe Ergebnis kommen wir auch, wenn £ statt in eine Strecke in einen 
Punkt entartet. 

Wir haben also nur noch den Fall zu untersuchen, daB Z und F zwei 
parallele Strecken sind, € und % somit in ebene Figuren degenerieren, die 
in einer Ebene P liegen. Die sich ergebenden Figuren sind ebene Kor- 
relate zu den ausgebildeteren, verwickelteren raumlichen, die wir bereits 
bewaltigt haben; es wiirde ein leichtes sein, sie nach dem gegebenen Muster 
in ahnlich ausfiihrlicher Darstellung zu erledigen; aber eben deswegen diirfen 
wir uns hier wohl mit einer etwas oberflachlicheren, mehr beschreibenden 
als streng beweisenden Behandlung begniigen. 

Wenn wir uns an das Gebilde & (ef) = (ef) + (ef) halten, bleibt 
alles zweifelsfrei bestimmt, es ergeben sich Figuren von der Art wie in Fig. 9. 
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Fig. 9. 


In den oberen und unteren Teilen bei Z und Z’ wird die facher- 
formige Entfaltung dieser Figuren immer durch die inneren Gemeinstiitz- 
geraden y und y* der ebenen Eigebiete © und % bedingt, H und F werden 
begrenzte gerade Strecken, also Spezialfille von Ovalen, so daB wir unsern 
Satz als erfiillt ansehen diirfen. Und er bleibt auch noch erfiillt, wenn € und § 
in Punkte oder Strecken degenerieren, die auf einer Geraden liegen, und EF, F 
sich auf Punkte reduzieren, denn auch ein Punkt ist Spezialfall eines Ovals. 
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Wenn wir uns statt an (ef) in diesen Degenerationsfillen an die 
abwickelbare Flache J zu halten versuchen, so ist es so: 

Die erzeugenden innereren Gemeinstiitzebenen fiir die Fliche J be- 
stehen jetzt aus den beiden Ebenenbiischeln durch y und y*, die Ebene P 
ist doppelt beizurechnen. Als umbhiillte Fliche ist anzusehen die ebene 
Vollstrahlenwinkelflache zwischen y und y*, welche € und % enthilt. Es 
treten hier eigentlich gewisse Unbestimmtheiten auf; auch die Flachen des 
anderen, supplementaren Vollstrahlenwinkels zwischen y und y* wird schieBlich 
von den genannten Ebenenbiischeln umbhiillt; ja man kénnte die beiden 
Winkel zusammen und somit die ganze Ebene in gewissem Sinne als Um- 
hiillungserzeugnis ansehen. Aber es wird gestattet sein, jene Lésung oder 
sagen wir Auffassung zu bevorzugen, welche nach dem Gesichtspunkt der 
Stetigkeit sich am besten an benachbarte Fille anschlieBt, in denen € und § 
fast in einer Ebene liegen, aber doch gerade noch dreidimensional sind; und 
so wahlen wir den Winkel zwischen y und y*, der € und § enthilt. Die 
Schnitte von J mit Z und Z’ sind dann die namlichen wie vorhin. 

Will man den Begriff der erzeugenden Geraden von J aufrechterhalten, 
so ist eine ahnliche Bemerkung zu machen; natiirlich sind y und y* je 
unendlich vielfach als erzeugende Gerade zu rechnen, weil sich unendlich 
viele Paare von richtungsbenachbarten Gemeinstiitzebenen in ihnen schneiden, 
auf der Winkelfliche zwischen y und y* kénnte man vielleicht streiten, 
welche Geraden alle als Erzeugende anzusehen sind; allen bisherigen An- 
nahmen paBt es sich am besten an, wenn wir nur die durch den Schnitt 
von y und y* gehenden Geraden innerhalb des bevorzugten Winkels als 
,etzeugende Geraden“ anerkennen. Man mag sie jede doppelt rechnen, wie 
man die Winkelebene doppelt rechnete. 

Der Parallelkegel zu J wird unter all diesen Voraussetzungen immer 
ein zu J paralleler kongruenter Winkel und kann ebenfalls als Speziallfall 
eines Ovalkegels gelten. 


Schlu8bemerkung *). 


In meinem kiirzlich erschienenen Aufsatz ,Vom Normalenkegel der 
Zwischenebenen zweier getrennter Eikérper“ (Sitz.-Ber. d. Bay. Akad. d. Wiss., 
math.-nat. Abt., Jg. 1930, 8. 165—182) habe ich gezeigt, daB auch dieser 
Normalenkegel i. A. ein Ovalkegel ist, und daB er begrenzt wird von den 
Normalen der inneren Doppelstiitzebenen  *) beider Eikérper, d.h. den Nor- 
malen der erzeugenden Ebenen § einer gewissen abwickelbaren Fliche J. 
Diese Normalen sind selbstverstandlich auch normal zu den erzeugenden 


*) Eingegangen am 6. 10. 1980. 
") Die tibrigens in dem Akademieaufsatz mit J bezeichnet sind. 
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Ebenen eines Parallelkegels zu J, wie er im vorliegenden Aufsatz zur Be- 
sprechung kommt und ebenfalls als Ovalkegel nachgewiesen wird. Mit 
anderen Worten: Die in den beiden Aufsaitzen behandelten Kegel sind, 
wenn man sie mit gemeinsamem Scheitel denkt, Polarkegel zueinander. 
Meine beiden Siatze stehen also — trotz ihres ganz verschiedenen Beweis- 
ganges — in einem innigen Zusammenhang, und der eine kénnte als sehr 
unmittelbare Folge des andern bezeichnet werden, wenn der Satz, da der 
Polarkegel eines Ovalkegels wieder ein Ovalkegel ist, fiir allgemeine Ovalkegel 
schon so bekannt und fest begriindet ware, wie er uns fiir elliptische Kegel 
geliufig ist. Dies diirfte aber noch nicht der Fall sein. Und so kann um- 
gekehrt das Bestehen meiner beiden Siatze als Beweis des Satzes von den 
polaren Ovalkegeln gewertet, bzw. zu einem solchen Beweise leicht aus- 
gestaltet werden. Dabei machen dann meine Prazisionsfeststellungen darauf 
aufmerksam, daB der Satz von den polaren Ovalkegeln eine Ausnahme 
erleidet. Ich habe von einem sphirischen Oval das Bestehen einer ge- 
wissen ,Schranke“ verlangt; wenn wir den Begriff des Ovalkegels ent- 
sprechend limitieren, so ist der Polarkegel eines in die Ebene entarteten 
Ovalkegels kein Ovalkegel im strengen Sinne mehr. 


(Eingegangen am 18. 7. 1930.) 


Bemerkung der Redaktion 


zu der Arbeit von R. Caccioppoli Teoria generale del cambiamento di 
variabili negli integrali doppi“, Math. Annalen 101, 8S. 672—685: 
Von Herrn J. Schauder-Lemberg werden wir liebenswiirdigerweise darauf 

aufmerksam gemacht, daB die Arbeit des Herrn Caccioppoli mit dem Satze [X 

der in den Fundamenta Mathematicae 12 (Sept. 1928) erschienenen Arbeit des 

Herrn Schauder in den Resultaten weitgehend Beriihrungspunkte aufweist. 


Alfred Ackermann-Teubner -Gedichtnispreis. 


Der von Herrn Domherrn Dr. Dr.-Ing. Alfred Ackermann-Teubner m 
Leipzig im Jahre 1912 bei der Universitat Leipzig errichtete Alfred 
Ackermann-Teubner-Gedachtnispreis zur Férderung der Mathematischen 
Wissenschaften“ in Héhe von 1000 RM ist fiir das Jahr 1930 durch das 
Preisgericht Herrn Oberstudiendirektor Professor Dr. Johannes Tropfke in 
Berlin fiir die 2. Auflage der Geschichte der Elementarmathematik und 
die Arbeit iiber den Anteil des Archimedes an der Entstehung der Trigono- 
metrie“ zuerkannt worden. 























Eindeutigkeit der Lésung des Anfangsproblems einer 
elliptischen Differentialgleichung zweiter Ordnung in 
zwei Verinderlichen. 


Von 
Hans Lewy in Géttingen. 


Einleitung. 
Gegenstand der folgenden Untersuchung ist eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung fiir eine Funktion u der beiden Variablen x und y: 
(1) F(z,y,u,p,g,7,8,t)=0, 
in der wie iiblich p,q, r,s, ¢ fiir die Ableitungen erster und zweiter Ord- 
nung stehen: 


(2) U=P, Ug; Ui =r, U,—s, U =F; 

ferner ein beliebiges Kurvenstiick C der x, y-Ebene, auf dessen einer Seite — 
in einer gewissen Umgebung — eine Lésung von (1) existiert, und zwar 
derart, daB 


1. sie auf C gewisse Anfangswerte u, p,g,7.s8,¢ annimmt; 


2. die Funktion F fiir diese Anfangswerte und eine gewisse Umgebung 
derselben im Raume der komplexen Argumente z, y, u, p,q,7,8,¢ eine 
regular analytische Funktion von ihnen ist; 

3. die Differentialgleichung fiir die Anfangswerte elliptisch ausfallt, 
das bedeutet, daB dort die Ungleichung 
(3) —o- (22> 0 (also auch £ —— +0, Li 0) 
gilt. 

Wir fragen, ob die Lésung u von (1) durch ihre Anfangswerte auf C 
eindeutig bestimmt ist; genauer beschrinken wir uns darauf, festzustellen, ob es 
eine endliche Umgebung von C gibt, in der irgend zwei solche Lésungen — 
infolge der ihnen auferlegten Anfangsbedingungen notwendig iibereinstimmen. 

Bevor wir diese Frage und zwar im Sinne der Eindeutigkeit ent- 
scheiden, wird es niitzlich sein, ihre Beziehung zu den bekannten Unter- 
suchungen von Cauchy-Kowalewski klarzulegen. Gestattet 4 vorgelegte 
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Lésung in einem Punkte x,, y, der Anfangskurve eine Entwicklung in eine 
Potenzreihe nach x — xz, und y — yo, so folgt aus der Differentialgleichung 
sofort eine rekursive Berechnung der Koeffizienten dieser Reihe, falls die 
Anfjangskurve C analytisch ist und die Anjangswerte der Funktionen u, p, 
q, 7, 8,t selbst analytisch von einem passend gewdhlten Parameter auj C, 
etwa der Bogenlange, abhdngen. Um also unter dieser Voraussetzung iiber 
die Anfangsbedingungen die Eindeutigkeit der Lésung u(z,y) garantieren 
zu kénnen, wire fiir die Anwendung der Cauchy-Kowalewskischen Gedanken- 
giinge immer noch die zusitzliche Bedingung notwendig, daB die Lésung 
auf der Anfangskurve C und in derjenigen Umgebung von C, in der sie 
auf ihre Eindeutigkeit zu untersuchen ist, regular analytisch ist im Sinne 
einer Funktion der beiden Variablen z und y. Dies erfordert gewiB die 
Existenz von u auf beiden Seiten der Anfangskurve C; andererseits folgt 
aus der beiderseitigen Existenz der Lésung nach einem bekannten Satze 
itiber den analytischen Charakter der Lésungen elliptischer Differential- 
gleichungen, daB die Liésung u auf der Anfangskurve selbst und in einer 
gewissen Umgebung von ihr eine analytische Funktion von z und y ist, 
weil dann die Punkte der Anfangskurve innere Punkte des Existenzbereiches 
von u sind. Nun ist schlieBlich auch die beiderseitige Existenz der Lésung 
unter den obigen Voraussetzungen iiber die Anfangsbedingungen keine neue 
Einschrankung, weil ja hier eine beliebige auf der einen Seite von C be- 
stehende Lésung auf der anderen Seite durch die von dem hier giiltigen 
Cauchy-Kowalewskischen Existenzsatz gelieferte fortgesetzt werden kann. 
Man gelangt so bei analytischer Anfangskurve und analytischen Anfangs- 
werten unter Zuhilfenahme des Satzes vom analytischen Charakter mittels 
der Satze von Cauchy-Kowalewski zu der gesuchten Eindeutigkeit. 
Handelt es sich speziell um eine lineare Differentialgleichung, so fiihren 
diese Uberlegungen auch ohne die Voraussetzung der Analytizitét von An- 
fangskurve und Anfangswerten zum Ziel. Man kann sich namlich auf ver- 
schwindende Anfangswerte und homogene Gleichungen beschrinken. Man 
kann dann eine einseitig existierende Lésung der Differentialgleichung auf 
der anderen Seite von C durch u = 0 fortsetzen und berechnet nunmehr 
die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung in einem Punkte der Anfangs- 
kurve simtlich zu null. Damit ist ein Resultat von Holmgren‘) bewiesen, 
betreffend die Eindeutigkeit bei linearen elliptischen Differentialgleichungen. 
In diesen Zusammenhang gehért auch ein bekannter Satz iiber ana- 
lytische Funktionen eines komplexen Arguments und sein Beweis. Da er 
fiir die folgenden Untersuchungen der entscheidende Hilfssatz ist, mége er 


1) Holmgren benutzt auBer dem Satz vom analytischen Charakter noch gewisse 
Integralgleichungen beim Beweis ,Om Cauchy’s problem vid de linedra partiella 
differentialequationerna ...“, Ark. f. Math. Astr. Fys. 2, 8. 24. 
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hier genannt sein: Es gibt héchstens eine analytische Funktion, die auf 
einer Seite eines Kurvenstiicks der komplexen Zahlenebene in dessen Um- 
gebung existiert und bei Annaherung an die Kurve gleichmiBig gegen dort 
vorgegebene stetige ,,Anfangswerte“ strebt. 

Wenden wir uns nun zu den nichtlinearen Differentialgleichungen, um 
auch dort die Eindeutigkeit der Lésung des Anfangsproblems nachzuweisen, 
ohne jedoch Anfangskurve oder Anfangswerte als analytisch vorauszusetzen. 

Hadamard hat auf eine Eigentiimlichkeit hingewiesen, die das all- 
gemeine Problem der Eindeutigkeit bei elliptischen Differentialgleichungen 
unterscheidet von dem analogen Problem etwa bei gewdhnlichen oder 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. Er bemerkt namlich’*), 
daB in den beiden letzten Fiillen -- das gilt iibrigens auch fiir die 
hyperbolischen Differentiaigleichungen — die Tatsache der Eindeutigkeit 
und auch die dafiir bekannten Beweise lediglich Spezialisierungen des 
allgemeinen Stetigkeitsprinzips sind, das besagt, daB die Lésungen sich 
stetig findern, wenn ihre Anfangswerte stetig variieren. Andererseits aber 
zeigt er an einem eleganten Beispiel, da8 dieses Prinzip fiir elliptische 
Differentialgleichungen, allgemein zu reden, nicht giiltig ist. Man darf daher 
mit Hadamard annehmen, daB8 auch die Ubertragung jener Beweise auf 
unseren Fall schwerlich zum Ziele fiihren wird und es geraten ist, einen 
anderen Weg einzuschlagen. Ein solcher bietet sich in einer Abnlichen 
Fortsetzung der Lésung ins Komplexe*), wie ich sie unlingst zum Beweise 
des analytischen Charakters der Lésungen elliptischer Differentialgleichungen 
angewandt habe. Ich kann dadurch die allgemeine Eindeutigkeitsfrage auf den 
erwahnten Satz iiber Funktionen eines komplexen Arguments zuriickfiihren. 

Bei der folgenden Darstellung lieB es sich leider nicht vermeiden, ver- 
schiedene Umstinde, die bereits beim Beweise des analytischen Charakters 
auftraten, in modifizierter Form zu wiederholen; insbesondere erscheint der 
analytische Charakter der zu besorgenden Fortsetzung ins Komplexe wiederum 
als Nebenresultat und Hauptstiitze des Beweises der Kindeutigkeit; jedoch 
steht diesem Nachteil die Annehmlichkeit gegeniiber, daB beide Eigenschaften 
mit derselben Methode abgeleitet werden; beide werden durch diese Fort- 
setzung mit dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz im hyperbolischen Falle 
in enge Beziehung gesetzt, und man gewinnt so eine vergleichende Uber- 
sicht iiber die so verschiedenen Grundeigenschaften der Lésungen von ellip- 
tischen und hyperbolischen Differentialgleichungen, die sich miihelos als 
nur verschiedene Seiten ein und derselben Sache aufklaren. 


*) Hadamard, ,Lectures on Cauchy’s Problem“ 8.33 und Zusatz zu einer Note 
von Haar, Comptes Rendus 187 (2. 6. 1928). 


8) Vgl. Hans Lewy, Neuer Beweis des analytischen Charakters ..., Math. Ann. 101 
(1929), S. 609. 
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H. Lewy. 


§ 1. 
Fortsetzung ins Komplexe. 


1. Einfiihrung passender Variablen. Differenzierbarkeitsvoraussetzungen. 

Da bekanntlich der elliptische Typus von F gegen Koordinatentrans- 
formationen der z,y mit nicht verschwindender Determinante invariant ist, 
kénnen wir von vornherein annehmen, da8 die Kurve C in einem inneren 
Punkt P von ihr durch den Ursprung x =0, y= 0 geht und sich in einer 
Umgebung von P in die Gestalt 

y = f(z) 

setzen la8t. Wir verlangen, daB f(x) zweimal stetig nach z, daB die vor- 
gelegte Lésung u(z,y) viermal stetig nach x und y differenzierbar sei 
(diese Voraussetzung soll auch noch fiir die Punkte der Anfangskurve 
giiltig sein). 

Fiihren wir folgende Variable ein: 

=z, B=y— f(z). 

Die Determinante der Transformation ist +0; es wird eine Umgebung 
von P auf eine Umgebung des Ursprungs des (kartesischen) «, 8-Systems 
eindeutig bezogen. Durch eventuelles Andern des Vorzeichens von # be- 
wirkt man, da8 diejenige Seite von C, auf der die Voraussetzung die 
Existenz der Lésung von (1) garantiert, auf einen Teil der Halbebene 8 >0 
abgebildet wird. Alle im folgenden friiher oder spiter vorzunehmenden 
Operationen beziehen sich dann immer auf eine passend klein gewihlte 
Halbumgebung 6 >0 von «= 0, 8B =0, die ein endliches, den Ursprung 
im Innern enthaltendes Stiick der Geraden als Teil ihres Randes besitzt; 
wir werden diese Einschrinkung als selbstverstindlich unterstellen und an 
den betreffenden Stellen nicht mehr ausdriicklich darauf hinweisen. 

2. Wie die Charakteristikentheorie zeigt, gehorcht jede dreimal stetig 
differenzierbare Lésung u(z,y) von (1) dem folgenden Differentialgleichungs- 
system: 


(4,) y’—o,2’=0, 
(4,) y¥ —o,27 =0, 
0, F.r'+ Fe’ +(Fir+ Fis+ Fi, p+ F,)y=9, 
(4) | o, F,s'+ Ft’ + (Fis+ Ft+F,q+F,)y'=0, 
oF r+ Fé +(Fi,r+Fs+Fp+F,)y =0, 
u’— p2’—qy’=0, 
p’—rz’ — sy’=0, 
q’—sz’ —ty’=0. 
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Hierbei ist 
(5) agp lFté V4PFr—F), eo op (Fi V4 FF F’), 
und die Operatoren bedeuten 
iat tak. ‘aie 
(6) gat ayy = ae t Oazy: 
Die Determinante*) des Systems (4) ist gleich (9, — 0,)*F, Fi, also wegen 
(3) von null verschieden; und dies gilt jedenfalls fiir die Anfangskurve, 
also aus Stetigkeitsgriinden auch in einer passenden Halbumgebung von C. 
8. Wir haben jetzt gewisse Funktionen 2 (a, ,8,; @, By), ¥ (@,» By; %» By), 
u(,,8,;@,,8,),-.. zu definieren. Dazu nehmen wir zwei (einander und 
der Anfangskurve hinreichend benachbarte) Punkte a,,8, und «,,f, der- 
art, daB die Verbindungsstrecke ganz dem Existenzbereich der vorgelegten 


Lésung, die als Funktion von a und # zu denken ist, angehért. Da die 
Punkte dieser Strecke sich in die Form 


hey +p, 4B,+¢p, (0SAS1, 244+ "=1) 
setzen lassen, sind die Funktionen x(a,f), y(a,8),u(a,8),... dort auch 
als Funktionen auf der Geraden 4 + «4 =1 einer Au-Ebene auffaBbar, und 
sie werden gem&8 den Voraussetzungen iiber die Anfangskurve und iiber 
die Lésung u(z,y) von (1) als solche zweimal stetig nach der Bogenlinge 
differenzierbar sein. Wir stellen nun ein hyperbolisches, nach der Theorie 
eindeutig lésbares Anfangswertproblem fiir (komplexwertige) Funktionen der 
reellen Variablen 4 und yw, indem wir eine Lésung des Systems (4) suchen, 
wobe: wir jedoch den Operatoren * und * die Bedeutung 
C7] é 
(7) ‘=< =% 
beilegen und als Anfangswerte die Werte der Funktionen z, y, u,... auf 
der Geraden 4+ 4=1 geben. Der Wert der zugehérigen Lésungen im 
Punkte 41, 4=1 ist dann eindeutig durch die Anfangswerte gegeben, 
da die Charakteristiken durch ihn, d.h. die Geraden i =1 und ~ =1 aus 
der Anfangsgeraden 4+ —=1 gerade dasjenige Stiick ausschneiden, auf 
dem wir die Werte der Funktionen vorgeben. Wir wollen den Wert der 
Funktionen z, y, u,... im Punkte 4=1, « =1, insofern sie ja ihrer Kon- 
struktion nach von den beiden Punkten «,, #, und «,, 8, abhingen, mit 
@(,, By; &, By), y (Oy, By; Oy, By), U(O,, By; My, By), -.. bezeichnen. 


*) Vgl. fiir diesen Begriff Hans Lewy, ,Uber das Anfangswertproblem bei einer 
hyperbolischen nichtlinearen Differentialgleichung ...“, Math. Annalen 98, S. 186ff., 
oder Kurt Friedrichs und Hans Lewy, ,Lésung des Anfangswertproblems einer be- 
liebigen hyperbolischen Differentialgleichung ...“, Math. Annalen 98, 8. 208. Dort 
auch eine bequeme Ableitung der Differentialgleichungen (4). 
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Offenbar handelt es sich um eine vierparametrige Schar von Anfangs- 
problemen; und die beziiglichen Anfangswerte sind nach den vier Para- 
metern der Schar: «,, 8,,@,, 8, zweimal stetig differenzierbar; wir schlieBen 
hieraus dasselbe fiir die Lésungen und finden so, daS die Funktionen 
x (,, By; G, By), y(,, By; &, By), u(a,, B,; @, B,),... zweimal stetig diffe- 
renzierbare Funktionen der Argumente sind. 

4. Es ist 


x (a, B; a, B) = x(a, B), y (a, B; a, 8)=y(@, B), u(a,B;a,B)=—u(a,A),... . 


In der Tat stellt ja r=2(a,f),....u=u(a,f),... fiir alle A4,u des in 
Betracht kommenden Dreiecks 4 +- uw >1, A< 1,4 eine Lésung des 
zugehérigen Anfangsproblems dar, in dem niamlich die obigen beiden 
Punkte «,,8, und «,,f, in den einen Punkt «, 8 zusammenfallen; in der 
analytischen Formulierung des Anfangsproblems auf 8.329 wurde keine 
Voraussetzung iiber Nichtzusammenfallen der beiden Punkte gemacht. 
Nach dem fiir das System (4) giiltigen Eindeutigkeitssatze ist also 
z=2(a,B),....u=u(a,f) die Lésung. Daher gilt speziell 


az(a,B;a,8)—2(a,B),...,u(a,8;a,8)=—u(a,B),.... 


5. Ich behaupte, daB die Funktionen z(a,,,; ¢,,8,),....t(@,, 8,3 @, By) 
selbst als Lésungen des Systems (4) auffaBbar sind, wenn man die Ope- 
ratoren ‘ und ‘ geeignet als Differentialquotienten nach den Variablen «, 8, 
und «, 8, erklart. 

Dies einzusehen, greifen wir eins der obigen Anfangsprobleme heraus, 
sagen wir dasjenige, das uns die Werte x(a, f,;a,f,),... liefert. Wir 
hatten die Strecke der af-Ebene, die die Punkte «,f, und «a, f, 
verbindet, affin auf die Strecke mit den Endpunkten i—1, nu =0 
und 4=0,4=1 der A4yu-Ebene abgebildet und die Funktionen z(«,#), 
y(«,B),... auf der ersten Strecke als Funktionen der Punkte der zweiten 
geschrieben; die Werte x(a, 8,;a,f,),... waren die Werte in 4=y=—1 
der Lésungen des oben erklarten Anfangswertproblems der 4 u-Ebene mit 
den soeben genannten Anfangswerten auf der Geraden 4+ 4=1. Fassen 
wir aber einen beliebigen Punkt des Dreiecks 4=1,u4=—0;4=0,u =1 
4=p=1, der nicht auf der Geraden 4+ «4 =1 liegen mége, ins Auge, 
etwa den Punkt 4=A,u—=M. In ihm nehmen die Lésungen des An- 
fangsproblems gewisse Werte an, die nach dem allgemeinen Satze fiir 
Systeme (4) in der Bedeutung (7) nur von einem Teile der Anfangswerte 
abhingen, nimlich von derjenigen Strecke, die auf der Geraden 4+ u =1 
von den Geraden 4=A und »=M ausgeschnitten wird. Macht man 
jetzt eine Ahnlichkeitstransformation der 4u-Ebene, die die beiden End- 
punkte in die Punkte 4=1,4=0;i1=0,u=1 wirft, dh. setzt man 
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ye tt M-1, uti 

aces? Saeed 
und schreibt die Funktionen 2(i,),... als entsprechende Funktionen der 
i',u’, so werden (wegen der Proportionalitét der Operatoren ¢ : i mit 


: oA und der Homogenitaét des Systems (4) in den Ableitungen) diese 


ar’’ au 
Funktionen der i’,u’ gerade die Lésungen des Anfangsproblems aus der 
Schar, das fiir 2’ =u’ =1 die Funktionen 
3) a(Aq, + (1—A)a,, A Bp, + (li— A) B,; Ma,+ (1—M)a,, MB,+(1—M)f8,), 
liefert (dies gilt nach 4. auch noch fir 4-+-M=1). Die Argumente in (8) 
sind offenbar die Koordinaten zweier Punkte der a, 8, und «,f, ver- 
bindenden Geraden. Bezeichnet g den Winkel, den die positive Richtung 
der «-Achse der « 8-Ebene mit der Richtung von «a, f, nach «, f, bildet 
(a,,8, wieder +«,,8, vorausgesetzt), so wird also fiir die Funktionen (8) 
das Gleichungssystem (4) gelten in der Bedeutung 

~ eat Tree oe 
(8") 34’ 3M 
oder auch wegen der Homogenitat allgemein mit 


(*) = 008 p 5+ sing se, = 008 9 55 + sing se 
6 0 0 7] — ‘ 
5d,’ 3B,’ 54,’ 3B, einfiihren muBten, um die 
Differentiation nach dem ersten, zweiten, dritten und vierten Argumente 
der Funktionen (8) auszudriicken. Die beiden letzten Gleichungen sind 


die in 5. aufgestellte Behauptung. 
6. Speziell interessiert, was man fir dA—1,M=0 und A=0,M=—1 
schlieBen kann. Beachtet man, daB der Winkel @ bei festem «,f, mit 


dem Punkte «, 8, variiert, so erhalt man, fiir «, 8, wieder «f schreibend, 
aus der Gleichung (4, ) 


wo wir die neuen Symbole 


: : a . a a i @ 
0=y'—o,2 = (cosy 5% + sin ps5) ¥— 0 (cos 9 54, + sin p 55.) # 
die beiden neuen 


(9) 5, ¥ (Bs @B) — 0, 3 2(@,B; a8) = 0, 
(10) 3B, 9 («Bs &B) — 0 sy 2 (a,B; a, 8) = 0. 
Aus (4,) y‘— 0,2‘ = 0 folgt entsprechend 

(11) Fa, ¥ (4B; @.B) — Oy 54- 2(«,B; «,B) =O, 


(12) 5B Y (Bs 8) — On 555 2 (4B; a,p)=0. 
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Weiter gilt selbstverstindlich die Differentiationsregel 
(+5, 2(@ Bie B= SF 2(eB)s (Sy +5) 28s) = sy 2(@.8) 
te + F,) ¥(@B54,B)= 59 (a8); (a+ ip.) ¥ (a5 4,8) =F2(«,8). 


Das sind zusammen 16 Gleichungen fiir die Ableitungen von x(a, f; a, £), 
y (a, B; «, B), die als komplexwertig zu betrachten sind, nach A,, A,, B,, B,. 
Spaltet man in Real- und Imaginarteil und setzt demgemaS 


z=2z,+t2z,, #=—2,—t2,, 
Y¥=H%tty,, F=Hw—tH, 


so kann man die obigen Gleichungen benutzen, um das Nichtverschwinden 
der Determinante (fiir die Kurve C der reellen x y-Ebene) 


‘ O(%1, Zz, Ys, Ye) a(z,Z,y,¥) 
(13) WA, B,.4n,B,) °° %4,,B,.4,B,) 


zu beweisen und sich so das Recht verschaffen, (in einer gewissen Um- 
gebung von ihr) z,,7,,¥,,y, als neue Variable an Stelle von a, f, a, B, 
einzufiihren. Man findet namlich eindeutig durch eine kleine Rechnung 


ay(«,b)_, 22 («,8) 




















az(a,B; a, 8) Oa ji dy(a,B;a,8)  du(a,p;a,8) 
0A, Q— Os 0A, —=@s 0A, 
ay(a.f) _ dx(«,) 
da(a,p;a,8) 06  ™ op dy(a,B;a,B) — dx(a,B; a, 8) 
é B, Ms 0: — Oe OB, ih oB, 


dy (a, B) dx(a, B) 
dz(a,f;a,8) ea Fa __ 0% (a,B;a,8) | dy(a,B;a,8)  du(a,B;a,) 
a4, Qos ~ Olle 04, ~ °9 04, 

_ay(a.B) , |, 2(a,B) 
x(a, B; a, B) op |" OB _—aaF(a,B;a,f) | ay(a,B;«,8) ax(a,B; «, B) 
> — es ate x "= s 

















und weiter unter Beachtung der fiir a, —a,—«, 8, =£,=—£ sicher rich- 
tigen Gleichung 9, = 0, 

ae 2 de de 
3A, a4, OB, 
oz 
a(z,Z,y,¥) eA, @ 


& 
& 


oe «8% 
aA, OB, 6(z,%) a(2,%) 


.~¥) 
Ble 





3 
Nhe | mo i ol ee 
0194, 9 5B, ° 5.4, 9238, 
ez oz ez oz 
0954, 2 5B, FA, % 3B, 
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und wenn zur Abkiirzung 





_ 02 (a, B) y _ oy («, 8) 
« da’ « da _ 
stehen, 
a(x, Z) —1 
(14) ada, B,) ~ es — a "246 Ya): 


a(z,%) @(%,2) #21 
0(A,, By) rm 0(A,, B,) ia 0,— Og (2, Y¥p— % Ye) ° 


Man stellt iibrigens leicht auch fest 





(15) PH —— (ee ¥yp— tp¥e)» Sa ——F(e¥p— Uyde)- 
Damit ist also fiir die Punkte der Anfangskurve C, d. h. fiir die Gerade 
b,=8,=9 der Ebene «,—«,, 6,—, das Nichtverschwinden der De- 
terminante (13) (als Folge des elliptischen Charakters von (1), der in den 
Beziehungen 9, = 0, 9, benutzt wird) nachgewiesen und ist dann wegen 
der Stetigkeit der Ableitungen nach a, f,«, 8, auch in hinreichender Nahe 
dieser Punkte gesichert. 

Weiter folgt aus den vorletzten beiden der obigen Gleichungen, daB 
man auf den Flachen a, = konst., 8,— konst. und «,— konst., 8, = konst. 
x, und 2, als unabhangige Veranderliche einfiihren kann. 


§ 2. 
Analytischer Charakter der Funktionen w(a,y), p(x,y),...°). 


Eine Ableitung 5G ' oa," im x kann nunmehr als lineare Kom- 


bination der Ableitungen = a 








‘x,’ dy,’ Oye geschrieben werden. Das cha- 


rakteristische Gleichungssystem gilt fiir «,—«,, 8, = 8, (vgl. 8.331) mit 
den folgenden Bedeutungen der Operatoren 
- BM — a 0 ane a . 


: 0 
a4,’ — @B,’ 0A,’ OB, 
und auch noch mit 

a f a, weet a, 
0%, +e dy,’ (Oa, Tes OW, 
(vgl. (6); man beachte z,= 0, y,=—0). 
Es wird nun fiir a, = «,, 8, = f, 


het K+ K(L+iA)+ KE +HR). 


5) Vgl. hierzu Hans Lewy, ,Neuer Beweis des analytischen Charakters“, Math. 
Annalen 101, 8.615 ff. Die obigen Uberlegungen wiederholen im wesentlichen das dort 
Gesagte fiir unsern Fall, sind daher kurz gefaBt. 











334 H. Lewy. 
und wegen Gleichung (9) folgt 9, K,— K,, wobei K,+ 0 ist, weil sonst 
der reelle Operator a notwendig komplex wiirde; ahnlich ist 
ao, Yaze, tla ag, +a (ea, + 855) + La Gy, + Fam) 
mit 5 ad hee. 
Analog kommt 





ry om M, 5<-+0,M ‘ay M,(52-+ ‘an ae +s iz): M, +0, 
iB Maga + Mage + Mali tan) + Mla tay): M+0. 
Es folgt nun hieraus 
oH oHR| aH Aoi 


und somit nach (15) fiir reelle x, y (oder «, =«a,, 8, = £,) und daher fiir 
eine gewisse Umgebung infolge der Stetigkeit 


K,L,—K,L,+9, M,N,—MU,N,+9. 
Wir schreiben jetzt die charakteristischen Gleichungen in der Form 


8 
> 44% =9 (¢ = 1,..., 6), 
k=1 

8 . 
cua =9 (¢ = 7, 8), 


dabei vertreten die z, die Funktionen z, y, u, p,q, 7, 8, t, und die a,, sind 
die entsprechenden Koeffizienten der Gleichungen (4), deren Reihenfolge 
der einfacheren Schreibweise wegen etwas abgedndert erscheint; es ist, wie 
schon seinerzeit bemerkt wurde, |a,,| + 0. Deuten wir wieder den Operator 


’ als «+ und * als om und subtrahieren wir von dem so entstehenden 
System (4) beziehungsweise dieselben (mit K, resp. M, multiplizierten) 
Gleichungen in der Bedeutung (6) der Operatoren, so kommt das fiir 
&,=,, 6, = B, giiltige Resultat 


Bn Ba Ga, Fig) + Rela +iz)|z,=0 (§=1,..., 6), 


DoulmEredlrm(e+s)lano G78) 








eo 


= i eet 2 Go oe 


= Aa_lULr,lC KK lC Ke lCUe. CO lCeeCOD 
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ahnlich erhalt man auch 
S)au[L o (se +iZ)+L,(o+iZ)|]4=0 (6m 1, i:., @), 
On [Ma (Fe t+# ae) + M5, +a) =O (i =7, 8). 


Dies sind lineare Gleichungen fiir (+ - +45 ia) M und = +4 x) %> sie 
1 2/ 
besitzen wegen K,L,— K,L, +0 und Ps N,—M,N, +0 die einzige 


Lésung 
V.tr= (je tize) m=, VY u= (= +45 —) x= 0. 


D. h. die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten jedenfalls fiir 
a, =a,, By = By. 

Es folgt nunmehr wie in der zitierten Arbeit durch Differentiation des 
Systems der charakteristischen Differentialgleichungen, daB die GréBen 
Petc= (so tige) ee und V, te= (Fo 
hyperbolisches Anfangswertproblem mit nicht verschwindender Determinante 
lésen, das als eine Lésung sicher V,z,=0, V,z,=0 zulaBt. Die Anwen- 
dung des Eindeutigkeitssatzes fiir die hyperbolischen Anfangswertprobleme 
liefert, daB notwendig somit V,z7,=V,7,= 0 gilt; und zwar in dem ganzen 
vierdimensionalen Bereich, in dem man sich durch den angegebenen Fort- 
setzungsprozeB die Lésungen 7, beschafft hat. Diese sind daher dort ana- 
lytische Funktionen der beiden komplexen Verinderlichen z und y. 


+i) 2%, ein linear homogenes 
OY, 


§ 3. 
Beweis der Eindeutigkeit der Léisung von F = 0. 


Wahrend die Ausfiihrungen des vorigen Paragraphen, die dem Nach- 
weis des analytischen Charakters der besorgten Fortsetzung der Lésung ins 
Komplexe dienten, von der speziellen Konstruktion dieser Fortsetzung keinen 
Gebrauch machten, kommen wir nun zu einer neuen Betrachtung, die, 
die Kenntnis der Lésung auf der Kurve C wesentlich benutzend, unsere 
Funktionen im vierdimensionalen Bereich auf eine andere Weise allmahlich 
aufbaut und so die Eindeutigkeit der vorgelegten Lésung u(2z, y) von F = 0 
ergeben wird. Dabei wird sich auch die Bedeutung einiger friiher ein- 
gefiihrter Bezeichnungen, soweit die vorangehenden Uberlegungen dies nicht 
schon taten, motivieren. 


Ein erster Schritt ist der Nachweis, daB die Flachen a, = konst., 
8, = konst. charakteristische Flichen im Sinne der regulaéren Funktionen 
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zweier komplexen Verianderlichen sind, wie er in einer Arbeit von Levi- 
Civita*) erklart wurde, ebenso die Flachen «, = konst., 8, = konst. Genauer: 
die Flachen a, = konst., £,=konst. bzw. «= konst., £,— konst. lassen 
sich in die Gestalt 
y= f(2) 

setzen, wo f eine analytische Funktion des komplexen Arguments x ist. 

Nehmen wir eine Flache «,=—konst., 6,—konst. Fiihren wir den 
Winkel y wie auf S.331 und auBerdem R = V¥(a,—a,)°+(f, — f,)° ein, 
so sind mit 





t= «,-+ Roose, 8, = B, + Rsing 


natiirlich auch 2x(a,, 6,; @, By), ---, #(@,, B,; @, B,) zweimal stetig diffe. 
renzierbare Funktionen von RF und ¢, die fir R=—0O offenbar konstant 
in m sind. (4,) nimmt nun nach 8. 331 (*) die Gestalt 
5 s é é 
¥ — 0,2 = 35 — 5K = 
an. Fir R=0O ist der Ausdruck 
a oz 
A= it 9, 
null; wir zeigen, daB A einer linear homogenen Differentialgleichung nach R 
geniigt, womit auch fiir R + 0 


oy a 
A= a9 % 39 = 
nachgewiesen sein wird. 
Es ist namlich 
See SF (oe Se oe ) oy (oe 9e oe 
te 86 ag da Ge de t +3, oy t Oe oy t ), 
Se an 2S. (Ot 5. Sm 28. Oy (20s , 20 au 
ae tts + oe (Ge + 38 +--) 
ae OF (2th..4; 2m Se Ce (tp 4, Sm SS 
F) (5 is Oa T° Stagg (tt eta t-:) 
also 
0A @ (ey oz @ (ey 00, Ox 00, dx 


=m 25 (2m 4 26984) 9 2) — Maktor > A, 


q. e. d. 


*) Levi-Civita, Sulle funzioni di due o pid variabili complesse. Rend. Acc. Linc. 
14, pp. 492—99. 








Eindeutigkeit beim Anfangsproblem elliptischer Differentialgleichungen. 337 
Man bekommt somit fiir «,, 8, + @,, 8, 


oy oz éy ax 

da, ° 3a ~ 0, % oA,” 
eine Relation, deren Giiltigkeit fiir a,—«,, 6,=—, friiher (S. 331, (11) 
(12)) bewiesen wurde. Daraus folgt, wenn man an Stelle von a,, f, die 
unabhangigen Variablen z, , x, einfiihrt, was ja nach § 1 (Ende) méglich ist, 


d ete 
da, 4¥ — Sage = 
d d 

az, ¥— % gz. 7 = 9, 


also, wegen (4 +iz) z=0, 
d ~ 
(ix, + 'az)¥ = 
und dies ist gerade die Behauptung. 
Somit schreiben sich auch u, p, g, r, 8, ¢ auf der Flaiche «, = konst., 


B, = konst. als analytische Funktionen des (unabhangigen) Argumentes 
z,+%2z,. Denn man hat 


d . a a 2 du/d a 
(G=+ tae)*— (Ge tian) "+ Glan tay =? 

nach § 2 und dem soeben Bewiesenen. 

Ich wahle nun fiir «,, 6, zunichst einen Punkt der Anfangskurve f = 0. 
Von den Funktionen z(a,,0;@,, 8), y(a,,0;@,, 8), u(a,, 0; a, B,),--- 
kennen wir eindeutig die Werte fiir 6,—0, da wir die Werte der x(a, £), 
y(a,B), u(a,B),... fir B=O kennen. Um dies einzusehen, geniigt es, 
sich an die Definition der Funktionen der vier Argumente «,, 8,, «,, 8, mu 
erinnern. Die den verschiedenen Werten von «, entsprechenden Funktions- 
werte 

2,+t2,= 2(a,,0;«,,0) 


bilden in der Flache a, = konst., 6,—konst.—0, in der z, und z, als 
unabhangige Variable genommen sein mégen, eine Kurve K (das Bild der 
Geraden £,=0 einer «,,f,-Ebene bei der Parameterdarstellung durch 
«,, B,). Welches nun auch die Funktionen 2, y, u, p,q, 17,8, ¢(a, 8) sonst 
sein mégen; da sie fiir 8 = 0 iibereinstimmen, so stimmen sie’) auf der 
Geraden «, = konst., 6,0, 8,=0 tiberein, weil sie dort Lésungen des- 
selben Anfangswertproblems sind. Weiter sind sie, als Funktionen der 
komplexen Variablen x=—2z,+i2, in der Fliche «,=—konst., £,=—0 
betrachtet, in einer gewissen Halbumgebung der Kurve XK regular, sind 


”) bzw. ihre oben konstruierten Fortsetzungen. 
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auf K noch stetig und nehmen daher bei Annaherung an K gleichmaBig 
gewisse (soeben als eindeutig erkannte) Randwerte an. Sie werden also 
auf der ganzen Flache «, = konst., 6,— 0 iibereinstimmen, vermége des 
in der Einleitung zitierten Satzes iiber regulare Funktionen eines komplexen 
Arguments. Das gibt die Eindeutigkeit der Funktionen 


a(a,,0;0,8,), y(@,,9;@,, f.), u(a,,0;¢,, By), ... 
Ahnlich wird dasselbe fiir 


z(a,,B,;«,,9), y(a,,B,;a,,9), w(e,, B,; a, 90),... 
bewiesen. 

Nunmehr ist es leicht, die Eindeutigkeit in dem Umfange zu beweisen, 
wie sie in der Einleitung behauptet wurde. Um nimlich zu zeigen, daB 
die Funktionen z(a, f;a,8), y(a,B;a,B8), u(a, B;a,8),... fiir hin- 
reichend kleine Werte «, § eindeutig bestimmt sind, verbinde man in der 
a, B-Ebene den Punkt «, 8 gradlinig mit einem Punkte der Anfangskurve, 
etwa mit «,,8,=—0. Die Werte 


z(0,0;nea,up), y(0,0;ua,u8),... (i =nu0) 
und 
z(ia,4B;0,0), y(de,4f; 0,0),... (i=isécSo) 


sind bereits eindeutig festgelegt, wie soeben gezeigt. Allgemein gehorchen 
die Funktionen von 4 und u 


z(Aa, AB; wa,wp),... 
dem Differentialgleichungssystem (4) mit der Festsetzung 
7 6 


a . 


aa Ou 

(vgl. 8. 381, (8”)). Man hat hier demnach ein Anfangswertproblem vorliegen, 

in dem die gesuchten Funktionen auf den beiden Charakteristiken « = 0 und 
=0, 12A4S]0 bew. 1 >wu=O0 bekannt sind. Ihre Werte sind dann 

nach dem allgemeinen Satze iiber solche hyperbolische Differentialgleichungen 

in dem ganzen Quadrate 0< u<1, O<A<1 eindeutig bestimmt; fiir 

den Punkt 4=1, «4 =1 bekommt man speziell die Eindeutigkeit von 


a(a,B;a,B), y(a,B;a,£B),... 


Dies ist genau das Ziel der Untersuchung; denn wenn man wieder auf der 
Flache «,—«,, £,=, die reellen Verianderlichen x und y einfiihrt, so 
heiBt das, die Funktionen 


u(z,y), p(z,y),-.. 


sind durch ihre Anfangswerte auf der Kurve C eindeutig festgelegt. 








— ne ee a ee 


a eo mM 
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Bemerkung: Wiinscht man eine genauere Festsetzung der in dem 
Beweise auftretenden Umgebungen, so iiberzeugt man sich leicht von folgen- 
dem: Da es zu jedem inneren Punkt P der Kurve C eine gewisse Halb- 
umgebung gibt, in der zwei Lésungen der Gleichung (1), die auf ihre 
Ubereinstimmung zu untersuchen sind, existieren, so gibt es auch in der 
a, 8-Ebene einen von §=0 begrenzten Halbkreis mit dem Bilde jenes 
Punktes P als Mittelpunkt, so da8 dort beide Lésungen existieren; wahlt 
man einen geniigend kleinen konzentrischen Halbkreis, so sind dort alle Pro- 
zesse der Fortsetzung fiir beide Lésungen erlaubt; desgleichen alle weiteren 
Schliisse betreffend die Eindeutigkeit der Lésungen der vorkommenden hyper- 
bolischen Anfangswertprobleme; die diesbeziiglichen Verhiltnisse sind ahnlich 
denen bei gewdhnlichen Differentialgleichungen. 


(Eingegangen am 20. 5. 1930.) 














Ober die Wiarmeleitungsgleichung mit nichtkonstanten 
Koeffizienten im riumlichen Falle. 


I. Mitteilung. 
Von 
Erich Rothe in Breslau. 





Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Behandlung der sogenannten 
ersten Randwertaufgabe fiir die Gleichung 


é 
(1) L(z) = R(x, Ys) Yas Ys) 5x + S(&, Yas Yas Ya)» 
wobei 
3 
a é \ 
(2) L(z) By — ay, (a ) [Gy = 4 (Y1> Yar Ys) = 2%) 


ist und die Form 5Sa;,;», positiv definit sei. Die bekannte Behand- 
lung dieser Aufgabe durch E. E. Levit) im Spezialfall L(z) = 42 *) 
_uyptugtys 


benutzt wesentlich die Fundamentallésung + p ** und kann daher 
x : 


auf die Gleichung (1) nicht unmittelbar iibertragen werden, da fiir diese 
die Existenz einer Fundamentallésung anscheinend noch nicht bewiesen ist **). 
Um die hier befolgte Methode, welche der in einer friiheren Arbeit auf die 


*) Annali di Matematica (3) 14 (1908). — Vgl. auch Gevrey, Journal d. Math. 
(6) 9 (1914). — Uber die Behandlung von (1) fiir den Fall, da8 R von x unabhangig 
und S=0 ist, mit der Methode der Partikularlésungen siehe A. Hammerstein, Uber 
die Entwicklung gegebener Funktionen nach Eigenfunktionen von Randwertaufgaben, 
Math. Zeitschr. 27 (1927), S. 304 ff. 

*) Dieser entspricht der Warmeleitung in homogenen isotropen Kérpern, wahrend 
Gleichung (i) auch den Fall inhomogener anisotroper Kérper umfaBt. 

**) Anmerkung bei der Korrektur. Vgl. jedoch die demnachst in der Math. 
Zeitschr. erscheinende Arbeit des Verfassers: Uber die Grundlésung bei parabolischen 
Gleichungen. 








For 
(*) 


wo 


zuri 
gent 
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Gleichung der linearen Wiarmeleitung*) angewandten ganz analog ist, aus- 
einanderzusetzen, miissen wir zuerst die Aufgabe formulieren: Sei $8 ein ein- 
fach zusammenhangender, ganz im Endlichen liegender Bereich des y-Raumes ‘), 
O seine Oberfliche. € sei alsdann der zylindrische durch 


(3) yx<%3, Os7reg XK, 
gegebene Teil des vierdimensionalen (y, z)-Reumes und 3 sein durch 


gegebener ,,Mantel“. Alsdann suchen wir in © eine Lésung von (1), welche 
den Randbedingungen 


(5a) 2(0,y)=2,(y), 
(5b) z=0 auf M °) 


wobei z, eine vorgegebene Funktion von y ist, die jedoch (wegen (5b)) 
der Bedingung 


(6) z,=0 auf O 
geniigen soll. 


*) Zweidimensionale parabolische Randwertaufgaben, Math. Annalen 102 (1930), 
8. 650. Im folgenden mit Z.p.R. zitiert. Soweit sich einzelne Beweise aus dieser 
Arbeit fiir die vorliegende unmittelbar verwenden lieBen, wurde ihre Darstellung 
unter Berufung auf die entsprechenden Stellen in Z.p.R. iibergangen. Im iibrigen 
ist die Darstellung unabhingig von Z. p. R. gehalten. 

*) y steht an Stelle von (y,, y¥2, ys). Ebenso werden wir haufig statt f(z, y,, y2, Ys) 
kurz f(x, y) schreiben. A 

5) Die allgemeinere Aufgabe, die entsteht, wenn man an Stelle von (5b) die 
Forderung 


(*) z=f auf MN, 

wo f eine gegebene auf M definierte Funktion ist, stellt, 14Bt sich (unter gewissen 
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen iiber f und den Rand von ®) auf die des Textes 
zuriickfihren, wenn man irgendeine Funktion F(z, y) kennt, die der Bedingung («) 
geniigt; 7 =z— F ist dann namlich eine Lésung von (1), (5), wenn man S durch 


S-s+Re=_ 19) 
und z, durch Z, =z, — F(0, y) ersetzt. 

Ist B ein Sternbereich, so kann man eine Funktion F(x, y) mit der verlangten 
Eigenschaft folgendermaBen erhalten: Sei y, ein fester innerer Punkt von 8. Auf 
der Geraden y=y, sei dann F(z,y)=0. Ist P=(z,y) ein nicht auf dieser 
Geraden gelegener Punkt, so sei O, der Punkt (z,y,). Der Halbstrahl 0, P 
schneide § in P’. Es sei weiter 0, P=r, O,P’=r’ und « eine positive ganze Zahl. 

@+1 
Dann geniigt F=f.- (=) der Bedingung (*) und ist iiberdies a-mal nach 2, y,, yo, ¥, 
differenzierbar (auch in den Punkten der Geraden y=y,), wenn das gleiche von f 
und dem Rande von §% gilt. Unter entsprechenden Differenzierbarkeitsvoraussetzungen 
tiber die beiden Letztgenannten 148t sich durch passende Wahl von a erreichen, da8 
8 und Z, so oft differenzierbar sind, wie spater (S. 345f.) von S und z, verlangt wird. 
Mathematische Annalen. 104. 23 
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Die Methode zur Behandlung der geschilderten Aufgabe besteht nun 
in folgendem: Wir teilen das Intervall 0< 2<X in n Teile der Lange 
h = X:m und ersetzen (1),(5) durch 


(1’) L(w,,;) = RB, 4,4 a ae 
(5’) Wy(y) = 2, w,,,=9 auf O, 
wobei 


Rui = Rt 49) 841=8(2,419)- 

Da w, =z, gegeben ist, stellt (1’), (5) fiir » = 0 eine inhomogene lineare 
elliptische Randwertaufgabe in den drei Variablen y,, y,, y, fiir die Funk- 
tion w,(y) dar*); allgemein stellt (1°), (5’) ein lineares elliptisches drei- 
dimensionales Randwertproblem fiir w,,, dar, wenn w, schon bekannt ist. 
Hat man so von y= 0 ausgehend die w, berechnet, so wird man, um zu 
einer Lésung z von (1), (5) zu gelangen, versuchen den Grenziibergang 
h—-0O auszufiihren. 

Hier ist allerdings folgender Umstand zu ea: Schon in dem 


Falle der one der linearen Warmeleitung re ~ =< ist namlich be- 
kannt ’), das 2 = ~ fiir x— 0 nicht endlich zu bleiben Pan sondern wie . 
unendlich aie kann. Man wird daher bei dem Grenziibergang h—+0 
mit dem Unendlichwerden des Quotienten “:—o rechnen miissen, und 


da die angegebene Methode wesentlich auf der sukzessiven Behandlung 
der Gleichungen (1'), ausgehend von » =0, beruht, erscheint ihrer An- 
wendung eine ernsthafte Schwierigkeit entgegenzustehen. 

Diese tritt nun nicht auf, wenn man verlangt, daB die Differential- 
gleichung (1) nicht nur im Jnnern von (3), sondern auch in dem durch 
y~<0O, x=0 gekennzeichneten Schnitt des Zylindermantels Jt mit der 
Ebene z = 0 erfiillt ist, und das gleiche von den aus (1) durch Anwendung 
des Operators L bzw. Differentiation nach ~- entstehenden Gleichungen 
verlangt. In Formeln lautet diese Forderung unter Beriicksichtigung von 
(5) und (6) 


(7) L(z) = 8(0, y) fiir y<0, 
(8) L(zL(%)),_ = [(G)+2(q)],-. fit y<o. 


*) Uber die Lésbarkeit elliptischer Randwertaufgaben mit drei unabhangigen 
Variablen s. L. Lichtenstein, Neue Beitrige zur Theorie der linearen partiellen Dif- 
ferentialgleichungen vom elliptischen Typus, Math. Zeitschr. 20 (1924), 8.198, und 
W. Sternberg, Uber die linearen elliptischen Differentialgieichungen zweiter Ordnung 
mit drei unabhangigen Variablen, Math. Zeitschr. 21 (1924), 8. 286. 

*) Vgl. etwa Gevrey, loc. cit. 8. 330. 
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Unter diesen Voraussetzungen soll nun in der vorliegerden ersten Mit- 
teilung der Existenzbeweis erbracht und eine Abschitzung des Fehlers 
|z(z,, y) — w,(y)| gegeben werden. Die Befreiung von den Voraussetzungen 
(7), (8) soll in einer weiteren Mitteilung durch Approximation der gegebenen 
Funktion z, durch solche Funktionen, die (7), (8) befriedigen, versucht 
werden. Eine solche Approximation ist bei stetigem z, méglich auf Grund 
eines an anderer Stelle*) bewiesenen Satzes, nach dem fiir jede stetige 
Funktion f(y,,¥,,¥,) die Darstellung 


, C7 c, u, 
(— jim 2 re (= J eu,dy. dy dys) 


gilt, wenn @ eine gegebene positive Funktion von y ist, wahrend u, und 


—A, die normierten Eigenfunktionen und Eigenwerte des Problems 
L(u) —A4ou=0, u=0 auf O sind. 


I. Hilfsbetrachtungen. 
Das wesentlichste Hilfsmittel fiir alle weiteren Betrachtungen bildet 
der folgende 
Hilfssatz 1. Der ganz im Endlichen liegende Bereich 8 des y-Raumes 
besitze eine stetig gekriimmte Oberfliche O. (yy) sei die Lésung von 
(9) L(y) —49n=— leg, 
(10) y=0 auf O. 
g@ und @ seien einmal stetig differenzierbare und die (nach (2)) in L 
auftretenden a;, zweimal stetig differenzierbare Funktionen von y,, ¥, ¥;- 
g darf auch von 4 abhangen. Dann ist in % fiir 4 >0 
(11) |n| S Max| |, 
wobei das Maximum in bezug auf y bei festem 4 gemeint ist *). 
Hilfssatz 2. Sei « eine auf O erklarte stetige Funktion. Ist 
dann » die durch die Randbedingung 
y= au 
bestimmte Lésung von (9), so ist in 6 fiir 4>0 
|| < Max| | + Max|a|. 


*) E. Rothe, Uber die Approximation stetiger Funktionen durch Eigenfunktionen 
elliptischer Differentialgleichungen, Sitzungsberichte d. Berliner Math. Ges. 28 (1929). 
*) Dieser der Vollsténdigkeit wegen hier ausgesprochene Satz ist auf 8. 74 der 
in Anm. *) angefiihrten Arbeit bewiesen. 
23* 
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Beweis. Wir setzen 7 = 7,-+-,, wo 9, und 9, durch 


L(n,)—4en,=—4oy, = auf O, 
L(,) —40n, = 9, ",=« auf O 


bestimmt sind. Da y, in einem inneren Punkte von 8 weder ein positives 
Maximum noch ein negatives Minimum annehmen kann”), ist |7,| << Max |a|; 
daher folgt die Behauptung aus Hilfssatz 1. 

Die folgenden beiden Hilfssitze bringen Differenzen bzw. Differenzen- 
quotienten gleicher Ordnung, die aber mit verschiedenen Argumentdiffe- 
renzen gebildet sind, in Zusammenhang. 


Hilfssatz 3. Sei f(z) eime gegebene Funktion von z; sei ferner h, 


eine positive Zahl und h,,,—th, fir n=0,1,2,3,.... Weiter sei 
allgemein 

(12) 4,f(z)=f(2 +h) —f(2); 4,7 f(z) =4,(4°f(2)) (6 =1, 2...) 
gesetzt. Ist dann fiir n = N fiir ein bestimmtes o 

(13) |4i,f(z)| Shy K 


wo K eine von xz und hy unabhangige Zahl ist, so gilt diese Ungleichung 
auch fiir alle n < N. 


Beweis. Sei k= N—n. Dann ist hy=h,,,—h,: 2* und offenbar 


at) 
An, f(z) = 2 Aint f(x + *h,, 4) ” 
Sukzessive Anwendung dieser Gleichung liefert 


(14) i, (2) = 3s. Bdge + Ot.) gar): 


Die rechts stehende Summe enthilt 2"° Summanden 4,, ;, und ist daher 


nach Voraussetzung dem Betrage nach héchstens gleich 2**h, K= h. K, 
womit die Behauptung bewiesen ist. 


Hilfssatz 4. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Hilfs- 
satz 3 gilt: 


(15) 


oni 


4, f(#) ie 


@-i e-) 
h,, hase 


wo & eine nur von o und K abhingige Konstente ist. 


Beweis. Auf beiden Seiten von (14) subtrahieren wir 2** 4,,,, und 
dividieren dann durch h, = 2" hg,;. Ersetzen wir dann noch o durch 





< Kh, (n+k=N), 


%) Siehe etwa Sternberg, loc. cit. 8. 291. 
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o —1, so erhalten wir 


o-1 2*-1 24-1 ,e-1 


4 f(z) Ay f(z) My. f+ y+. +X 1) hg gn) — 4p) f(z) 
16) = =e = se  & e's ats = bn |. 








) 3-7 o-i $-i 
h,, hase 20 Hte_,00 Aare 


Die rechte Seite ist offenbar gleich 

2*-1 a°-1, o-3 

"S.J Mhasall + tt Hoos) bgt) ~ 20) 
nip 1 


m=0 xg_,=0 n+k 


(17) 








rec 


2*-1 2F-1 4, +..."g_y—1 


“25-5 3 Sethe 


*,=0 %q~,=0 ase 








und daher nach Voraussetzung absolut genommen héchstens gleich fe K 


multipliziert mit der Anzahl der in (17) rechts auftretenden Summanden. 
Diese ist nun 


2*-1 24-1 4,+..."g_,-1 2*-1 os (o—1) (2*—1) 


: fre : P 1= >. 2 at. —+x._3)= DS Aa, 


x,=0 %q—,=0 A=0 x, =0 X%g—,=0 i=0 


wenn man unter a, die Anzahl der Darstellungen von 4 als Summe von 
o—1 nicht negativen ganzen Zahlen < 2*—1 versteht. Wir vergréBern 
also, wenn wir a, durch die Anzahl aller Darstellungen von 4 als Summe 





von ¢ —1 nicht negativer ganzer Zahlen ersetzen. Diese ist ( a 
und die rechte Seite von (16) wird daher absolut genommen kleiner als 
(o—1) (24-1) Se h ‘ aa ae YE 2) (A+ 8)...(a+1)2 
o— be o— o—3d)...(A+ 
aK 2 ee 2) ry hel CE) 2 (ghye=t : 


Wegen 4<(o—1)(2*—1) ist das allgemeine Glied der rechtsstehenden 
Summe <(o—1)°~* und der ganze Ausdruck ist kleiner als 


h, 1 o- ( —1)° 
3 Keay (@— 1) (2*—1)-(0 —1)""*< KE a, 


Hiermit ist die Behauptung (15) mit K = K(o —1)°:(o — 2)! bewiesen. 





II. Der Existenzsatz. 
Vorgelegt sei das Problem (1), (5). Im Bereiche 
(18) y<%’, O<2e< KX, 
wo %’ ein den Bereich 8 in seinem Innern enthaltender Bereich ist, seien 
die Koeffizienten a,, von (1) zweimal stetig, R und § fiinfmal stetig nach 
ihren Argumenten differenzierbar. AuBerdem sollen die zweiten Ableitungen 


der a,, eine Héldersche Bedingung erfiillen. Hinsichtlich z, werde in 8 
die Existenz und viermalige stetige Differenzierbarkeit von L(z,) sowie das 
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Bestehen von (6), (7) und (8) vorausgesetzt. | Hiingt R von z nicht ab, 
so geniigt, wie um einer Anwendung in der zweiten Mitteilung willen 
hervorgehoben werden soll, die Existenz und Stetigkeit von L(z,), 
L(% L()) und L(zL (gL (a))):| Ferner soll eine Konstante m 
existieren, so daB 
(19) RE=m>0. 
Ist dann X’ eine beliebige positive Zahl < X, so gibt es eine und nur 
eine Funktion z(x,y), die die Randbedingung (5) erfiillt, in dem ab- 
geschlossenen Bereiche 
(20) yx<B, O<r<X’, 
stetig ist und in seinem Innern die Differentialgleichung erfiilit. 

Zum Beweise gehen wir vom Problem (1’), (5’) aus, welches unter 
den gemachten Voraussetzungen (auf Grund der in Anm. *) zitierten Arbeiten) 
jedenfalls eine Lésung besitzt, und werden zunichst einige Abschitzungen 


iiber dessen Lésungen w, herleiten, sodann den eigentlichen Existenzbeweis 
(8. 350) und schlieBlich den Eindeutigkeitsbeweis (S. 353) erbringen. 


Einige Abschitzungen. 
Ist K eine die Ungleichungen 














(21a) K>+/8—L(,)|, K>+|%2I, + | 

erfiillende Konstante und 

(21b) L, = Ke®2(1+ X), 

so ist 

(22) |\4w,|< Lh (vk < X—A). 


Den Beweis hierfiir kénnen wir iibergehen, da er auf Grund von Hilfs- 
satz 1 fast genau derselbe ist wie der in Z.p. R. fiir die entsprechende Un- 
gleichung gegebene**). Aus dem gleichen Grunde kénnen wir uns den im 
wesentlichen auf der Voraussetzung (7) und den Hilfssitzen 1 und 2 be- 
ruhenden Beweis fiir die Ungleichungen 


(28) | L(4w,)| < Lik (»+1)h< X), 
(24) |4°w,| << L,h* ((y» +2)h < X) 
ersparen**). Hier ist 

“) Z.p.R., Gl.(25). Man hat nur die dort im Beweise auftretende zweite Ab- 
leitung nach der einen Variablen y durch die Operation Z zu ersetzen sowie die Ver- 


einfachungen zu beachten, die sich daraus ergeben, da8 bei uns S nicht von z abhangt. 
) Z.p.R., Gl. (35) und (38). Vgl. die vorige Anmerkung. 
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(25) 1 — MEP far 1 (SE) +. Max 28) 
und 
(26) L, = K,e™*(1+X), 


wobei K, eine Konstante ist, die den ene Ungleichungen 























K,>={L, Max |°| + Max|9|+ z;, K, > = Max|"*\, 
(27) ihe 
gE >< *{D, Max| 7% + Max |= |\ 
geniigen soll. 
Wir werden nun noch die weiteren Ungleichungen 
(28) | L(4*w,)| < Leh’, 
(29) | L(4°w,)| < L,h® ((» + 8)h < X), 


wo Ly, Ls von h, y, » unabhangige Konstanten sind, beweisen. (Es wird 
nimlich spater (8. 352f.) noch die Konvergenz der zweiten Differenzen- 
quotienten gegen die zweiten Ableitungen der Grenzfunktion bendtigt.) 

Beweis von (28). Ziehen wir von (1') fir »=0 bzw. y=1 
L(w,) bzw. L(w,) ab, so erhalten wir durch Subtraktion der entstandenen 
Gleichungen 


L (4"w,) = 24% = FiAee _ 7(4 0) + 48,. 
Hieraus und aus (1’) fiir » = 0 folgt nach elementarer Rechnung 
(30) L(A" wy) = 42 {4 0, — 24 09 +h p[L (wy) + 8, — 28,]} 
+$4R,- 4%. ++4°R,: dv, 
Also ist nach (22) und (24) 
(81) NS ee 


+a "a 


Um nun den Faktor von R,:h HSS Allh bemerken wir, da8 nach (1’) 
fir y=1 und 2 

















L(4w,)—;R,4w, = —L(w)+8,, L(4w,)—7 RB, dw, = —L(w,) +8, 
ist. Hieraus folgt durch passende Umformung, wenn 
(32) Aw, — 24m + hp [L(w) + 8, —28,} =F 
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gesetzt wird, 
1 1 
(88) L(F) —, By F= —{L(w,) — L (wy) — hL (qe [L(u,) + 8, — 28,))\ 
—1 [2.40.4 Ry + 4w,4*R,). 
Auf O wird nun nach (5’), (6), (7) und (19) 
1 2 31 a*s | 
|FimhzZ 8, sh —M dat |" 
Hieraus und aus (33) in Verbindung mit (22) und (24) folgt nach Hilfs- 
satz 2 mit 4=1:h 

















(34) |F\ <2 Max|@|+™ (22, Max|22| + 2, Max “P| + Max ail 
wenn 
(35) L(w,) — L (wy) — hL (j [L(w9) + 8, — 28,]) = 


gesetzt ist. Um G@ abzuschitzen, bilden wir aus (1’) fiir »—0 die Gleichung 
LL (w,)) — 5 L(y) = — | L(m) + L (Ft), 
aus welcher durch weitere Umformung 
(36) L(x @) —; Ry Ee= + To Mt 
+1{3,(4- K)} — bl Lg L(g [L(wo) + 8, — 28,))} 
folgt. Auf O wird nun nach (35), (1’), Pa ® 
-|s,—8,- a(se) aL (4) <h* (Max | | +a Max|L(3 * £%)|). 


Cx 








Hieraus und aus Hilfssatz 2 folgt 


(37) |@| < Max R(Max| L( 5 °* £(z,)) | + Max|L(z 5) | 


+ Max “14 (4: i i ) | + Max L {3 L(x [L(m) +8 +43])) 


|Z(7255)|]. 








Aus (31), (32), (34), (37) ergibt sich aber die Behauptung (28). 
Beweis von (29). Kénnen wir die Existenz einer von h, y, y un- 
abhangigen Zahl K, beweisen, fiir welche 


(38) |4°w,| < Kyh*(1-+ K,h)" (1+ hy) 
gilt, so ist offenbar (29) mit 
(39) L, = K,e®*(1+ X) 








—" 


ee a aC 
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bewiesen**). Wir wollen nun zeigen, da8 (38) fiir jede Zahl K, erfiillt ist, 
die die folgenden Ungleichungen befriedigt: 


(40a) a [2 Z, Max |S =| +2, Max cs + Max ax |S 5\|+Li<K,, 





Ox 2 


(40b) lige inca 


(40) + (3.2, Max|7")\+ 1, Max| 72 





Bl Max 








a || < Kee 


Um bei einem so gewahiten K, die Ungleichung an zunachst fiir » = 0 
zu beweisen, ziehen wir fiir »=0,1,2 von (1') L(w,) bzw. L(w,) 
bzw. L(w,) ab. Geeignete Kombination der so erhaltenen Gleichungen liefert 


L(4*w,) — L(4"w_) — +.4*(R,w,) = — 4 4*(R, wy) — L(4*w9) + 4°8, 
oder nach einiger Umformung 
2 2 





Da auf O nach (5’), (6) 4°w, = 0 ist, so folgt aus Hilfssatz 1 mit 4 =1:h, 
daB |4*w,| héchstens gleich dem Maximum des Betrages des in der ge- 
schweiften Klammer stehenden Ausdrucks ist. Daher folgt aus (40a) unter 
Beriicksichtigung von (22), (24) und (28) die Behauptung (38) fiir »=—0. 
Um (38) allgemein zu beweisen, bilden wir aus (1’) fiir » =1,2,3,....n—38 


L(w,) — + 4°(R,w,) = —1.4%R,w,_,) +4°S,. 
Hieraus folgt durch elementare Umformung 
8 1 8 R,,s 3 R,43— Bras 
L(4 w,) _ 5 F424 oO, = -={4 w,_,{1 —_ | 


— q—[(4°R, +2.4°R,,,) 4%, + 4°R, deo, + ha*s,)}. 
v+3 


Da auf O nach (5’) 4°w,=0 ist, folgt wieder aus Hilfssatz 1, daB |A*w, | 
héchstens gleich dem Maximum des Betrages des in der geschweiften 
Klammer stehenden Ausdrucks ist. Nach (22), (24) sowie (40b) und (40c) 
wird daher 


|4°w,| < Max|4*°w,_,| (1+ K,h) +A*K, 
< (1+ K,h)[Max|4*°w,_,|+ K,h*(1+ K,h)’~*). 
Hieraus folgt offenbar induktiv die fiir y= 0 schon bewiesene Behauptung (38). 


13) Vgl. den entsprechenden Schlu8 in Z. p. R., 8. 657. 











350 E. Rothe. 


Der Existenzbeweis-: 


Wir lassen A die Folge h,— X:2" durchlaufen. Die Lésung von 
(1'), (5’) fiir hh, sei wi". Ferner sei hk, = 2,". Betrachten wir nun 
irgendeinen festen Punkt des Intervalles 0, X, dessen Abszisse von der 
Form z = 4 (q=1,2,...;n—=1,2,...) ist. Ist dann r—h,»,, 80 
wollen wir zeigen, daS lim wi” existiert und die Konvergenz gleichmabig 
im Bereiche (20) ist. Zum Beweise setzen wir fiir den Augenblick », = p +1 
und wi" — wit*” —v,,,. Dann ist nach (5’) v»=0 auf O, und man 
erhalt ferner aus (1’) ohne Miihe 


L (41) — Roms = —z{% + zai") (p =0, 1,...),*) 
so da8 aus Hilfssatz 1 und (24) 
|+1| S Max |»,| + ~ Iyhi 
und weiterhin wegen v, = 0 induktiv 





ass? — wl.” | = | ops] S (P+ 1) gop Lat < Xt he 
folgt. Ersetzt man hierin n der Reihe nach durch n+1, n+-2,...,n+¢—1, 
so erhalt man (unter Beachtung von h,,,—h,:2”) durch Addition der 
so entstandenen Ungleichungen 


(41) joint? — wi | <haX3, 


womit die gleichmaBige Konvergenz bewiesen ist. Die Grenzfunktion heiBe 
z(x,y). Sie ist definiert fiir alle Punkte aus (20), fiir die x von der 
Form Xq: 2” ist. Aus (22) folgt leicht 

(42) le(z2+h,, y) —2(z,y)| SL,A,. 

Hieraus wieder folgt, daB z sich in eindeutiger Weise zu einer fiir alle z 
des Intervalles 0<2< X" definierten Funktion erginzen laBt, fiir die 
wieder (42) gilt. Ehe wir nun zeigen kénnen, daB z eine Lésung des 
Problems (1), (5) ist, miissen wir noch einige Aussagen iiber die Ableitungen 
von z machen. Setzen wir zu diesem Zweck in Hilfssatz 3 f= wi"*”, so 
folgt aus (24) und (29) 


(43) Ai, wiht! < ASL, (0 =2, 8). 
Der Grenziibergang & — oo liefert 

(44) | 4i,2(2,y)| Sha Ls, 

(45) | Mi, 2 (x, y)| < ha Ly 


%*) Vgl. die enteprechende Rechnung in Z. p. R., 8. 661 f. 
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zunachst fiir alle z der Form Xq:2"; aus Stetigkeitegriinden gelten (44), 
(45) fiir ” nicht negativen <X’. Aus (44) folgt, daB z eine stetige 
Ableitung < = besitzt*). Wie wir zeigen wollen, gilt gleichmaBig in (20) 
(n) (n) 
dz * vw, 2 —%,. 
(46) sma. mh. 


Es ist namlich fiir p=1,2,3,...;¢=—1,2,3,... undn=p+q 














) (n) (n) (nm) 
(47) oz ~ 4,,%," < oz aie 4,* 4,,5 ms 4h, rn 4h, rn Ce 41, on 
CE 7 h, Oa h, h, h, | h, hy e 

















Setzt man nun in Hilfssatz 4 f=w\", so erkennt man wegen (24), daB 
der dritte Summand lediglich durch Wahl von p (unabhingig von q) 
kleiner als eine vorgegebene positive Zahl « gemacht werden kann. Das 
gleiche gilt wegen der Stetigkeit von ze von dem ersten Summanden. Sei 
jetzt also p eine feste Zahl, fiir welche der erste und dritte Summand 
in (47) je kleiner als ¢ sind. Wegen der Konvergenz der wi” gegen z 
beunen wir nun die Zahl g so groB wihlen, da8 auch der zweite Summand 
kleiner als ¢ wird. Hiermit ist (46) — bewiesen. Nunmehr wollen 
wir zeigen, daB a eine stetige Ableitung 2 5a ~ besitzt. Hierzu geniigt es 
zu zeigen, daB die zweiten (mit h=h, gebildeten) Differenzenquotienten 
von <= beschrinkt sind**). Um dies nachzuweisen, beachten wir, daf 
nach (24) und (29) 


A wre 
- Api "pie 
~ h 


Pte 


ist. Nach Hilfssatz 3 ist daher auch 


Az apie 




















<L, (o = 2, 3) 


hp w?t® 
o-1 +e "Pte 
ae (og) 


e+e 





< Leh. 


Lassen wir nun g gegen co gehen, so folgt nach (46) die gewiinschte 
Beschranktheit der ersten und zweiten Differenzenquotienten von 2 fiir 
«= Xq:2"; aus Stetigkeitagriinden gilt sie fiir alle z. Der Beweis dafiir, 
daB gleichmaBig in (20) 

Ar, ae 
(48) jim, _ ie ax* 


1) Vgl. Z.p.R., Anm. *). 
16) Z.p. R., Anm. *). 
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ist, 148+ sich nun auf Grund der Zerlegung 
6°: «= Ah, we (=: =) (4 - Ak, wrn | 
éz* he sé z* hp hp hp / hp hore 
unter Benutzung von Hilfssatz 4 und von (29) véllig analog dem fiir (46) 
gegebenen Beweise fiihren; wir gehen daher nicht weiter auf ihn ein. 
Nunmehr kénnen wir zeigen, daB z eine Lésung des gestellten Pro- 
blems (1), (5) ist. DaB die Randbedingungen (5) erfiillt sind, ist auf Grund 
der GleichmaBigkeit der Konvergenz nach (5’) klar. 


Um zu zeigen, daB auch die Dijfferentialgleichung (1) erfiillt ist, 
bemerken wir, daB aus (1°) bekanntlich 


(49) way) = J [Bonss(0) ee + 8,a43(n)] (ys 0) dn 











(“ Win Aipig rn, ) 


folgt, wenn K(y,) die zu der Randbedingung (5) gehérige Greensche 
Funktion von L(z) ist. Der Grenziibergang n-—~+co liefert nach (46) 
wegen h,», =a (unter Beachtung von (22)): 


(50) a2, y) =f [R(x 9) ES” + (2, 9)] KU. nan 
8 





zunichst fiir alle z der Form Xq:2", sodann aus Stetigkeitsgriinden fiir 
alle nicht negativen z< X’. Nun folgt allgemein aus 


p(y) = J v(n) K(y, n)dn 


die Gleichung L(y) = y fiir alle inneren Punkte von %, falls wy in jedem 

inneren Punkte von § einmal stetig nach y,, y,, y, differenzierbar ist. Da 

nun R und S nach Voraussetzung nach den y; differenzierbar sind, folgt 

also (1) aus (50), falls noch gezeigt ist, dab existiert und stetig ist, 
‘ 

wenn y im Innern von $ liegt. Um dies zunachst fiir ein x der Form 

xz = Xq:2" zu beweisen, differenzieren wir (49) nach y;: 


~, (a) 
CWrn+1 6K Awrn 
aa | oy [Beats ge + Sora | 


Subtrahieren wir diese Gleichung von derjenigen, die entsteht, wenn », 
durch »,-++-1 ersetzt wird, so erhalten wir nach Division durch h, 


(a) (a) 
(51) 2 (4am) =| “ [Bones = + Sn.+1| dy. 


oy”; n 





Aus (#), — folgt nun, unter » eanpase der Stetigkeit von 
a*R 


3y7 und da8 der Faktor von — ,, leichmagig in dem abgeschlossenen 


aa 
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Bereiche (20) gegen . 
@R az a*z , 28 
=i as t Rata 
konvergiert. Daher*’) konvergiert das in (51) rechts stehende Integral 
gleichmaBig in jedem abgeschlossenen Teilbereich von (20) gegen die 
stetige Funktion 
OK 





y, Dd». 
Aus (51) folgt daher, daB die Grenzfunktion der Folge 
hig rn +1 _ An Win +h A wre’ 
h, h, ° & 
stetig nach y; differenzierbar ist und da8 wegen (46) und (48) die Gleichung 
(51) ot =| Xoa, 


besteht. 
Um die somit fiir alie z der Form Xq:2" bewiesene Existenz und 


Stetigkeit von s tl auch fiir ein beliebiges nicht negatives x< X’ m 
i 


beweisen, betrachten wir eine Folge gegen 2x konvergierender Zahlen 

@,,%,%,... der Form Xqg:2". Fir x, gilt dann (51) und wegen der 
Stetigkeit der rechten Seite folgt aus dieser Gleichung die Existenz von 

6 (a 2(2, y ) 

jim = ( oz ) 


und die GleichmaBigkeit der Konvergenz in jedem abgeschlossenen Teil- 
bereiche (vgl. Anm.**), Hieraus folgt die Behauptung. 





Eindeutigkeitsbeweis. 


Unter Benutzung iiblicher Methoden kann der Beweis der Eindeutig- 
keit folgendermaBen erbracht werden: Die Differenz u(2z, y) zweier in dem 


17) Man beachte, da [|X lan beschrinkt ist, wenn y in einem ab- 
‘ 
& 


geschlossenen Teilbereich von ® liegt. Es ist n&mlich K(y,7)=K(y,4)+v(y,), 
wo K (bis auf einen von Sternberg loc. cit. angegebenen Faktor) die von E. E. Levi 
(Rend. d. Pal. 24 (1907)) aufgestellte Fundamentallésung von L(z)=0 bedeutet und v 
durch L,(v) =0; v=—K fir y auf O bestimmt ist. Also ist 


| @K(y, n) aK(y,n) | av(y,n) 
f ay, jsf ay, jens) ey jen. 


Aus den Ergebnissen von Levi und Sternberg ergibt sich aber unmittelbar, da das 
erste rechts stehende Integral in 8, das zweite in jedem abgeschlossenem Teilbereich 
von $ beschrankt ist. 
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abgeschlossenen Bereiche (20) stetiger Lésungen von (1), (5) ist eine in 
dem genannten Bereich stetige Lisung von 


L(u) = R=; u=0 fir z=0; u=—0 auf M. 


Ist c eine positive Konstante, so ist daher v = we-°* eine ebendort stetige 
Lésung von 
(52) L(v)=R2+0cR; v=0 fir z=0; v=0 auf M. 


v ist aber identisch 0 in (20). Andernfalls miiBte v namlich im Innem 
von (20) ein positives Maximum oder ein negatives Minimum annehmen. 


Im ersten Falle wire an der betreffenden Stelle L(v) < 0,**) S =0 und 


wegen (19) vc R>O. Das steht im Widerspruch mit (52). Ebenso 
beweist man die Unméglichkeit des zweiten Falles. Daher ist in der Tat v, 
also auch uw in (20), identisch 0. 


Fehlerabschatzung. 
Aus (41) folgt fiir ico 
|2(z, 9) — wily) Sd, 2 == (@= 9h, <2). 
2m - "- 

Die Konstante L,:m la8t sich aus den gegebenen Funktionen bzw. ihren 
Ableitungen berechnen: m folgt aus (19) und zur Berechnung von L, 
bestimme man zuerst K nach (21a), dann L, nach (21b), dann L; nach (25), 
dann K, nach (27). Z, wird dann durch (26) geliefert. 





**) Vgl. etwa 8.74 der in Anm.*) zitierten Arbeit. 


(Eingegangen am 5. 11. 1929.) 








~~ —_—_ 2822. @2@ = Awa 


waa 








Uber die Warmeleitungsgleichung mit nichtkonstanten 
Koeffizienten im riumlichen Falle. 
II. Mitteilung. 
Von 
Erich Rothe in Breslau. 


In der ersten Mitteilung*) wurde die folgende Aufgabe behandelt: 
Es soll eine Lésung der Gleichung 


(1) L(z)= R (94 Ya» Ys) se + 82, Ys Yar Ys)> 
wobei 
: C] dz 
(2) L(z) = 234, (90 Fm) (5, = yp = Gn (Yy> Yor Ys)) 


und die Form S’a;, 9; , positiv definit ist, gesucht werden, die den folgenden 
Randbedingungen geniigt: Ist § ein einfach zusammenhangender, ganz im 
Endlichen liegender Bereich des (y,, ¥,,¥,)-Raumes, O seine Oberfliche, 
€ der zylindrische, durch 


(3) Y=(%,¥¥s)<B, OSes KX, 


gegebene Teil des vierdimensionalen (y,,¥,,¥,,2)-Raumes und J sein 
durch 


(4) O0s7SX, y~<0O, 


gegebener ,,Mantel“, so soll die gesuchte Lésung z von (1) im Innern von © 
regulir sein und die Randbedingungen 


(5a) 2(0, 91, Ya» Ys) = 20(Ys Yar Ys)» 
(5b) z=0 auf M*) 


*) Im folgenden mit I zitiert. 

*) In I durfte R noch von z abhingen; in der vorliegenden Mitteilung setzen 
wir R unabhingig von z voraus; diese Voraussetzung ist bei der Anwendung auf die 
Theorie der Warmeleitung im allgemeinen erfiillt, da hier x die Zeit bedeutet. 

*) Wegen Verallgemeinerung der Bedingung (5b) siehe I, Anm. °). 
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befriedigen, wobei z, eine vorgegebene Funktion ist, iiber welche jedoch 
wegen (5b) 
(6) z,=90 auf O 
vorausgesetzt wird. 

Die Lésung dieser Aufgabe konnte in I nur unter Annahme gewisser 
Differenzierbarkeitseigenschaften von z, sowie der beiden weiteren Voraus- 
setzungen 


(7) L(z,)=8(0,y) fiir y auf O, 
(htm) = (22), + 28), te 9-<0 


erbracht werden. 

In der vorliegenden zweiten Mitteilung soll nun (unter wesentlicher 
Benutzung von I) gezeigt werden, daB bei stetigem z, eine Losung unseres 
Problems auch ohne die Voraussetzungen (7), (8) gefunden werden kann. 
Bei diesem Nachweis kann man sich auf die Betrachtung der Gleichung 


(9) L(2) = R= 


an Stelle von (1) beschranken, wenn die Lésbarkeit des Problems (1), (5) 
unter den in I gemachten Voraussetzungen schon als bekannt angesehen 
wird *). 

Genauer gesprochen wollen wir also folgendes beweisen: Ist z, in dem 
abgeschlossenen Bereiche 8 stetig und geniigt der Bedingung (6), so existiert 
eine Funktion z (z, y), die in jedem inneren Punkte von (3) die Differential- 
gleichung (9) erfiillt, die die Randbedingungen (5) befriedigt und in dem 
abgeschlossenen Bereiche (3) stetig ist®). Die Koeffizienten a;, und R werden 
hier als zweimal stetig differenzierbare Funktionen von y = (¥,, y,, Ys) Vor- 
ausgesetzt und die zweiten Ableitungen der a;, sollen iiberdies einer Hélder- 
schen Bedingung geniigen. Ferner gebe es eine Konstante m, so daB 


(10) RE=m>0. 


*) Um namlich (1), (5) zu lésen, betrachte man eine beliebige Funktion Z,(y), 
fir welche L(zt (q£())) existiert und stetig ist und die die Bedingungen (6), 
(7), (8) erfillt (die Existenz einer solchen Funktion folgt aus der Lésbarkeit passen- 
der elliptischer Randwertaufgaben); die nach I dann existierende Lésung von (1), (5) 
(wobei in (5a) z, durch Z, ersetzt ist) sei Z(z,y). 2Z(z,y) sei dann die Lésung 
von (9), (5), wenn z in (5a) durch z,— 2%, ersetzt wird. Dann ist Z(z, y)+2(z,y) 
die gesuchte Lésung von (1), (5). — In den Fallen, in denen z, nach den Eigen- 
funktionen von (11) entwickelt werden kann, ist die Methode der Paritikularlésungen 
auf (9) anwendbar. Vgl. dariiber die in I, Anm.*) erwahnte Arbeit von A. Hammerstein. 

5) Es gibt auch nur eine in dem abgeschlossenen Bereiche (3) stetige Lésung. 
Der Beweis dafiir ist wértlich derselbe wie der Eindeutigkeitsbeweis in I, S. 353 f. 
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Der Beweis beruht auf der Konstruktion einer Folge gegen z, kon- 
vergierender Funktionen U”’(y), von denen jede die in I gemachten Vor- 
aussetzungen erfiillt. Von den zugehérigen Lésungen von (9) wird dann 
gezeigt, daB sie gegen eine Lésung von (9) konvergieren. 

Um eine solche Folge zu konstruieren, betrachten wir die (in bezug 
auf R) normierten und orthogonalen Eigenfunktionen u,(y) und Eigen- 
werte A, des Problems 


(11a) L(u,) +4, Ru, =0, 

(11b) u,=0 auf O. 

Wegen der Stetigkeit von z, gilt nun nach einem an anderer Stelle*) be- 
wiesenen Satze 


(12) zo(y) = lim ot (Cx = fB(n)20() w(n) an), 


es) 
k=1 I+7 


wobei die Konvergenz (auf Grund von (6)) gleichmaBig in dem abge- 
schlossenen Bereiche 8 ist. Da die Konvergenz der unendlichen Summe 
bei festem 4 ebenfalls gleichmaBig ist, so folgt die Existenz linearer Kom- 
binationen U,” der Eigenfunktionen u,: 


(13) Us” (y) = ck” ue(y) 
von der Eigenschaft, daB gleichmaBig in B 
(14) lim Uo” (y) = 20(y) 


ist. Diese Naherungsfunktionen U;” erfiillen nun (7) und (8). Aus (11a) 
folgt nimlich wegen (11b) 

(15) L(u,)=0 auf O. 

Weiter folgt aus (11a) 


L(jL(m)) +4, L(u,) =0, 
also unter Beriicksichtigung von (15) 
L(jL(%))=0 auf 0, 


so daB in der Tat nach (13), da bei uns S=0 ist, U,” (7) und (8) 
erfiillt. Da U;” nach (11b) auch (6) ‘erfiillt, so existiert daher nach dem 
in I bewiesenen Existenzsatze eine Lésung U(x, y) von (9), die die 


*) E. Rothe, Uber die Approximation stetiger Funktionen durch Eigenfunktionen 
elliptischer Differentialgleichungen, Sitzungsber. d. Berliner Math. Ges., 28. Jahrg., 8. 72. 
Mathematische Annalen. 104. 24 
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Randbedingungen 

(16a) vu” (0,y)=0"(y), 
(16b) u™—0 auf M 
befriedigt. 


Nehmen wir nun an, da8 wir die folgenden Behauptungen beweisen 
kénnen: 
a) Die Folge U'"’(x, y) konvergiert gleichmaBig in dem abgeschlossenen 
Bereiche (3). : 
b) Die Folge der Ableitungen eu™ und a 
OF 7 ox 
miBig fiir alle x,y aus (3), fiir die r>2, > 0 ist. 





konvergiert gleich- 


em : dees oto™ 
c) Die Folge der Ableitungen “—— und —=—— 
Oy by, Ox 


maBig in jedem abgeschlossenen, ganz im Innern von (3) gelegenen Teil- 
bereich. 


konvergiert gleich- 


Alsdann wird, wie wir behaupten, 
U (a, y) = lim U'""(z, y) 
m-? © 
eine in dem abgeschlossenen Bereich (3) stetige Funktion sein, in jedem 
inneren Punkte von (3) die Differentialgleichung (9) erfiillen und die 
Randbedingungen (5) befriedigen. Letzteres folgt unmittelbar aus (16) und 


(14). Zum Beweise, daB (9) erfiillt ist, bemerken wir, daB U°”’ (9) und (16) 
erfiillt und daS daher 


/ 


17) u(x, y) =fK(y, ») R() oT Et dy 
ry 4 


ist, wenn K(y,) die zu der Randbedingung (11b) und dem Differential- 
ausdruck L(z) gehérige Greensche Funktion ist. Da nun aus a) und b) 


U Dries od ih el a - 
offenbar die Existenz von 3s und die GleichmaBigkeit der Konvergenz 


pUu™ oU ,.. ‘ : ae . 
von - —— gegen = fiir «>a, folgt, so ergibt sich aus (17) leicht 


(18) U={K(y,)R(y)2U dn. 
8 Ox 
Da aus c) Existenz und Stetigkeit von — Re) in jedem inneren Punkt 


Oy, ez) 
von (3) folgt, so ergibt sich aus (18) das Bestehen von (9). Es sind also 
nur noch die Behauptungen a), b), c) zu beweisen. 

Beweis von a). Die Differenz »=U'"*”—U” ist eine Lésung 
von (9) und = ve “*, wo ¢ eine positive Konstante ist, ist eine Lé- 


sung von 


= aa . 
Lio = R=-+cRo, 
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und kann daher in einem inneren Punkte von © weder ein positives 
Maximum noch ein negatives Minimum annehmen (vgl. [, SchiuB des Min 
deutigkeitsbeweises). Da nun # offenbar den Randbedingungen 


bo=0 auf M, 


5(0, y) = 0(0,y) = U"*” — 0 
geniigt, so folgt 
-~ - " ( ) {(m 
B(x, y)| < Max|U,"*” — U, 
oder 


+p 


y(m yim) ex oim+p) (a 
v v,Y)\ = L n »y)—U "(2, y) <e Max U; n i. 


woraus wegen (14) die penta a) folgt. 
Beweis von b). Wegen (14) wird es geniigen, fiir 


av auiet” eau™ d atv a?uU (™ +P) aum™ 
= ax Ps |e dx? 


(19 


eine nur von | U,"*” — U{""| (nicht von den Ableitungen dieser Differenz ) 
abhingende Abschitzung zu geben. Da nach dem oben iiber U'”"’ Gesagten 
die Randbedingungen, denen v=U™"*” —U geniigt, allen fiir den 
Existenzsatz von I gemachten Voraussetzungen geniigen, kann man v (unter 
Beachtung des in I bewiesenen Eindeutigkeitssatzes) in der folgenden in | 
ausfiihrlich geschilderten Weise erhalten: 

Man setze 


20) v»(y) me vin? >. u™ 

und bestimme sukzessiv v,,, durch Lésung der elliptischen Randwert- 
aufgabe 

me 
(21, Liv v,,,)—-AR»v,, 1=—AR?, {j= "a be x) 
21,) v,,,=0 auf O. 


Ist dann 2 eine Zahl der Form X-q:2” (gq, p positive ganze Zahlen), 
also fir n=>p 


iy 
dens ve h= _ on 
mit ganzzahligem y, und bezeichnen wir genauer die von A, also von n 


abhangige Funktion », mit v,”, so ist 


(23) lim v,n(y) = v(2, y) 
und (I, Gl. (46) und (48)) 
(a) (a) 2, (a) 2 
+ Urnti—Ury, Ov — , _ O°v 
(24) ee ae Se 


24* 
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Fiir z-Werte, die nicht von der angegebenen Form sind, ist » durch 
2 
die Forderung der Stetigkeit eindeutig bestimmt. Da iiberdies ze und a 
nach I stetig sind, so erhalten wir wegen (24) eine Abschitzung fiir (19), 
wenn wir eine von n unabhangige Abschatzung fiir 
(a) (a) 
(25) Mates = A(vins—vin) und 2*4*p,.) 


geben. Um dies zu tun, denken wir uns n fest gewahlt und lassen der 
Einfachheit halber den Index n vorlaufig fort. Nach (21) ist nun 


(26) v,(y) =4f R(n)e,_1(1)@(y, 0, 4) an, 


wenn G(y,,A4) die zu der Randbedingung (21,) gehérende Greensche 
Funktion des Differentialausdrucks L(v)—4Rv ist. Wir kénnen nun », 
nach den Eigenfunktionen u, des Problems (11) entwickeln. Da namlich 
nach (lla) 

L(u,) —ARu, = —(A+4,) Ru, 


m= (A+4) f(y, 1) R(n) (0) an, 
oder nach Multiplikation mit 7 R(y) 
(27) @(y)=(4+4) [G(y, 0, 4)a(n) an, 
wenn - 
(28) a(y)=7R(y)u,(y), Gy, 9,4) =~ R(y)R(n) Gy, 2, 2) 
gesetzt ist. Da aus (26) die quellenmaSige Darstellung 
(29) 6,(y) = f48,_.(1)G (yn, d)dn (@,— /Ro,) 


folgt, so la8t sich in der Tat 6, nach den Eigenfunktionen %, von (27) 
entwickeln: 


(30) #,(y) = Say) [Fh 
wobei 


ist, so folgt 


(a= f6(0) (0) dn = f R(n)0,(0) a(n) dn 
gesetzt ist. Da nun die Eigenwerte der Integralgleichung (27) 4 +4, sind, 
so folgt in bekannter Weise aus der quellenmaBigen Darstellung (29) 


(0,], ves ‘ iPeth P 


Sukzessive Anwendung dieser Formel liefert 


(hh — (q4;) [oh 
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so daB nach (30) 


#() = (a5) Ml) [Poh 
ist. Folglich wird = 


(81) a(v) —#,(y) = 3789) [6h (g2) fa) 


k=1 
ri" 
(14 ry 


- 72400) hoe 
Wegen 4,>0, 4>0 ist nun unter Beriicksichtigung von v:4 =z 
(32) (14 By" m4 (tI) S4... 4 (Ay 
>("2')(B)>3(q) ea geta. 
[*), x? a PESXe jé- 


k=1 if k=1 


also nach (31) 


(38) ileal) a) 5S" 














Bezeichnen wir nun wie friiher mit K(y, 7) die zu der Randbedingung (11b) 
gehérige Greensche Funktion des Differentialausdrucks L(z) und setzen 
)R(y) R(n) = K(y, 7), so folgt aus (11) 

t(y) =A, f K(y, 0) a (n)an, 
und es ist daher, wie bekannt, 
yAM)'< { E(y, 1)*dn. 


k=1 A ¥ 
Da ferner 


2 (ole Sf 03 (n) dn 
k=1 
ist, so ergibt sich aus (33) unter Beriicksichtigung von (24) 
r) 2 - = 
Bl Fe | SV {K(y 0)*an-f 03 (n)an 
oder nach (19) und (20) unter Beriicksichtigung von (10): 


eU"tP(z,y)  8U'™(z,y) 
(34) [= oz e? Oz 




















< saat] K(y, 0)" dn: f R(n)(U0"*”(n) — Uo"(n) Ian. 


Wegen (14) folgt hieraus offenbar die Behauptung b) beziiglich der 


Ableitung 22 
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Um die Behauptung b) auch fiir die zweiten Ableitungen nach z zu 
heweisen, bilden wir aus (3] 


I r iy 1 
rea Pyea \[,41 — “s = Dy %,(y) (Fo), 7 ay (a ie 
k=1 (142 4% 
A/ 
1 \’ ; , 42 
; i; ia 
8 ae u(y) (Pol, y yr?’ 
* k=1 14-4) 
Aj 


Hieraus folgt die Ungleichung 
aut (x,y) aU™(z,y)| 
éx* = 6x* 
< Sf K*(y, 0) an f R(n)[Uo"*?() — US" (4)? dy 
z*ym "Ss g 
in genau der gleichen Weise, in welcher (34) aus (31) folgt. Nur hat man 
an Stelle von (32) die Abschatzung 


ae 1 J i oe 
) > iG) Ba ge 


7 \¥+ 9» 7 
, & ~ (Fr s\ | [hy 

(1 + . j —_s } | » 
} A 


zu benutzen. Aus (14) folgt daher der zweite Teil der Behauptung b). 


Beweis von c). Aus (17) folgt 


au 


YU _\*9) Da Sir R(n) U(x, n) dn, 
oy, 


aUu"™ (x,y) a = : a*U'™ (x, n) : 
a. ={Xty, n) Bn) éx* dy, 
vw 


und hieraus wieder 
a*u™ (z,y) aK(y,n) a* U'™ (x, 7) 
2 O28? Bl an \ =" vs") 
dy,oz -{ ey, R(1) éx* dy 


Wegen der gleichmaBigen Konvergenz von U” und c — fiir x > 2, 


. - . K( 
und der Beschranktheit von f —_ 2 \an in einem ganz im Innern von 8 


x 
gelegenen abgeschlossenen Bereich (vel I, Anm.**)) folgt daher die Be- 
hauptung c). 


(Eingegangen am 15. 2. 1930.) 














Uber die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, 
die in bezug auf die partiellen Differentialquotienten 
homogen sind und die Funktion nicht enthalten. 

Von 


Georg Pfeiffer in Kiew. 


Die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, die in bezug auf 
die partiellen Differentialquotienten homogen sind und die Funktion nicht 
enthalten, haben die Gestalt 











: 0z Oz 6z 
02, O02, O2n 
(1) (sett he pee > g = (). 
Im 9% 92! 


Das sind die Gleichungen, welche aus den Gleichungen, die noch die 
unbekannte Funktion selbst enthalten, nach Anwendung der ersten Jacobi- 
schen Transformationsmethode erhalten werden. 

Nehmen wir an, da8 ein vollstandiges Integral der Gleichung (1) mit 
einer additiven willkiirlichen Konstante 








(2) © ame O(a, Bas 209 Bas Oy 000 Gey ooen Gy) Ep 
(2) P (Gee Sirs t Shots Satie: +2 Ss) ate 9, 
- (C,, Cg, +++, Cn) ; 
(4) k — eine bestimmte Zahl der Reihe 1, 2,...,n, 
@ = 2% (t=0,1,...,n) 
Ox, 
gefunden ist 
(Ft % ?,\ 
bitte “thes BE 
(5) ee eee S| = 0. 
In (4) wird angenommen k= 1, 2,...,m und nicht k=0,1,...,n; 


denn, wire die Determinante (3) fiir k = 1, 2,...,m Null, so verschwinde 
sie entweder auch fiir k 0, oder ®, wire eine Funktion der Verinder- 
lichen 2, 7,,..., 2%, allein: 
(6) @, = 09 (&5, By, .. +) Z)-*) 

Fir das vollstindige Integral (2) ist aber bei der Identitaét (5) der 
letzte Fall nicht méglich. 


1) A. Forsyth, Theory of differential equations, Vol. V, Cambridge 1906, pp. 178—182. 
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Wenn zufiallig ein vollstandiges Integral der Gleichung (1) ohne additive 
willkiirliche Konstante erhalten wire, so wire es leicht, wie wir gezeigt 
haben*), von diesem Integrale zu einem Integrale mit additiver willkiirlicher 
Konstante iiberzugehen. 

Das Integral (2) fiihrt zu einem allgemeineren Integrale 
(7) B me Oy O( He, 5 005 Bags Cys oo 0p Css oo ey Cn) +E, 
welches eine iiberzahlige willkiirliche Konstante c, enthilt. 

Indem wir in dem Integrale (7) die willkiirliche Konstante c, durch 


eine willkiirliche, bestimmt genommene, GréBe d ersetzt haben, bekommen 
wir das Integral 
(8) B me yD (25, By 5 0009 ys Cys 00s Cp gs Oy Crags ooey Oy) $C 
mit der normalen Zahl der willkiirlichen Konstanten. 

Es wird gefragt: Unter welchen Umstinden ist das Integral (8) voll- 
standig und gibt es iiberhaupt vollstandige Integrale (8) ? 

Zu dieser Frage sind wir unter dem Einflusse eines Briefes von 8. Lie 
an A. Mayer gekommen’*). 

Damit das Integral (8) vollstindig ist, ist notwendig, daB eine von 
den folgenden Bedingungen erfiillt ist 

D (Gp Do, Cy Py, «+++ Cy Pr_1s Sy P4125 +++» Co Py) 
(9) D (Og, Cy5 e+ +s Cpias Cass -a+r Cg) +0, 
lt — eine bestimmte Zahl der Reihe 1, 2,...,n, 

oder was dasselbe ist 









































© a, a®, 2%, a®, 
o dc, °°**? @4_," 064,’ °°°? de, 
© 6, a, ag, ag, 
1? éc, a *ee9 aG_, > 0644 a9 eee9 ac, 
a®,_, a®,_, a®,_, a®,_, 
(10) ®,_;; ac, a eee) 0G,_5 > 9643" eos ac, +0, 
© a®,,, 0%,,, 0®,,, 0%,., 
ot. eae ae be ey 
ao, ao, ae, ae, 
» dq, ’*°*” Aq,’ OC 44 a 





l — eine bestimmte Zahl der Reihe 1, 2,..., n, 


*) G. Pfeiffer, Sur les intégrales des équations aux dérivées partielles du premier 
ordre, qui ne contiennent pas la fonction inconnue. Bull. des Sciences math., (2) 58 
(1929), p. 268—278. . 

*) 8S. Lie, Gesammelte Abhandlungen 8, Erste Abteilung, Leipzig und Kristiania, 
herausgegeben von Fr. Engel, 1922, S. 787—788. 
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oder 6 
® ® ® 
(Mics, Ss, .., Be) 
o,’ > , , ®, ? ’ &, 
(11) D (Oy, «005 Ceias Cegas oe) Cg) a che 


l — eine bestimmte Zahl der Reihe 1, 2,...,n. 
Wenn fiir alle ¢ die Determinante (10) gleich Null ist, so ist die 


Determinante pore ake me 

(12) . , om apes — 

Null; denn wire die Determinante (10) fiir i =1,2,...,m Null, so wire 
(12) Null, oder 

(13) ,=0, ,=—0, ..., D_,=0, O,,=—0, ..., & =D, *) 

aber da ist (12) wieder Null. 

Daraus folgt: Wenn fiir alle ¢ bei beliebigem / die Determinante (10 ) 
gleich Null wire, so wire ebenso die Determinante (3) bei beliebigen & Null, 
was der Voraussetzung iiber die Vollstandigkeit des Integrals (2) widerspricht. 

Wir kommen unmittelbar zum Schlusse, daB es in dem Falle, wo das 
Integral (2) vollstandig und die Determinante (3) nicht gleich Null ist, 
stets ein oder eine Reihe von ¢ gibt, fiir welche die Determinanten (9), 
(10), (11) bei 7k von Null verschieden sind. 

Fiir solche ¢ ist das Integral (8) vollstandig 
®, Lage ®, 
D($. het, Me) ag 
D(Oy5 0009 Cpmgs Cp-o8o 2009 Gy) ?, 
k — dasselbe, wie in der Zeile (3). 
Von ihnen werden wir sagen, daB sie mit & verbunden sind. 
Gleichzeitig mit dem vollsténdigen Integrale der Gleichung (1) 
(15) @ = O(a, By, 00+) Buy By, By, +++, @,) $B, 








(14) 





D (Po, Py, --+5 Peis, Perry +++» On) 
(16) D(a,, Gy, -++) By) = 0, 
k — eine bestimmte Zahl der Reihe 1, 2,..., n, 


D (Be oar Boy $2) 














(17) D(a, Gy, «++» Gy) = 
® ®,_; P43 ® 
D (Bean Met, te. 8) 
®, ®, ® ®% 
(18) D(a, ..., G4) By 455 +20) By) 7°. 


k — dasselbe, wie in der Zeile (16), 
* — eine bestimmte Zahl der Reihe 1, 2,..., n, die mit & verbunden ist, 


4) A. Forsyth, Theory of differential equations, Vol. V, Cambridge 1906, 
pp. 178—182. 
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gibt es stets ein vollstindiges Integral der Gleichung (1), das die Form hat 


(19) s = b, w(%, Z,, -+-» Bar Oy, Dg, --->0,_s) +8, 
p(% — Cots, ..., 22) 
(20) —> >_ S___._ he @, 


DLA, «++. & 8) 
g — eine bestimmte Zahl der Reihe 1, 2,..., n, 


é@ 





@, = 55 (z= 0, 1,...,%). 
Wirklich, indem wir annehmen 
g=k, 
b,=a,, 6, =a,, ..., 6 ,=a,_,, b.—a,,,, .--, 6._,=a,, b=a, 
C0 (Bg g By 200p Bay Ogy-02p Og_ 3) OP O(Sig, Sys -009 Bas Sys 000g Bq_ gr Oy Oy a.50 0000 ahs 
erhalten wir das vollstandige Integral 
(21) Z = AyD (Zo, By, +. +9 Bogs By ++ +2 @;_ 55 B, Oya, +0) @,) +O 


der Gleichung (1). 

Von dem vollstaindigen Integrale (19) spricht Mayer®); wir wollen es 
als Mayersches Integral bezeichnen. Das Mayersche Integral spielt in vielen 
Fragen eine bedeutende Rolle‘). 

Um im Folgenden Undeutlichkeit zu vermeiden, sei hier bemerkt, daB 
die Funktion » des Integrals (19) nicht eindeutig bestimmt ist: das In- 
tegral (19) kann in folgender Form 


(22) 2=b.{mw(2,, 2,,..-,%_, 0,,---,b,_,) + @(b,, B,,..-,b,_5)} + 
+ {b — b, d(b,, b,, ...,b,_5)} 
geschrieben werden, wo @ eine willkiirliche Funktion seiner Argumente ist. 
Man kénnte noch fragen, ob man von dem Integrale (15) zum In- 


tegrale (19) durch eine Transformation der willkiirlichen Konstanten 
(23) @;= 9; (b,, 5,,..-, B,_3, 5) (§=1,2,...,m); 
(24) a= ¢(b,, b,,...,5,_,,5), 


D (@, , Gey +++3 Gms @) 
D(d,, 0, ...,8 b) 


*> Una? 





= 0 

iibergehen kann. 
Diese Frage soll beantwortet werden und im Falle einer positiven 

Antwort soll gezeigt werden, wie der Ubergang zu geschehen hat. 


5) A. Mayer, Uber die Jacobi-Hamiltonsche Integrationsmethode der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung. Math. Annalen 3 (1871), 8. 451. 

*) G. Pfeiffer, Zwei Notizen werden in Bull. de |’Acad. des Sciences de I’Ukraine 
und in Comm. Soc. Math. Kharkow, veréffentlicht werden. 
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Wir werden uns auf einen partiellen Fall des Pfafischen Problems 
berufen. Die Uberlegungen sind gewissen in dem Werke von Ed. Goursat’) 
ahnlich. 

Der Ubergang von dem Integrale (15) zum Integrale (19) mittelst der 
Formeln (23) und (24) fordert, daB das Differential 


n 


(25) dz = SP ons 5! ue, +da 


h=0 i=1 


bei der Transformation durch die Formeln (23) und (24) 


6) dem SY ($4) ae, +3 {3S (S)u+! seh a, +1 (32) 5p+igh a0 


7=0 i=1 
n—-1 
= ($2) az, J,db, +>) J,db, + Jab, *) 
=f j=l 
_ 31(2%) om , oo 
(27) = d Gao t+ 1% 
> 5 “1 /8B\ ag, , CE om ¢ 
(28) i= 2 Sa a +3, (j=1,2,...,(n—1)), 
: “1 /a®\ oq, , 2 
(29) y= 5 (32) 4 
— "> 
in das Differential 
n n-1 
(30) dz =b, S) = dx, + wdb, +b, 55, ab, + db 
h=0 LJ joo 
iibergehe. : 
Die Vergleichung der Ausdriicke (26), (30) gibt die Relationen 
OD dy, 
(31) o- > (Fa) e+ Ee: 
da /0®\ 
(32) ba, = \az, / (h=0, coop 
‘ —1 (aD Og, oe . 
(38) =P -) (=) E+E G=1,2,..4(n—0), 
an - . OD\ Oy, , Oy 
30 = 3 ($8) 8+. 


t=1 
*) Ed. Goursat, Legons sur le probléme de Pfaff, Paris 1922, S. 6—15. 
*) Die Klammern zeigen an, da8 die Transformation (23), (24) ausgefihrt ist. 
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Wenn wir die Relation (34) nach den Veranderlichen z,, z,,..., z 
differenzieren, erhalten wir ein System hinsichtlich 





OP, 2% O%n 
(35) 3b? 3b? **'? @b 


linearer und homogener Gleichungen 


(36) » (2) H =o (h=0,1,...50), 
oder, was dasselbe ist 
(SR++ 
(28) + (28) 24. 


0®,\ dg, @®.\ bo, @®,\ de, 

(3 =) He +( pa) ae +++ + (568) 9: 
Die Zahl der Ausdriicke (35) ist n, die der Gleichungen (37) (n + 1). 
Dank der Nicht-Identitat (16) folgt 














(37) 

















(38) oF 0, Ste 0, ..., Sem; 
der Abhingigkeit (34) zufolge 

' a 
(39) | a 


Die Identitaten (38), (39) zeigen, daB die Transformationsformeln (23), 
(24) die folgenden sein miissen: 





(40) a=efh.d,...&.,) (f<01, %, ..< 0h 
D(4a,, @,, «++, @) 
7%. ...4.07°: 

(41) oubiee.&,...&:). 


Die Relationen (31), (32), (33) nehmen die Gestalt an 


(42) 0-5 (S2)5%4 + =F) +I, 
(43) bs = (5) —sel(®)+v)] (b= 0,1,...,), 


(44) d52 > = 5) (20) 8 4 ea 7,(%) + ¥) (j=1, 2,...,(n—1), 


(45) (D) = D(x, Ty, «++ Bas War Vgr-++> Wa) 
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Die Relationen (42), (43) fiihren zu den Zusammenhangen 


(46) b 1d (5) 58 2% _ ($,) (h=0,1,...,n). 


Wenn man zu den Konstanten a,,a,,...,a@, zuriickkehrt, geben die 
letzten die Gleichungen 


mat Rt 42 it 3 = 0, 


(47) a 8,+3 7a, 8s +.. oe x 





wo 

(48) er = 

die in a,,a,,...,@, ausgedriickten GréBen sind: 
(49) bet, BPP, ..., by Me: 


03b,’ 0 Gb? °°? 202? 
sie hangen von den Verinderlichen 2,, z,,..., 2, nicht ab. 

Die Gleichungen (47) sind in bezug auf die GréBen (48) linear. Sie 
bilden ein System mit n-+-1 Gleichungen und n Unbekannten. Dank der 
Identitaét (17) reduzieren sich die Gleichungen (47) auf n, die wegen der 
Nicht-Identitaét (16) auflésbar sind. Ihre einzige Lésung ist die folgende: 


























2®, om © a®, a®, 
da, ges OGo_; > 0? 9Go45 , ’ da, 
0%,_. 2%. g@ 21 0%,_, 
da, ’ * Bigg” 88” Blas . i 
OO, 45 OM, 5. 0%, 45 O55 
da, ’ ° Gag” = 8” Oe,,, éa, 
ao, ao, ae, a, 
da, ’ ° OG," * O64; da, 








(50) S,= 





Dp, «+, Peis Pua +++) Op) 
D(a, , Gg, «++» Bq) 
®, 1 Ms; o, 
a(t, .., et, fat, #) 
=(—1)*-* D(G,, «++y @g_a» Sggry +++s Sn) 
D(®,, «+5 Py is, Pegas oo» O) 
eS 


(oe =1, 2,..., 2). 
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Soll der Ubergang von dem Integrale (15) zum Integrale (19) durch 
Transformationen der willkiirlichen Konstanten méglich sein, so ist not- 


wendig, daB die Ausdriicke (50) — die einzige Lésung des vestimmten 
Systems (47) — von den Verinderlichen z,, z,,..., 2, unabhingig und 
Funktionen nur der Konstanten a,,a@,,...,@, seien. Ist diese Bedinguug 


erfiillt, so erhalten wir die Relationen (40) der Transformationsformeln (40), 
(41) in folgender Weise: Wir integrieren das System 


(51) oe, __ $4 de, __ oh. 
ol) — = ; ass - : 
s Ss s b 


1 2 n “0 


die Integrationskonstante, mit welcher 5, multipliziert wird, schlieBen wir 
in b, ein; die iibriggebliebenen (n — 1) Integrationskonstanten nehmen wir 





als Konstanten b,, b,,..., 5, _, an; wir erhalten die Gleichungen (40): 
(52) a, = y;(b,, b,,..-, b,_4) (¢ =1, 2,..., 2), 
| *. AA 3 ee 0 
Re a ie 

Die Form (40), (41) der Transformationen (23 24) sichert die 
Erfiillung der Identitét (34). Die Unabhangigkeit der Lésung (50) des 
Systems (47) von den Verinderlichen z,, z,,..., 2, erlaubt die Identititen 
32 43) zu befriedigen, indem wir die Relationen (40) in der oben 
angezeigten Weise aufstellen. Die Identititen (33)—(44) sind bisweilen 


nicht erfiillt, aber zu unserer Verfiigung haben wir die Funktion y. 

Es sind noch die Umstainde zu untersuchen, unter denen es eine 
solche Funktion y gibt, daB die Identitaten (33)—(44) befriedigt werden. 
Nach der Befriedigung der Identitaéten (33)—(44) wird noch die Form 
der Funktionen y und @ festzustellen sein. 


Die Zeilen (42), (43), (44) geben die Relation: 


n n—i 
~ «) . ~Y Cow 7 Cw 
53) d(b,w)=wdb,+_ >’ b,——dx, + »>'b,-—db, = d[(®) +], 
{ ha 02, f head ab, J J 
54) D) = O(2,, Z,, + +> Zur yr Yar 2+ Vr 
55) bw == (D) TY, 


woraus folgt, da die durch die Relationen (40) transformierte Funktion @ 
die Form 


(56) (D) = bo w(xo, 2, .--, Fy, By, -++, 0,_.) — pw (dg, 0, .--, B,_3) 


haben muB. F 
Bei Erfiillung der Bedingung (56) werden die Funktionen y und 
unmittelbar gefunden. Sie werden nicht vollstindig bestimmt, weil die 
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Identitat (56) folgendermaBen umgeschrieben werden kann: 
(57) (@) = by { w(x, 2, ---,%,, B,,---.b,_,) + @(b,,...,b,_3)} 
— {wy (b,, b,,...,5, 4) +b,0(b,,...,b,_,)}- 
Aus (57) folgt, daB die Funktionen » und y die willkiirliche Funktion 
(58) GlG,, Gi, «05%, 2) 
enthalten. 


Nach der Zeile (56) ist leicht zu sehen, daB, wenn das Integral (15) 


bei der Bedingung (56) vollstindig ist, auch das Integral (19) vollstin- 
dig ist. 


SehluB. 


In dem Falle, wo das Integral (2) der Gleichung (1) vollstindig ist, 
existiert stets ein ¢ oder eine Reihe von ¢, fiir welche das Integral (8) 
volistindig ist. Gleichzeitig mit dem vollstandigen Integrale (15) der Glei- 
chung (1) findet das vollstindige Integral (19) statt. Das Integral (19) 
nennen wir das Mayersche Integral. 

Vom Integrale (15) kann man durch die Transformation der willkiir- 
lichen Konstanten nur in dem Falle zum Integrale (19) iibergehen, wenn 
die Formeln der Transformationen (23), (24) die Form (40) und (41) 
haben. AuBerdem ist die Erfiillung der folgenden Bedingungen notwendig. 
Die einzige Lésung (50) des Systems der Gleichungen (47) darf nicht von 
den Verinderlichen z,, 2,,..., 2, abhingen. Die durch die Integration des 
Systems (51) mit bestimmt gewihlten Integrationskonstanten gefundenen 
Relationen (52) miissen die Funktion ® des Integrals (15) in die Funk- 
tion (®) der Gestalt (56) transformieren. 

Die obengenannten Bedingungen sind nicht nur notwendig, sondern 
auch hinreichend. 

Die Funktion wm des Integrals (19) und die Funktion y der Trans- 


formationsformeln (40), (41) sind nicht ganz bestimmt. Sie enthalten die 
willkiirliche Funktion (58). 


Beispiel. 
Die Gleichung: 
1faz\* d2/_ az dz \ 
(59 Steen), oe ah kB 
7) 4 \dx,/ 6X, \“o oa, + % dz, / 


hat das vollstiindige Integral (15): 
(60) z=@(2,, 2,,%, @,,@,) +a 


= a, log x, +2a,2, + ya? + 4a? x, —a,log(a, + ya? + 4a?z,)+a, 
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welches in der Form (19) unmittelbar geschrieben werden kann: 
(61) z=), w(2, 2,,2%,5,) +56 
= b, {log x, + b,x, + V1 + b3 x, — log (1+ yi + b3z,)} +b, 
(62) a,=b,, 2a,=—}b,b,, a=—b+ bd, logd,. 
Weil 
res Cas ra 
hat das System der Gleichungen (47) die Gestalt: 


a, — Yar t+ 4af% g + 2a, s a?+ 4a} x —a, 


2x Yar+4azz, © Yaz+4azz, * 22 j 


1 
= 5:+0-8,=2, 





a 2 2 on 
2a3 )a?+4a3z, ~% ,=%, ®, = 2a,, 





0-8,+ 2-8, = 2a, 
und gibt die Lésung (50): 
S,=4,, S, = 4,, 


welche von den Verinderlichen z,, z,, 2, nicht abhangt. 
Durch Integration des Systems (51): 


kommen wir zu den Formeln (52): 
(63) a,= b,, 2a, = b,b, .°) 
Die Identitaét (56): 
b, {log x, +5, x, + ¥i+ bz, — log(1+ y1+ b?z,) — log by} 


= b,w(2z,, 2, 2, 6,) — by log d, 
wird erfiillt; aus ihr finden wir 


(64) y = b, logb,, 
und folglich 
(65) a=b-+- bd, logd,. 


Die Relationen (63), (65) sind mit den Relationen (62) identisch. 


*) Anstatt der Integrationskonstanten b, ist + gesetzt. 


(Eingegangen am 30. 12. 1929.) 
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Zu den Abbildungen durch analytische Funktionen zweier 
komplexen Verinderlichen. 


Die Starrheit der nicht iberall pseudokonvexen Gebiete. 
Von 
Peter Thullen in Minster (Westf.) *). 


Die bisherigen Ergebnisse der Abbildungstheorie im Raume zweier 
komplexen Veranderli-hen lassen vermuten, daB es nur bei sehr speziellen 
Bereichen gelingen wird, je zwei beliebig vorgegebene innere Punkte durch 
eine eineindeutige analytische Abbildung des Bereiches auf sich ineinander 
iiberzufiihren. So sind unter den Reinhardtschen Kreiskérpern die Hyper- 
kugel: |w|*+-|z|*< 1 und der Dizylinder: |w|<1,|z|<1 (und deren 
Bilder) die einzigen Kérper der obigen Art, d.h. nur bei diesen la6t sich 
jeder innere Punkt in jeden anderen transformieren’). 

Doch waren allgemein die Bedingungen noch vollkommen unbekannt, 
denen diese ,,ausgezeichneten Bereiche“* — wie wir sie kurz nennen 
werden — geniigen. 

In dieser Arbeit wird auf einfachem Wege eine allgemeine notwendige 
Bedingung fiir ausgezeichnete Bereiche gewonnen werden, die unmittelbar 
zeigt, da8 nur eine spezielle Klasse von Bereichen ausgezeichnet ist. Sie 
sagt insbesondere aus, daB es in einem nicht iiberall pseudokonvexen*) 
Bereiche unméglich ist, zwei beliebige innere Punkte ineinander iiberzu- 
fiihren. Die Starrheit gegen analytische Abbildungen ist also nicht nur 
eine Eigenschaft der Kreiskérper, sondern allgemein eine Eigenschaft auch 


*) Seminar Prof. Behnke. 

1) Vgl. die in den Math. Annalen 104 (1931), S. 244—259 erschienene Arbeit des 
Verfassers: ,Die Invarianz des Mittelpunktes von Kreiskérpern*. Hierin werden simt- 
liche méglichen eineindeutigen analytischen Abbildungen der Reinhardtschen Kérper 
auf sich und untereinander untersucht. Ferner siehe eine ebenfalls demnichst er- 
scheinende Arbeit iiber die Abbildungen der iibrigen kreissymmetrischen Bereiche 
(von Prof. Behnke gemeinsam mit dem Verfasser). 

*) Uber den Begriff ,pseudokonvex“ siehe die Arbeit yon H. Behnke, Uber ana- 
lytische Funktionen mehrerer Verinderlichen. Il. Natiirliche Grenzen, Hamb. Abh. 5, 
8. 290—812. 

Mathematische Annalen. 104. 25 














374 P. Thullen. 


solcher Bereiche, die nicht auf diese oder andere Rotationskérper abbild- 
bar sind. 

Zugleich fiihrt uns diese Bedingung auf eine neue interessante Be- 
ziehung zwischen zwei Teilen der Funktionentheorie mehrerer komplexen 
Verinderlichen. Sie verbindet die Theorie der Abbildungen mit der Theorie 
von G. Julia*) iiber die Existenzbereiche der normalen Familien analytischer 
Funktionen. DaB die Abbildungstheorie mit der Theorie normaler Funk- 
tionsfamilien zusammenhingt, ist durch die Arbeiten von Carathéodory‘) 
bekannt geworden. 


Satz 1. Damit ein beschranktes Gebiet K ein ausgezeichneter Bereich 
ist, muB K notwendig genauer Existenzbereich einer normalen Familie 
analytischer Funktionen sein. (Die Familie mu8 ferner auf dem Rande 
von K noch beschrinkt sein.) 

Nun hat Julia eine Reihe von Bedingungen aufgestellt, denen die 
Bereiche normalen Verhaltens analytischer Funktionsfamilien geniigen. Dabei 
zeigte es sich, daB diese Bedingunyen die gleichen sind, die fiir die Existenz- 
bereiche analytischer Funktionen bisher bekannt sind’). Die wesentlichste 
der Bedingungen ist die Pseudokonvexitat jener Bereiche. 

Man kann daher Satz 1 so abindern (doch nur unter der Voraus- 
setzung, daB der Rand von K: p(u,v,2z,y)=0 noch stetige zweite par- 
tielle Ableitungen besitzt): 

Satz la. Damit K ein ausgezeichneter Bereich sei, mu der Rand 
von K notwendig in jedem Punkte pseudokonvex sein. 

Das heiBt also: Der Rand von K: p(u,v,2,y)=0 geniigt iiberall 
der Levischen Ungleichung L(p)>0 bzw. L(y) <0 (falls im Innern 
von K: »>0 baw. p< 0).*) 

Beweis von Satz 1. Das beschrankte Gebiet K sei ein ausgezéichneter 
Bereich. © sei die Menge simtlicher analytischen Transformationen von K 
in sich. Die Funktionen von @ bilden wegen ihrer Beschrinktheit eine im 
Innern von K normale Familie. K sei der genaue Existenzbereich dieser 
Familie. Also K< K. 





*) Bekanntlich hat G. Julia die von Montel zunichst fiir eine komplexe Ver- 
anderliche aufgestellte Theorie der normalen Funktionsfamilien auf zwei komplexe 
Verinderliche iibertragen. Vgl. G. Julia, Sur les familles de fonctions analytiques de 
plusieurs variables, Acta Math. 47 (1926), S. 53—115. 

*) Vgl. Carathéodory, Math. Annalen 97 und Hamb. Abhandlungen 6. 

5) Uber die Existenzbereiche analytischer Funktionen vgl. die Arbeiten von 
Hartogs, Math. Annalen 62 (1906), Acta Math. 32 (1909), E. E. Levi, Annali di Mathe- 
matica 17 (1910) und 18 (1911) und die unter *) zitierte Arbeit von H. Behnke. 

*) L(@) ist dabei ein gewisser, aus den 1. und 2. partiellen Ableitungen von 
y (u,v, 2, y) bestehender Ausdruck. Vgl. *) und die in °) zitierten Arbeiten. 
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Angenommen nun, K wire gréBer als K. Dann existieren Randpunkte 
von K, die zugleich innere Punkte von K sind. P, = (wp , 2) sei ein 
solcher Punkt. Ferner seien P, = (w,,z,,) innere Punkte aus K, die sich 
gegen P, haufen. 

w’ =f, (w,z), 

2’=g,(w, z) 
sei eine Transformation von K in sich, die den Punkt P, in (0,0) trans- 
formiert ((0,0) liege im Innern von XK). 

Also 

0 =f, (w,, 24), 

0 = Gq(Wy» 2) - 
Die f,(w,z) und g,(w,z) (bzw. eine geeignete Teilfolge) streben in K 
gleichmaBig gegen zwei analytische Grenzfunktionen f,(w,z) und g,(w, z). 
Ferner sind die f,(w,z) und g,(w,z) wegen ihrer Beschrianktheit dort 
gleichmaBig stetig ’). 

Da nach Annahme P, = (w,, 2) im Innern von K liegt, ist 

| fa (Ws 2) — fy(Wo» 2) |< 
baw. | 9,(w,2) — 9,(Wo, %)|<e 


Nun gilt von einem gewissen N(e) ab 


|w — wy | <5, (¢ 


sobald nur ) 
| z—2 |< 4d,(e). 


| 
| wv, = Wo | < 6, 


fir n->N, 
| z,—2 |<, a 
d. h. also 
fu (Wns 2.) — fy (Wo, 0) | = f, (Wo, %)|<e fir »n>WN 
9,(W,; z,,) - 9,( Wo, Z)| _ Gn (Ws Z,) | <e Hy 
oder 


lim | £,, (Wp; 2) | =(, 
lim | 9,1, %)| = 0. 


Nun ist aber P, Randpunkt von K und kann als solcher in keinen 
inneren Punkt iibergehen. Bezeichnet man demnach mit d > 0 den Minimal- 
abstand von (0,0) und dem Rande, so gilt 


| f,(Wo> %) 1° + | g_(w, 2)|"La°>O fiir alle n. 


Die Annahme also, daB Randpunkte von K im Innern von KB liegen, 
fiihrt zu einem Widerspruch. Es ist folglich K = K und somit Satz 1 
(und 1a) bewiesen **). 


*) Vgl. *), S. 58 (3°). 

**) Der Beweis dieses Satzes 148t sich noch kiirzer fassen, wenn man den von 
Carathéodory in seiner Arbeit Math. Annalen 101 (1929), 8. 515—533 eingefiihrten 
Begriff der ,Grenzschwankung“ benutzt. 

25* 
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Es wird zweckmaBig sein, den eben bewiesenen Satz etwas allgemeiner 
zu fassen. 

Es sei 32 die Menge der Randpunkte P, die Haufungspunkte solcher 
Punkte aus K sind, die sich je in einen festen inneren Punkt Q(P) trans- 
formieren lassen. Wir nennen J? die ,,ausgezeichnete Randmenge von K“. 
Dann gilt also 


Satz 2. Damit der beschrankte Bereich K eine nicht leere ausgezeich- 
nete Randmenge IM besitzt, ist notwendig die Existenz einer mindestens 
in K normalen (beschrankten) Funktionsfamilie, fiir die sdmtliche Punkte 
aus IR Grenzpunkte des normalen Verhaltens sind. 

Satz 2a. In den zu einer ausgezeichneten Randmenge gehorigen Punkten 
verhalt sich der Rand von K notwendig pseudokonvex (unter den gleichen 
Voraussetzungen wie in Satz 1a). 


DaB die in Satz 1 und Satz 2 angegebenen Bedingungen nicht hin- 
reichend sind, zeigen schon die Reinhardtschen Kreiskérper, unter denen 
ja nur Dizylinder und Hyperkugel ausgezeichnete Bereiche sind. Doch 
werden schon allein durch diese Bedingungen die meisten Bereiche als 
nichtausgezeichnete ausgeschaltet. 


Nun zeigte Julia, daB das Gebiet normalen Verhaltens einer Familie 
analytischer Funktionen stets einfach zusammenhingend ist*). Hieraus und 
aus Satz 1 folgt sofort 


Satz 3. Alle ausgezeichneten Bereiche sind einfach zusammenhdngend. 
Das heiBt also: Es gibt kein mehrfach zusammenhdngendes Gebiet*), in 
dem sich durch analytische Abbildungen des Gebietes auf sich jeder Punkt 
in jeden anderen transformieren lapt. 


*) Siehe *), 8S. 79—80: ,Si une famille de fonctions holomorphes est normale en 
tous les points d’une hypersurface fermée, elle est normale en tous les points intérieurs 
& cette hypersurface.“ 

*) Unter cinem mehrfach zusammenhdngenden Bereich verstehe ich einen Bereich, 
in dem es mindestens eine ganz im Innern liegende geschlossene Hyperflaiche gibt, 
die sich nicht auf einen Punkt zusammenziehen 1a8t. 


(Eingegangen am 28. 11. 1930.) 











Sur les propriétés-limites du module des fonctions entié¢res 
d’ordre fini. 
Von 
M. Th. Subbotin in Leningrad. 


Je m’occupe, dans le présent travail, de la croissance d’une fonction 
entiére d’ordre fini g(z) sur les demi-droites argz = issues de lorigine. 

Dans un Mémoire récent, M. Pélya a fait une étude systématique de 
la fonction h(qp) définie par 


lim r-* Ig| 9(r e**)| = h() 
en supposant que la fonction g(z) est du type exponentiel, c’est-a-dire que 


|9(2)| < Aesiel, 


I! a complété ainsi les résultats obtenus auparavant par MM. Borel, Lindeléf, 
Phragmén, Carlson et lui-méme*). On sait, d’aprés les recherches classiques 
de M. Borel, que pour les fonctions entiéres d’ordre un et du type moyen 
la fonction h(g) est complément déterminée par les points singuliers d’une 
certaine série de Taylor*). M. Pélya remarque (loc. cit. p. 555) qu’il en 
résulte la possibilité de transformer chaque proposition relative aux points 
singuliers situés sur le cercle de convergence d’une série de Taylor en une 
proposition concernant les directions de la croissance la plus rapide d’une 
fonction entiére. M. Pélya fait observer que «es ist von vornherein un- 
wahrscheinlich, daB8 die Richtungen des stirksten Anwachsens fiir diese 
speziellen Funktionen besondere Qualitaten zeigen, und in der Tat liefert 
in vielen Fiillen eine passende Wendung der Beweise Sitze tiber ganze 
Funktionen beliebiger Ordnung ». 


*) G. Pélya, Untersuchungen aber Liicken und Singularitéten von Potenzreihen, 
Math. Zeitschrift 29 (1929), S. 549—640. Ce Mémoire contient les renseignements 
bibliographiques détaillés. 

*) E. Borel, Legons sur les séries divergentes, 2° édition (1928). 
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Dans les n® 1—4 de ce Mémoire, je montre que les prévisions de 
M. Pélya sont justes pour toutes les fonctions d’ordre fini du type moyen. 
Ceci résulte d’une certaine transformation de la fonction auxiliaire 


¥(2z,~)= 
Pp 


’ 


p’*g(p*e**)2”. 


ike 


Cette fonction, qui joue un grand réle dans létude de la croissance de 
la fonction entiére g(z) d’ordre o~* sur la demi-droite argz =, a été 
souvent étudiée par divers auteurs dans le cas particulier ol o =1t=1. 
Elle a été considérée par moi, dans le cas particulier t= 1, dans le Mé- 
moire «Sur la détermination des points singuliers d’une fonction analytique> *). 
Le point de départ a été le probléme suivant: Etant donnée une fonction 
analytique f(z), trouver une autre fonction F(z), dont les points singuliers » 
soient liés aux points singuliers de la fonction f(z) par une relation 
donnée = y(7). La représentation conforme donne une solution évidente 
si la fonction g(7) est holomorphe pour 7 = 0, mais le cas le plus inté- 
ressant peut-étre est celui ot cette fonction a une infinité de déterminations 
s’échangeant autour de 7» = 0. Dans le Mémoire cité je donne !a solution 
de ce probléme pour le cas ot 


— = e*'(— Ign)”. 
Jai été conduit a la considération de cette relation par les travaux 
de M. Braicev concernant la recherche des singularités d’une fonction ana- 


lytique*). Le point de départ de la méthode remarquable qu’il a déve- 
loppée était la détermination des points singuliers de la série 


5) pS? Gna pene!” 
f,(z) = 2? Sen\ fo 7 
7 2 p> n! 


en fonction des points singuliers de f(z) = a,-+a,z-+-a,z*+.... 
Dans le n° 5 je donne un exemple de application des résultats ob- 


tenus a la recherche des représentations asymptotiques des fonctions en- 
tiéres d’ordre fini. 


1. Considérons une fonction entiére 


(1) g(z) = Se, 2" 
0 


*) Recueil Mathématique de la Société Math. de Moscou 80 (1915), p. 402—433. 

*) I. R. Braicev, Recherche des singularités d’une fonction définie par un déve- 
loppement de Taylor, Recueil Math. de la Société Math. de Moscou 26 (1907). — 
Nouvelle méthode pour la détermination des singularités d’une fonction définie par un 
développement de Taylor, Izvestija Warszawskago Polytechn. Instituta, 1908—1909. 
— Sur les points singuliers d’une fonction donnée par son développement de Taylor, 
ibid. 1913. — Tous ces Mémoires sont rédigés en russe. 
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dordre fini égal 4 9 =o~*. Nous supposons que cette fonction est du 
type moyen suivant la terminologie de Lindeléf et Pringsheim, c’est-a-dire 
qu’on a : 
ee ay ry Ae\’ 
Kimn*|¢,[*=(=) 
avec 0< A< ow. 

Comme on peut passer de la valeur donnée de A & une autre valeur 
quelconque au moyen d’une substitution z|«z, on peut, sans diminuer la 
généralité, supposer dans la suite qu’on a A=1. On pourrait appeler les 
fonctions correspondantes fonctions normales d’ordre 0. 

Pour étudier la croissance de la fonction (1) sur une demi-droite allant 
de Yorigine 4 Vinfini et faisant langle » avec l’axe réel, il convient de con- 
sidérer la fonction auxiliaire suivante 


P(z, 9) = 3o(p)9(p"e")2", 


1 
ot lim|@(p)|? =1. 
prea 


Nous allons voir que cette fonction peut étre représentée sous la forme 
dune intégrale curviligne. D’abord on a 


(2) Y (2,9) = Se,e"' Sp" o(p)2”. 
n=0 p=0 
Le changement de l’ordre des sommations est légitime, car la série 


double 
2 2|¢, (p)2"|p™ 
est convergente. En effet, puisque 


7 P(on+1)20°%e °n’, 


jim ¥[e,|T(on +1) =1, 


on a 





done 
jc, |I'(on+1)< M(1+e)", 
pour ¢ >0 et un nombre positif M convenablement choisi. 
D’autre part, 
|o(p)|< M,(1+)’. 


Il suffit, par conséquent, de s’assurer de la convergence de la série 


(3) SS (ite)? |e? GP DB (a) (+e)? le)", 
p=0 


ou nous avons posé 


EQS tenth I= (1te)P". 
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Or, d’aprés les propriétés bien connues de la fonction de Mittag- 

Leffler, on a 
lim e-*° B,(g) = 0. 
Il en résulte que la série (3) sera convergente, si l’on a 
£ 
(l+e)|zje*<8<1, 

e’est-a-dire pour des valeurs de |z| suffisamment petites. La relation (2) 
est ainsi complétement démontrée. 

Maintenant, la formule de Hankel donne 


pratt 1 1 


si ferieas, 


T(en+t) 2a% 





en supposant tr > 0; donc 


(4) > p*"o(p)2”= pel (on+ 1) fO(e'z)i-"—"at, 


en posant me 
@(2) = 2p ‘o(p)s’. 


Nous supposerons le contour d’intégration L composé de deux droites 
paralléles 4 l’axe réel négatif et de Parc du cercle (décrit de l’origine comme 
centre) joignant les extremités —di et + 4% de ces droites. La dé- 
monstration de la formule (4) est immédiate si |z|<e™*, car alors 
|e'z| <#<1 pour tous les points du contour L. 

Les égalités (2) et (4) donnent 


(5) (2,9) = gaz f O(e'z)f(e"'t-*) "dt, 
ou : 
(6) f(z) =ST(on+z)e,2" 


La légitimité de la derniére transformation est évidente si 5 > 1, puis- 
que le rayon de convergence de la série (6) est égal & l’unité. 
2. Considérons le cas le plus simple, & savoir celui od l'on a w(p) = p*~’. 
Alors 
O(e'z) =(1—e'z)*. 


Les points singuliers de cette fonction sont les péles simples d’affixes 


t=—=—Igz+2nki (E=0, +1, +2,...), 
avec les résidus égaux 4 — 1. 
Considérons le contour C, formé par les segments des droites 


(7) R(t)—= Ath, F(t)——Arget (2h+1)2 
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et une partie du contour L (nous désignerons cette partie par L,). Le 
nombre positif A et le nombre entier positif A doivent étre choisis de 
maniére qu’on ait 
e~*>|2| >e-4-4. 
Alors il existera un nombre positif B tel qu’on aura, sur le contour C,, 
j1—e'z|“*< B. 


Ceci posé, Vapplication du théoréme fondamental de Cauchy au con- 
tour CO, donne 


k=+h 
f(er't-*) dt ['f(ev't-°) dt 2xi ev! 
Aires -{ Pda) +) Clasetany '(Cigsrteny): 


k=—h 








of nous avons désigné par M, la partie du contour C, composée des 
segments de droites (7). 

En effet, le rayon de convergence de la série (6) étant égal 4 l’unité, 
les modules de tous les points singuliers de la fonction f(e?‘t~°) ne sur- 
passeront pas l’unité. Par conséquent, en prenant 6 > 1 nous n’aurons pas, 
& Pintérieur du contour C,, d’autres points singuliers que les péles indiqués 
tout 4 Vheure. 

Faisons tendre h vers oo. Pour obtenir, dans le second membre de 
la derniére formule, une série convergente nous supposerons que 


C=C, =...=¢,_,=90, 


m étant un entier tel que om-+1>1. 
On trouvera ainsi la formule définitive 


e®! 


(8) P(z, p) — 2 cgi A res tsRy): 


La validité de cette représentation de la fonction analytique définie 
par le développement 


(9) P(z, 9) = Sp" *g(p*er)2” 


est démontrée par nous pour |z|< e~* (quelle que soit la valeur de ¢). 
Mais il est évident que la série (8) représente la méme fonction dans tout 
domaine connexe dont le cercle |z| = e~* fait partie. Cette remarque nous 
permettra de trouver les points singuliers de la fonction (9) en étudiant 
ceux de l’expression (8). 

3. Les points singuliers 4, de la fonction (8) sont donnés par des 
équations telles que 


(10) & =e*'(— Ign, +22ki)~*, 
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~ 


oi nous avons désigné par ¢ un des points singuliers de la fonction f(z). 
En effet, on voit sans peine que la convergence de la série (8) est uni- 
forme dans tout domaine fini ne comprenant pas les points singuliers de 
ses termes. D’autre part, chaque point z=, ne peut étre singulier que 
pour un seul terme de la série, car si lon avait, & cété de (10), la 
relation 


; 


f= ef '(—Lgn, + 22k'i)~*, 
€ étant un autre point singulier de f(z), il en résulterait 
jel"? +e |-* S 2a, 


ce qui est impossible. On peut remarquer, qu'il faut prendre, dans (10), 
k=0 — en désignant toujours par Lgz la branche principale du loga- 
rithme. 

Bien entendu, on doit prendre dans léquation (10), ainsi que dans 
toutes les formules précédentes, la branche principale de la fonction 2’. 
Cette condition suffit pour définir complétement la valeur de 7, qui 
correspond aux valeurs considérées de — et de py. En effet, puisque 





-i—1_1(¢-—8) 
€|"e , 


( aa Lg "Ne ) °= 
od nous avons posé 


wVr 


» id ' 
Ele, |ejsa, 





on doit avoir 
(11) #—oxrc<psb+on. 
C’est seulement pour les valeurs de q@ satisfaisant 4 ces inégalités, 


qu’existera le point singulier 7, correspondant au point considéré ¢. Le 
module du point ainsi défini est égal a 





wit —86 
(12) \n,|=exp(—|é * cos #— ). 

Outre les points singuliers donnés par les équations (10) la fonction 
Y(z,@) ne peut avoir qu’un seul point singulier, & savoir 7, =—1. Ce 
point sera en général singulier, car la fonction (z, m) est égale, dans le 
domaine du point z=1, & la somme de |’expression 


(13) (— Lgz)~*f(e*'(— Lgz)~°) 


et d’une fonction holomorphe. 


Construisons maintenant une espéce d’étoile en marquant sur chaque 
demi-droite issue de Vorigine celui des points d’intersection avec les 
diverses courbes (12), (11) (et le cercle R =1 si le point z =1 est singu- 
lier pour (13)) qui est le plus proche de lorigine. En désignant par 





~~ —_— —™ *4 -—™ 
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(R,,,~) les coordonnées des points de cette étoile (que nous appellerons 
étoile 2) on aura 


1 
(14) Tim |g(p*e*') |? = Ry’. 


La formule (14) est fondamentale pour la suite. Elle montre, en 
particulier, que, pour toutes les valeurs de ¢ telles que R, <1, la fonction 
g(p°e*') ne peut pas tendre vers une limite différente de oo lorsque p 
croit indéfiniment. Au contraire, si R, > 1, cette expression tendra régu- 
liérement vers zéro. Les renseignements sur l’allure de la fonction sur la 
demi- droite considérée sont donc particuliérement précis dans ce dernier cas. 
Mais il y a peu de chances pour que nous puissions, en disposant con- 
venablement du paramétre t, rendre ordinaire le point z=1 pour la 
fonction (13), sans quoi notre étoile 2 ne sortira pas du cercle de rayon 
égal a 1. 

4. D’aprés la formule (14), la croissance de la fonction entiére g(z) 
(sur les divers rayons argz =) est déterminée par la forme de l’étoile 2, 
cest-a-dire par la position des points singuliers de la fonction associée 
(6). Inversement, la connaissance de l’allure de g(z) pour z—+ oc rend 
possible la détermination des points singuliers de f(z) (voir mon Mémoire 
cité plus haut). 

Donec, les considérations précédentes nous conduisent 4 une espéce de 
dualité entre les théorémes qui fixent la position des points singuliers 
dune fonction analytique et les théorémes sur la croissance des fonctions 
entiéres d’ordre fini. Donnons-en quelques exemples. 

1° On voit immédiatement que, pour o > 2, c’est-a-dire pour les 
fonctions dont l’ordre est plus petit que 3, la limite supérieure de | g(p*e*‘)| 
est égale 4 l’infini pour toutes les valeurs de ¢. 

Pour o =2, il peut exister une seule valeur de q, telle que cette 
expression reste bornée. I] est nécessaire pour cela que l’étoile principale 
de la fonction f(z) n’ait qu’un seul sommet. 

Enfin pour les fonctions d’ordre o~* >}, la limite supérieure de 
|g(p°e*')| est égale & l’infini dans un angle d’ouverture au moins égale 4 oz. 

On retrouve ainsi, de la maniére la plus simple et la plus naturelle, 
le théoréme suivant de MM. E. Phragmén et E. Lindeléf®): 


*) E. Phragmén et Ernst Lindeléf, Sur une extension d’un principe classique de 
lAnalyse et sur quelques propriétés des fonctions monogénes dans le voisinage d’un 
point singulier, Acta math. 31 (1908), p. 385. 

Remarquons que notre raisonnement rend aussi intuitif cet autre résultat de 
ces auteurs (loc. cit., p. 406): Dans le cas ol o =00, la fonction h(¢) garde la valeur 
constante A pour toutes les valeurs de ¢. 
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Si Pon sait que Vordre dune fonction eniiére donnée n'est pas 
supérieur a@ un nombre fini o et que son module reste au-dessous dune 
limite finie sur certains rayons, disposés de telle maniére que Pp: 
compris entre deux rayons consécutifs quelconques soit inférieur a — 
peut afjirmer que la fonction se réduit a une constante. 

2° Supposons que le rapport n~"c,c,;; tend, pour n —+ co, vers une 
limite déterminée. Cette limite sera nécessairement de la forme o%e‘” et 


Yon aura 
I'(on+r)c, ae 


im Tentett)é: 





Par conséquent, d’aprés le théoréme bien connu de M. Fabry"), le 
point d’affixe e** est un point singulier de la fonction f(z). Nous avons 
ainsi le résultat suivant: 

Si, pour une fonction entiére g(z) = Sc,z" dordre o~* (la fonction 
étant supposée normale, c’est-a-dire du type 1) expression n~° ¢,c,.1 tend 
vers une limite déterminée dont Targument est égal a 0, on aura 

-0 


1 
lim | 9(p* e**)|? Se” 


b8—orgypsb+ona. 
Dégalité doit avoir lieu au moins pour p = #0. 
3° Lapplication du théoréme de Vivanti-Borel-Dienes‘) donne la 
proposition suivante *): 
St les arguments des coefficients c, dune fonction entiére g(z) = Sc, 2" 
(ordre o~* et du type 1) sont tous compris entre deux nombres yy’ et 
p”, tels que |p” — p’| <2, on aura 


1 
jim |9(p") |" =e 
el 
1 " 
Tim |9(p"e"') |? >" 
pour |p| <o2. 
4° On sait que M. Pélya, en adaptant convenablement les notions de 


la théorie des ensembles, a pu préciser le sens de la proposition d’aprés 


*) E. Fabry, Sur les points singuliers d’une fonction donnée par son développe- 
ment en série et sur l’impossibilité du prolongement analytique dans de cas trés 
généraux, Ann. Ec. Norm (3) 18 (1896), p. 107—114. 

*) L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, 2 (1927), 8. 280. 

*) Cf. G. Pélya, Math. Zeitschr. 29 (1929), 8S. 617. 
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laquelle une série de rayon de convergence fini, « écrite au hasard», ne 
peut étre prolongée au dela de son cercle de convergence*). 

En transformant, d’aprés le principe précédent, les résultats de M. Pélya, 
on a Pénoncé suivant: - 

L’ensemble des fonctions entiéres g(z) d'ordre o~* et du type 1, pour 
lesquelles on a, quelle que soit la valeur de ¢, 


1 
lim|g(p*e")|? =e, 
est « partout dense en toute direction» et ne contient que «des points 
intérieurs >. 

Lensemble des fonctions pour lesquelles cette condition n'est pas 
remplie n'est « jamais dense et parfait». 

Nous nous contenterons de ces exemples, qu’on pourrait aisément 
multiplier. 

5. Il est clair que les résultats du n° 3 donnent une méthode géné- 
rale pour la détermination des représentations asymptotiques des fonctions 
entiéres d’ordre fini. En effet, la série (9) n’aura, en général, qu’un seul 
point singulier 7, sur son cercle de convergence. Comme la nature ana- 
lytique du point 7, sera la méme que celle du point & correspondant, 
application de la méthode bien connue de Darboux’®) donnera la re- 
présentation asymptotique cherchée, dés que les points singuliers ¢ de la 
fonction f(z) seront étudiés. Sans entrer ici dans les détails, je me con- 


tenterai d’un exemple bien simple qui suffira pour faire comprendre l’esprit 
de la méthode. 


Prenons la fonction (o > 0,1 > 0) 


E, ,(2) —2 Fe +r) 


un peu plus générale que la fonction de Mittag-Leffler. En désignant par 
m un entier positif tel que om+1t>1, et en mettant 


@ 2" 
9(2)=2) Fonts)’ 
nous aurons, d’aprés (6), la fonction associée f(z)=2"(1—z)~* avec 


un seul point singulier fini § 1. Done, pour |p| < os le point d’affixe 


Ny = exp(—e7¢**) (9 = 07), 
*) G. Pélya, Uber die Potenzreihen, deren Konvergenzkreis natiirliche Grenze 
ist, Acta math. 41, p. 99—118. 
10) Mémoire sur l’approximation des fonctions de trés grands nombres et sur 
une classe étendue de développements en série, Journal de math. (3) 4 (1878). 
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sera un pole simple de la fonction auxiliaire ¥(z,q); cette fonction n’aura 
pas, d’ailleurs, d’autres points singuliers sur son cercle de convergence. 
La formule (8) donne 


egi(i-ré 


Ngee” 
— ( 
— + Z(2), 


¥ (2,9) = 
ot la fonction 7(z) n’a d’autre point singulier fini que z =1. 
Par conséquent, pour | argz| < }02 et |z| = p® (en désignant toujours 
par p un nombre entier), nous aurons, d’aprés (9), 
lim e-*ll° {g(z) — gze4-» e**} —0, 


|zj=a@ 
quelque petit que soit le nombre positif ¢. 
On pourrait préciser ce résultat, puisque la partie principale de la 
fonction z7(z) dans le voisinage de z=1 nous est connue, d’aprés (13). 
Mais je n’insisterai pas sur ce point, car il y a une autre méthode, 
en général plus commode, pour la détermination des représentations 
asymptotiques des fonctions entiéres d’ordre fini. En effet, les fonctions (1) 
et (6) sont liées par la relation suivante, facile 4 vérifier: 
f e~"*r*-* g(r? e**)dr =u" f(eviu-*), 
0 
oi K(u) >1. L’application 4 cette intégrale du procédé développé par 
M. Haar"’) conduit immédiatement au but. 


**) A. Haar, Uber asymptotische Entwicklungen von Funktionen, Math. Annalen 
96 (1927), S. 69—107. 


(Eingegangen am 3. 6. 1930.) 
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Uber die C-Summierbarkeit gewisser Reihen 
von Didon und Appell. 
Von 


Lothar Koschmieder in Brinn. 


Gegenstand dieser Zeilen sind Reihen, die nach den Polynomen eines 
gewissen Biorthogonalsystems fortschreiten. Diese Polynome Uy)... ma,» Vin... mn 





der n Verinderlichen z, (h =1,...,) werden von den Funktionen erzeugt 
Ln 2 in -> 0.@ F 
| (1 — Sa,2,) +X, Saz] = a oo Min il ae tte (Mae oe Me 
h h My -+ Mn 
n+es—1 
1m Ln Qo | er 
(1-2 Sa,z, + Saiz) me DG on Gin Vata ontttn (Mes ->+0 H)e 


ln 
wobei s eine natiirliche Zahl bedeutet und X,=—1— Sx? gesetzt ist. Sie 
A 


werden von P. Appell und J. Kampé de Fériet in dem Werke ,,Fonctions 

hypergéométriques et hypersphériques. Polynomes d’Hermite“*) ausfiihrlich 

behandelt*); ihre fiir die Reihenentwicklung grundlegende Eigenschaft ist 
ln 

die folgende. Wird dy,...dy,—dy und 1— Sy? = Y,, gesetzt und die 
a 

Gesamtheit der Unabhingigen x, bzw. y, durch x bzw. » abgekiirzt, so ist *) 


(n) 


s—1 
f Yn Up..tn(9) Vinr...ma(9) dy = 0, 


¥,20 
falls yi, —m,)* > 0; dagegen ist *) 
h 


(n) 





{ > 2 : r (*4*) ( 1) 1 
2 (s) (8) = n® \ u+s—1)! 
roe" Un, ... ma (9) Var, ...n (9) dy = 2u+n+s—1 r (2te=1) (s—1)! m,! ...m,! ’ 
2 


*) Paris 1926. — Wir fiihren dieses Werk weiterhin mit A.-K. an. 
*) Vgl. dort besonders 8S. 202—297. 
*) A.-K. 8. 263. 





388 L. Koschmieder. 





1, 

wo u~= Dy m,. Diese Biorthogonalitét ordnet einer im Bereiche X, > 0 
z 

willkiirlich gegebenen Funktion F(z,,...,z,) = F(z) die Reihen zu 





(1) Be? — > > An. sattty Vang. tag (Bo +220 Me)> 
& Mm, +..-+Mn=h 
r(*+3—) s-1 
_ 2u+n+e-1 2 (s—1)! ' ' % 2 (8) 
be 9 * r(>) (u+e—i! °° Te F(y) Om, ....m (9) dy 
2 
0,a@ , ’ 
(3) af a a ee en eee | 
M+... >My, =u 
(4) BE ..m _ 


(nm) 
a1 


m,!...m,! J Yn” F(9) Var)... mn, (9) dy. 


azo 


(“) 

_ 24+n+s—1 2 (s—1)! 
~s 2 3+1\ (e+s—1)! 
r(F) 








Qa? 


Ich werde U und 8 als Appellsche, im Sonderfalle s = 1 als Didonsche 
Reihen bezeichnen‘*); zur Abkiirzung setze ich n=, a = Uy, ...m, USW. 
Uber die Darstellung von F durch die Reihen U, ge laBt sich das 
Buch von Appell und Kampé de Fériet wie folgt vernehmen’): 
«Etant donnée une fonction F(z,,...,2,), définie dans le domaine 
X,, =>0, supposons que l’on ait pu former l'un ou lautre des deux déve- 
loppements 
Plies.) BAe VO ces 
Pi.) > Fee en, 


les coefficients Ay) m,, By’ .m, tant calculés par les formules (2) ou (4). 

On est naturellement conduit a se poser les questions suivantes: 

1° A quelles conditions les séries (1) ou (3) convergent-elles dans le 
domaine X, > 0; convergent-elles uniformément? 

2° Si ces séries convergent, 4 quelles conditions représentent-elles la 
fonction F(z,,...,2,) dont on est parti pour le calcul des coefficients? 

On est loin de pouvoir méme esquisser une réponse générale 4 ces 
deux questions, dans l'état actuel des connaissances sur les développements 
dune fonction de plusieurs variables en série de polynomes par la méthode 
de Fourier. 


*) Diese Namen wahle ich unter Bezugnahme auf die geschichtlichen Bemer- 
kungen in A.-K. 8. 224f., 8. 259f. 
*) A.-K. 8. 296. 








~~ = = 2 a. <'o co OOO = Se 


=. 
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Tandis que pour le développement d’une fonction d’une variable en 
série de polynomes V,s.’(x), et spécialement de polynomes de Legendre 
V,,(z), des travaux approfondis (de Darboux, Heine, Burkhardt, la Vallée 
Poussin, Kogbetliantz, etc.) ont permis d’établir des critéres extrémement 
généraux de convergence et de construire des procédés de sommation de 
plus en plus puissants, on ne posséde jusqu’é présent aucune indication un 
peu générale sur les conditions de convergence des séries de polynomes 
Vint...tq OU Upn,...sua-? 

Indem ich die Konvergenzfrage einstweilen noch zuriickstelle, beab- 
sichtige ich hier zu zeigen, wie man zu recht allgemeinen Aussagen iiber 
die C-Summierbarkett der Reihen (1) und (3) gelangt*). Dieses Ziel 
erreiche ich in zwei Schritten. Durch den ersten (I) fiihre ich die Appellsche 
Reihe % auf die Didonsche B zuriick (§ 1). Dabei benutze ich die 
bemerkenswerte Formel (7), die mir anderwarts nicht begegnet ist; ich 
beweise sie in § 2. Die Reihe 1 erhalte ich (§ 3) aus 8 dadurch, daB 
ich mit Hilfe der Formel (13) die Summe der zu einem bestimmten Werte 
von yu gehérigen Glieder in (1) auf die Summe der entsprechenden Glieder 
in (3) umrechne. Beim zweiten Schritte (II) nutze ich den Umstand aus, daB 
($4) die Didonschen Reihen sich als Sonderfille der Laplaceschen Reihe 2 
auf der (n + 1)-stufigen Uberkugel des (nm + 2)-stufigen Raumes ansehen 
lassen’). Kampé de Fériet hat bei besonderen n, ¢ selbst darauf hingewie- 
sen*), daB u™, B dieselbe Konvergenz zeigen wie 2, ist aber auf die 
Konvergenz von & nicht niaher eingegangen. Ich untersuchte, indem ich 
mich auf gewisse von E. Kogbetliantz®) herrithrende Abschitzungen bei 
Gegenbauerschen Reihen stiitzte, die Summierbarkeits-Bedingungen von 2 
und folgerte daraus diejenigen von Ul, %. Uber beides berichtete ich vor 
einiger Zeit miindlich*®); wenn ich hiermit meine damaligen Ergebnisse (II) 
zum Druck gebe, brauche ich jetzt mehrere wesentliche der auf & beziig- 
lichen Satze (§ 5) nicht mehr zu beweisen, da sie sich in einer Abhandlung 
von Kien-Kwong Chen") iiber die Summierbarkeit von 2 hergeleitet finden, 
die um die Zeit meines Vortrages erschien. Wahrend Kien-Kwong Chen die 


*) Fir n=2, s=1 (den Hermiteschen Fall) habe ich die einfachsten Summie- 
rungssitze in einer friiheren Arbeit aufgestellt (Math. Annalen 101 (1929), S. 120—125), 
als deren Fortsetzung die vorliegende anzusehen ist. 

”) AK. 8. 308f. 

*) C.R. Acad. Sc. Paris 158 (1914), 8. 381—385. 

*) E. Kogbetliantz, Journ. math. pures appl. (9) 3 (1924), S. 107—187. 

10) ,Ober die C-Summierbarkeit gewisser Verallgemeinerungen der Laplaceschen 
Reihe,“ Vortrag bei der Naturf.-Vers. in Hamburg am 20. 9. 1928. 

™) Kien-Kwong Chen, Sc. Rep. of the Téhoku Imp. Univers. (1) 17, 8. 1073—1089; 
Septbr. 1928. — Die von uns behandelten Polynome mehrerer Verianderlichen kommen 
in dieser Arbeit nicht vor. 

Mathematische Annalen. 104. 26 











390 L. Koschmieder. 


Reihe 2 in der Richtung untersuchte wie T. H. Gronwall die gewdhnliche 
Laplacesche Reihe L, werde ich zum Schlusse (§ 6) die neuartigen Uber- 
legungen, die L. Fejér’*) itiber L angestellt hat, auf 2 ausdehnen und die 
Anwendung auf U1, % machen. 


I. Zurickfihrang der Reihen von Appell auf Reihen von Didon. 
§ 1. 
Appelische Reihen als Didonsche Reihen von m +s —1 Verinderlichen. 
Wir betrachten die Didonsche Reihe von n + s — 1 Veranderlichen 


(5) pS a. oe ra a ae ae eee Za Vasa? ro oe 


die der Funktion G (z,, ..-, 2, %,439+++» Ta_—1) Zugehdre, sc daB sich die 
Beiwerte A nach der sinngemaé8 verinderten Formel (2) bestimmen. Jetzt 
sei im besonderen die Funktion G von den letzten s —1 Verianderlichen 
unabhangig; sie werde durch F(z,,...,z,) =F (r) bezeichnet. Dann ist, 


1,n+e—1 
wenn man 5S’ m,=M setzt und die Gesamtheit der Unabhingigen z, 
E 


bzw. y, (k=1,...,m-+8—1) durch % bzw. Y) abkiirzt, 


2 2M+n+s—1 n+s—1)\ m,!...m.,,_,! 
(6) Arg, ...ma42-1 = u+a—1 r( 9 ) M! text 








2x *# 
(n) (s—1) 
~< f F(y)dy f Om... mates (DQ) dyis--- 2H. 3° 
Y,20 n+s—1 20 


Ist auch nur einer der letzten s — 1 Zeiger, etwa m,,,, von 0 verschieden, 
so ist der zugehérige Beiwert A gleich 0; denn, von einem unwesentlichen 
Faktor abgesehen, hat er nach dem fiir die Polynome U giiltigen Gegen- 
stiicke der Formel von O. Rodrigues**) den Wert 


(n) (s—1) 
. 





er 
nt+s— 
| F(y) dy | ay”™ ymin tata Wate: 
Y¥n220 Yuis—1. 20 eat are-t 


Die unter dem inneren Integralzeichen zuerst nach y,,, ausgefiihrte Inte- 
gration ergibt eine (M — 1)-te Ableitung des Ausdrucks ) pd s-1, Zu nehmen 





an den Grenzen + V1 -- ui —... SP a ee —...— Yore-3; an 
diesen beiden Grenzen aber verschwindet die genannte (M— 1)-te Ableitung 
als Polynom, das gewi8 den Faktor Y, enthalt. Es bleiben also in 


+se—1 


18) L. Fejér, Math. Zeitschr. 24 (1925), S. 267—284, bes. S. 277—280. 
18) A.-K. 8. 272, (30), (84). 








Reihen von Didon und Appell. 891 


der Reihe (5) mit den Beiwerten (6) nur die Glieder stehen, bei denen 
die letzten s — 1 FuBmarken an A und V die Werte 0 haben. Jetzt greift 
die Formel ein**) 


Van, ...1q0...0(%) = Vany...ma (2)3 
ihr zufolge nimmt die ET Reihe die Gestalt an 


DAm,....my0...0 Og 


So kommt in der Tat die Appellsche Rethe (1) von n Verdnderlichen als 
Sonderjall einer Didonschen Reihe (5) von n-+-8s—1 Verdnderlichen 
zustande, wenn man beweisen kann, daB 


(8) 
Ag,...%90...0 —_— Ag, ... te , 


dies aber ergibt sich im Hinblick auf (2) sogleich aus der in §2 zu 
beweisenden Hilfsformel 
(s—1) 


(7) f Unm,...m_0...0(D) GY, 54 +++4Y ny ga 


Yris-i 20 
4—1 


#2. oi(e=1p i. wo 
r(*+4 . ae 1)! Ae Om m, (9). 








§ 2. 
Beweis der Hilfsformel. 


Mit Riicksicht auf die Formeln**) lat sich (7) bei Gebrauch der 
Abkiirzung dy, ,,...dy,,,,_, =m 8o schreiben 











(s—1) 
au wi -1 
(8 . ate as i Bs a! ony 
dy ...dya" vais ( 8+1\ ay™...ay™ 
ne 20 : n P\u+ 3 ) et n 


Diese Beziehung leiten wir bei festen n,s durch vollstandige Induktion 
hinsichtlich der Ableitungsordnung z. B. in y, her. Zuniachst ist namlich 
fir u=1, m,=1 














(s—1) a (s—1) a 1-1 18) 
ih 2 dati —— sia” a * 2 
J ee J “7 re) : 
Ynys—1 20 Yn+s—: 20 2 
a—1 pt 2} 
5 tam az.” 
~ 1/8+8\ dy, 
r(*F) 
14) A.-K. 8. 246. 


15) Den Wert von (8) fir «= 0 tibernehmen wir von A.-K, 8.251. 
26* 
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Jetzt bleibt zu zeigen, daB unter der Annahme (8) auch gilt 


(e—1) = &+3 
lyuti = «+1 yh 
th Yi+e-1 2 (u+1)! se _ Pl 


(9) dn=x : 
} P(u+ 25>) au Song. -oug 








ayy t* ay... aya 
Ynis—. 29 


Fiir die linke Seite von (9) ergibt sich 


(s—1) 

















a*(y, Y* ) 
(10 asi oth “ate-1) 
te +4) dy™ ...ay™ . 
Prais—i 20 . 4 
(e—1) A 
ah ™, am y* a™— y# 
=-—2 Se! ¢ Sten! 1 on nt+e-1 d 
(# +1) em . éy™ . dy" ” 
Yais—i 20 
(s—1) (s-) ‘ 
. a“y" ge-tye 
=—2 »| | —_***-_dntm { ste-*— dn}. 
(u+D\% dy™...dyn" etm, dy *ay™... ay 1 
Yuts—. 20 Patric ; 
Aus der Annahme (8) folgt aber, daB auch 
~ Th 1 > u! gery ee 
‘11 = = : 
(11) dy™—* ayy... aya ’ r(u+2¢) dys * ay... aym 
Yu+s—1 20 2 
Denn wenn man das Integral linker Hand in der Gestalt 
+V¥n (s—2) 
12 d on Tatent _g d 
( ) Yuna ay™—*ay™...ay™ Ynia-*: Jase-i 
-Y¥. Yapi20 * 2 ' 


nach y, ableitet, so verschwinden die beiden Glieder, die davon herriihren, 
daB die Grenzen des duBeren Integrals von y, abhangen; jedes dieser 
Glieder hat namlich ein Integral zum Faktor, dessen obere und untere 
Grenzen denselben Wert 0 haben. Es bleibt 





+V¥, (s—2) . 
6 of | 
49,41 5y, { ay Tay... ayme Unt Ente: 
-VY, Pris. 20 
Die Wiederholung dieses Schrittes fiihrt zu dem Integral 
(s—2) +V Yunis. ‘ 
a en _vate-1 
19, 41-++FY n+ o-2 Fy ay™—"ay™...ay™ Yn+s-1) 
Yate1 20 -V¥nien 
weil der letzte Integrand den Faktor Y,,,_, enthalt, verschwinden wieder 
die Glieder, die davon herriihren, daB die Grenzen + /Y,,,_, von y, 


abhangen, und es bleibt genau die linke Seite von (8). — Zum Abschlusse 
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des Beweises von (11) geniigt jetzt die Feststellung, da linke und rechte 
Seite von (11) z. B. fiir den Wert y, = 1 — y?—... — y? iibereinstimmen. 
Setzt man ihn ein, so fallen untere und obere Grenze des Integrals (12) 


im Werte 0 zusammen, und die rechte Seite von (11) verschwindet wegen 
+1 


ihres Faktors Y,*— , 


Wenn man in den dritten Ausdruck (10) statt der beiden Integrale 
die Werte (8), (11) einfiihrt, so erhailt man 





Sah a—1 
s-1 “ ut 2 unl ut ra , 
—22? ( ) 5( * * , 


/ 1 +m, -1 
r(u+ ++ dy] dy... ayn éy”™ Oy” ..-89R” 


und von dieser GréBe bestatigt man leicht, daB sie gleich der rechten 
Seite von (9) ist; man fiihrt dazu die durch die drei Formen von (10) 
angedeutete Rechnung in umgekehrter Richtung durch. — Der Ubergang 
von (8) zu (9) bleibt in Kraft, wenn «>1 und m, = 0 ist. 


§ 3. 
Die Reihe un. 


Die Reihe U (3) gewinnt man aus 8 (1) mit Hilfe der Beziehung 
(18) ZX __m,! I! Oimy.ma(E) Van...tma( 0) 


Mit... tM 











= FS m!...m Ue. ma() Var’...ma(E)> 


M,+ ...+M,=" 
die wir jetzt beweisen werden"), Dazu benutzen wir die Darstellbarkeit 
der Polynome U durch die Polynome V™ gleichen Gesamtgrades  **) 


(14) Un-.malE)= ae eas Vat.seng (EB); 
Mit... +m,= 
hierbei ist > 


ijn 1.” 
mi = m+ 2%, Jin=0, 2 mh = H. 


Bildet man (2) mit F= U,".», und bedient sich der Umformung**) 


(n) $1 
JS Yn" P(t) Um...ma(9) dy 
Y, 20 
s+1 (n) - 
a r( ) (u+e—1)! 1 a a Fo) gy 
~ ol r (u+2$1) (e—1)! m,!...m,! as ay™...aym™ 





Yn20 








6) Eine Shnliche Formel fir ungerade s, die fir s=1 mit (13) tbereinstimmt, 
geben A.-K. 8.318. Fir n=2,8=1 vgl. ebenda 8, 317. 

1”) A.-K. 8. 285. 

18) A.-K. 8. 283. 
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so findet man 
+s—1 
r(* ) (m) s—1 
1 \ 2 n+e—1 B+ ’ 
x? 2" P\e+ >) ) y,20 
wo 


o* US an (9) 


ay™...ay™ 
Diese GréBe ist fest, weil Ux’... ein Polynom vom Gesamtgrade y ist). 
Um den Wert von b;, zu bestimmen, suchen wir den Beiwert ¢,,: _ 
des Potenzproduktes y™.. ym in hag re 


In der Absicht, dazu die 
Formel (7) zu benutzen, ermitteln wir "erst den entsprechenden Beiwert in 




















oD) = cu 1 *(1-yf—...— 984-1" ”) 
m,!...m,! ay™...aym™ 
ay r cel a anette 
2" 5.2! Og... ay. Seete ee ; Ho! #,!. o«Sietent! 
_ (2 2i,)! 
u! m, + 2%,)! , ‘ ‘ 
— , ——— rgibt sich jetzt nach 
7 2" EN eases IN, ee 8 _ (7) 
in 
. _ (w+e—1)! 1 (2m, + 2i,)! 
mim, ~=—So(@— 1)! Em! (my + iy)! (my + 2H)!” 


ferner };, = mj!. +2 Mg! Cy? on? 3 Taithin erhalt man aus (15) durch kurze 
Rechnung*’) 











n+s—l1)\ a1 
(16) Y.. fo r( 2 ) (u#+s8-—1)! FHT Satte. ) 
My +++ My r(n42ti—) ¢ (s—1)! gi" m,!(m,+%,)!° 


Nach (16) kann man die linke Seite von (13), abgesehen von den in 
(16) vor JJ stehenden Faktoren, schreiben 
h 


in 
2m, +2 . . 
2 Py mat i,)! Van. +3%, rae: mat2in(Z) Var mn (9) 


Mm, + ...+Mgme i,t... tipg=O A 
2m, —2%,)! o's (8 
™ » , 2 [[ om=2%" ay Vat... i(k )Vn — mi! —ig(9)s 
mit...+miapit...tin=O h 


und das ist bis auf den genannten Faktor die rechte Seite von (13). 








”) A.-K. 8. 268f. 

®) Sie verliuft ebenso wie die von A.-K. auf 8.287, Zeile 18 bis 22 durch- 
gefihrte Rechnung. Zum Schlusse benutzt man die Formel (30) des Textes. 

*1) Diese Formel erginzt die vorliegenden Angaben iiber (16) insofern, als die 
ausdriicklichen Werte der @ nach A.-K. 8. 286, FuBnote, erst fiir s == 1 berechnet sind. 
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IL. Summierbarkeit der Reihen von Didon. 


§ 4. 
Die Didonschen Reihen als Sonderfille der Laplaceschen Reihe auf 
der Uberkugel. 
Im R,,. sei K die (n+-1)-stufige Uberkugel mit dem Halbmesser 1 


(n+1) 


um den Ursprung O; es bedeute Q = ] dw ihre Oberfliche**). P, Q seien 


Punkte auf K; der Winkel der Strahlen OP und OQ heibe y, OS y <a, 
und es seien A,(cosy) die aus der Entwicklung 


ade, il 
(1—2bcosy+ 6°) *= 3b" A, (cosy) 


entspringenden Gegenbauerschen Polynome. Ist dann /(Q) eine integrier- 
bare eindeutige Funktion des Ortes Q@ auf K, so ist die ihr in P zu- 
gehérige Laplacesche Reihe**) 


(n+1) 


0,2» 
(17) i= a (H + 3) f f(Q) A, (cosy)dm. 
” k 


Wir fiihren jetzt die zonalen Koordinaten™) 0, x,,...,2,,@ des Punktes P 
ein, die mit seinen cartesischen z,,...,2,,, wie folgt zusammenhingen: 


< 





o=Vel+...422ye, z,=o02,, A=l,....%, |%/$1, 
Znr1= OX, csp, 2,2 =eVX, sing, OS p<2z. 


Entsprechend lauten die Beziehungen zwischen den beiden Arten von 
Koordinaten 6, y,,...,¥,,y und w,,...,w,,, des Punktes Q. /f(Q) ist 
dann auf K (o =1) Funktion der y, und von y. Im besonderen sei / 
von y unabhangig, eine Funktion F(0.) = F(y) des Ortes O(y) im Be- 
reiche Y,>0. Dann geht, da 

(18) dw =dydy 

ist *®), 2 iiber in 


0,0 (nm) 2x 
19) B= DY (ut) f rapa f 4, (cosy) ay. 
“ ¥,20 6 


Bea n Ton 
%) Es ist Q=22! [r($+)| nach A.-K. 8, 208, FuBnote. 


*8) Vgl. Kien-Kwong Chen *), 8. 1073 f. 
%) A.-K. 8, 211. 
%) A.-K. 8. 212. 
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Nun besitzen aber die Polynome A, ein Additionsgesetz: Es ist **) sind 
1 die 
A,(0o8y) ==; 3) my! tg! Orn, ...mma (E) Vy ..ma (9) rel 


m+... +m," 
i,” - had 


(F+#) (2k)! Fer abe) paaken m < 
+25 (3) Gorbie ke Ye Dy halen inl ON) int (0) cosk(p—y). 
2 jit... tin=a—k 





Ub 
Integriert man nach y von 0 bis 22, so erhalt man unt 

nis 
(20) fi (cos y)dy—= 2% Sm! ... m4! Uae E) Pa); 

M,+...+M_= sch 
wegen der Symmetrie der liriken Seite in und y — oder wegen (13) dor 
ist auch We 

Se 
(21) [4 (008 p)dy—2% SP ml... Uy. a9) Vom (E): 

Mm, +...+Mg= 4B pi 
Nach (20), (21), **) entstehen aus (19) in der Tat die Didonschen Reihen U, 8 - 
als Sonderfille von (17). st 

N 5. ke 

Summierbarkeit an Stetigkeitsstellen. . 

Der einfachste Satz iiber die C-Summierung der Reihe (17) lautet: ti. 

Ist 6>n-+-1, 80 streben die (C,5)-Mittel der Rethe 2 einer auf der at 
Uberkugel K beschrankten, dort integrierbaren Funktion f(Q) =f (y,,---5 Yn» ¥) k 


an jeder Stetigkeitsstelle P von f dem Werte f(P) zu. Alle diese Mittel 
liegen zwischen unterer und oberer Schranke der Funktionswerte. 

Diesen Satz gibt zwar Kien-Kwong Chen nicht an; ich brauche gleich- 
wohl auf den Beweis nicht naher einzugehen, weil er genau so verliuft a 
wie im Falle n= 2, bei dem ich ihn in allen Einzelheiten durchgefiihrt 
habe*’). Wesentlich ist, 05 nach E. Kogbetliantz**) die u-ten (C, d)- 


Mittel**) der Kernreihe y (u +$) A, (cos y) 
“ 


S{"(cos y) > 0 


%) A-K. 8. 312. ‘ 
*7) A.a.O. *). — Um zu unseren Bezeichnungen im R,,, tiberzugehen, hat man 
a.a. 0. *), S. 122—124, n durch w, 3’ durch 6, ferner den Nenner 2* dort in (6) 


durch nQ/2 zu ersetzen, welches auch der Wert des Integrals - 6!(c08 y) do ist. 
. Kogbetliantz *), 8. 179. 
*) Vgl. zB. %), 8. 122. — Dort s(cosy) heiBt hier ©{%(cos 7). 
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sind im Bereiche 0<y< a, wenn d6>n-+1; dieser Umstand gestattet 
die Anwendung des ersten Mittelwertsatzes auf das Integral, durch welches 
das u-te (C,4)-Mittel der Reihe 2 dargestellt wird. Die zweite Aussage 
des Satzes ergibt sich dadurch, daB man die vorausgesetzte Ungleichung 
m<f(Q)<M mit S{"(cos y)>0 multipliziert und dann iiber K integriert. 

Indem wir in einem Raume ,,, den Bereich X,<1 als n-stufige 
Uberkugel & mit dem Halbmesser 1 um den Ursprung © ansehen und 
unter %(r), O(y) Punkte in & verstehen, erhalten wir aus dem Ergeb- 
nisse iiber 2 fiir die Reihen 1, 8 unmittelbar den Satz*°): 

Ist 6 >n+1 bew.d >n-+ 8, 80 streben die (C, 5)- Mittel der Didon- 
schen bzw. Appellschen Rethen einer in der Uberkugel & beschrdnkten, 
dort integrierbaren Funktion F() an jeder Stetigkeitsstelle % von F dem 
Werte F(Q%) zu. Alle diese Mittel liegen zwischen unterer und oberer 
Schranke der Funktionswerte. 

Der erste der von Kien-Kwong Chen**) iiber 2 aufgestellten Sitze, 
welche die Ordnung 4 erniedrigen, besagt folgendes: Ist 6 >n, so streben 
die (C,6)-Mittel der Reihe 2 einer auf K absolut integrierbaren Funk- 
tion f(Q) an jeder Stetigkeitsstelle P von f dem Werte f(P) zu. Sie 
streben ihm gleichmaBig zu in jedem Gebiete, das dem Innern des Stetig- 
keitsgebietes von f angehért. — Hieraus folgt: 

Ist 6>n bew.d >n-+8—1, 80 streben die (C, 5)- Mittel der Didon- 
schen bzw. Appellachen Reihen einer in & absolut integrierbaren Funk- 
tion F(Q) an jeder Stetigkeitsstelle 3 von F dem Werte F(Y) zu. Sie 
streben ihm gleichmafig zu in jedem Gebiete, das dem Innern des Stetig- 
keitegebietes von F angehért. 

Der Hauptinhalt des zweiten der Sitze Kien-Kwong Chens ist folgender: 
Auch wenn ><6<n ist, streben die (C,4)-Mittel der Reihe 2 einer 
auf K absolut integrierbaren Funktion f(Q) an jeder Stetigkeitsstelle P von f 
dem Werte f(P) zu, sofern die Gegenpolbedingung erfiillt, d.h. das Integral 

(n+1) 
(22) C ~} LA@r| de 
sin® y 


vorhanden ist**). — Der Ubertragung dieses Satzes auf die Reihen U’, 8” 


®) Die Satze tiber die Appellschen Reihen folgen aus denen iiber die Didonschen 
durch den in I entwickelten Zusammenhang. 
(atl) n 
*) Das tritt ein, wenn T =J \f(Q)| D *dq@ vorhanden ist, unter D den auf K 
gemessenen Abstand des Punktes Q vom Gegenpol Pci, 2, 21, —Z_, P+) des 
Punktes P(1,z,,...,2,,@) verstanden. 7' ist vorhanden, wenn / beschrinkt ist, oder 


wenn auch nur |/|< const. D-” und r<Gtl ist. 
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sei folgendes vorausgeschickt. P sei der Gegenpol**) von P auf K. Durch 
eine zu O Pbzw. O P senkrechte Uberebene im Abstande cos e von O (0 <e< x) 
zerfallt K in die Hauben K, bzw. K,, die den Punkt P bzw. P enthalten, 
und den Giirtel K, = K — K,— K,. Wir behaupten, da8 bei der beson- 
deren Annahme /(Q) = F(Q) 


(n+1) n 


n n (n) 
-= —+1 =. 2 
(23) f |r(@)|sin "pdm <2" a { |P(Q)|D Pay 

kK, w 

ist, wo D den Abstand des Punktes vom Punkte $(—zx,) bedeutet. 


Es ist namlich, wenn 


i,n i,n 
(24) ay=t*, Sy=8° 
i i 
gesetzt wird und ¢ den Winkel der Strahlen OP, OO bedeutet, 
in 
(25) cosy = 32,9, + 1X, VY,.0c08(p — y) *) 





= 18 cost + Yi—r* ¥1 — 3* cos(y — y); 
da 


in 


D*= S(z,+y,)* =r? +218 cost + 3° 
A 
ist, gilt mithin 
2(1 + cosy) —D*>(fi—r* — y1— 8%)", cos BF. 





Fiir den auf K, beziiglichen Teil C, von C erhalt man daher, weil dort 


y> > sin 5 >24 ist, in der Tat 


(n+1) n n n . (n) i 

a = —+1 e : 

0, =f [(@)|2 *sin * Foe * Law <2* "a { |F(O)|D *ay. 
k, : 

Im Hinblick auf (23) ergibt sich nunmehr fiir die Reihen UB“ der 

Satz **): 


Auch wenn + <8<n bew. ete <éd<n+8—1 ist, streben die 


(C, 6)-Mittel der Didonschen bzw. Appellschen Reihen einer in & absolut 
integrierbaren Funktion an jeder Stetigkeitsstelle % von F dem Werte F(%) 
zu, sofern das Integral 





(n) 


(n) 
(26) cm { 1D 4y baw. (27) C= | FCO ¢y 
x 2* 


uta 
zg ®D 
vorhanden ist. 


%) AK. 8. 197, 220. 








wt wh Oe 


~ 
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§ 6. 
Summierbarkeit an. Unstetigkeitsstellen. 

Kien-Kwong Chen hat durch seine Satze die Ergebnisse Gronwalls 
iiber ZL, die sich auf Stetigkeitsstellen beziehen, auf 2 verallgemeinert. 
Wir werden jetzt Fejérs neue Untersuchung der Reihe L ™*), die gewissen 
Unstetigkeiten der Funktion an der Entwicklungsstelle gilt, auf 2 und 
damit auf U, 8 iibertragen. Es gelingt, fir >< die (C, 5)-Summier- 
barkeit der Reihe 2 einer auf K absolut integrierbaren Funktion f in P 
zum Werte % auch dann darzutun, wenn f dort unstetig ist, sofern nur 


(n+1) 


: . 1 
(28) lim 3 { |1(@) —3|do =o 
Ke 


ist, wo 2, den Inhalt der Haube K, = K, bedeutet. Fiir 3 <d<n ist 
diesen Voraussetzungen die weitere (22) hinzuzufiigen. 

Um aus (28) eine bequemere Aussage zu folgern, wahlen wir P als 
Pol eines Systems sphiarischer Polarkoordinaten®) 1,,...,17,,y, so dab 
t, = 0 in P. Dann ist**) cosy =cost,. Aus 
(29) dw =sin"z,sin"~*1,... sint, dt, ...dt,dy 
ergibt sich 


e a a 2x 
Q, = fsin" 1, dz, fsin"~*t, dr, ... f sint, dr, fdy; 
0 0 0 U 


mit Hilfe der Formel 











4 h+1 
r\—+— 
(30) | sinteae = yes) 
é (¢+1) 
erhalt man daher mre 
, Q x? 
31 1] he Gp <a " 
(31) eek anes r at) 


Es bedeute dé das Flichenelement und = die Oberfliche®) der n-stufigen 
Uberkugel H vom Halbmesser 1, und es sei 


(n) 


(32) Jr(Q)ae= 2% (x); 
53) A.-K. 8. 202 f. 
%) Vgl. Kien-Kwong Chen **), 8. 1074, 1076. 
(n) 


%) Es ist dw =sin"+,dr,d& und sa fapnan® [r(S)] nach *), 
H 
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man findet mit Hilfe der Ungleichung 


(38) sint>—t, O0<t<%, 
— & 
daB 


(n +1) e (n) 


(34) f 1@)—Blawat, f sin rae J (rca —aas| 
RE; 0 


1 n 
in| | W(r) —Fl dr. 

0 
Bei dem in der letzten Zeile angeschriebenen Ausdrucke, der nach (28), 
(31) mit e—-0 gegen 0 strebt, machen wir uns folgende Bemerkung von 
Fejér**) zunutze: Strebt fiir irgendeinen Wert von », »>1, die GréBe 





> (2)z 


— aor 





ve~"f\x(x)|r"~* de gegen «, wenn e—+0, so gilt dasselbe fiir jedes reelle 
0 


»>1. Wenn man im Vordersatze Y(t) —F—=—yz(rt), n+1l=», 0=« 
setzt, erhalt man aus dem Nachsatze fiir y = 1 


(35) Jim, #(t)=0, wo (1) =4 [i x(x) ar; 


fortan wollen wir (28) durch (35) ersetzen. 
Jetzt betrachten wir das yu-te (C,d)-Mittel der Reihe 2 


(m+) 

J = (oon) = 5x f 1(Q)Es" (one) do 82), 
Zum Nachweise, da8 
(36) lim J, =, 


a) 


zerlegen wir J, in drei Posten J, J,’, J)” entsprechend der Zerlegung der 


Kugel in K,, K,, K,. Wir kénnen dann die von Kien-Kwong Chen **) ge- 
fiihrten Beweise dafiir, daB 


(37) lim J =0, (38) lim J” =0 
ist, unverandert iibernehmen. Um zu zeigen, daB 
(39) im, J; = F, 


schreiben wir J/ auf Grund von (29), (32) in der Gestalt 
(n+1) 


I= 25 fxs) (cousin "sds+ Big J E,"(cors) dw=Z,+2Z,. 


%) Fejér *), S. 282f., FuBnote *). 
87) Wegen der Bedeutung der Zeichen ve. “), *. 
%*) Kien-Kwong Chen "), 8S. 1082ff. 
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In 


(n+1) m+) 
2, =% 25 | 62008.) do — 5 5 { Si (cos,) do = 2, — 2, 
,.4 E+; 


ist Z, = § nach *’); Z, strebt fiir ~—+co aus denselben Griinden**) wie 
J, J, rm dem Werte 0 zu. Nun zu Z,! Wir verstehen unter f eine beliebig 
ideine positive GréBe und wahlen « so, daB 0< @(t)<f, wenn 0<it<e; 
das - nach (35) méglich. Unter der Annahme «> e~* zerlegen wir Z, in 


”" 
25 [xe ee ’(cos 1) sin "rdr4+ 25 5 fet 1 ® (cost) sin” tdt=Z, 4%. 
0 


n 


- 


Bei Z, benutzen wir die Abschitzung **) 
|S." (cost)| <e,u"**; 
c, und weiterhin c,,... bedeuten positive, von « unabhingige Festwerte. 


Weil sint < u~*, finden wir mit Riicksicht auf (35) 
1 


a 1 1 
|Z,|<¢,u 14, (ig()|ée—e,@(2) <¢,8, 
0 


sobald y« hinreichend gro8. Bei Z, bedienen wir uns der Abschitzung‘®) 
n n nn. n 
|€2(008)| <eqain~@*? © gin Pept? sin” (8°) 4 gin Fe pt; 


wir erhalten unter Heranziehung von (33) 
-1 
Z| <equ® “fiat (e))eF ae peg am® f [a (e) |e? 
1 
x 
ferner mit Riicksicht = (35) durch Teilintegrationen 


|Z, | cant fe toc [Ta + (041-§) J cnet ay] 
teen fenton |D oa 1 tafe ax} 
c,(ue)® Ble) +6, 0(2) +e,(ue)® "B+6,8 
Hey (me)* (6) +68 (Z) +0 (me) Bb +68 < op 


3°) Kogbetliantz °), 8. 134. 
) Kogbetliantz *), 8. 129. 
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fiir hinlanglich groBe 4. Damit ist (39) und also wegen (37) und (38) 
auch (36) nachgewiesen, und es kommt folgender Satz zustande: 

Ist 6=>n, so streben unter der Bedingung (28) die (C, 5)-Mittel 
der Reihe 2 einer auf K absolut integrierbaren Funktion f(Q) an der 


Stelle P dem Werte & zu. Dasselbe gilt sogar auch fiir < <d6< n, wenn 


zu den vorstehenden Bedingungen die weitere hinzutritt, da das Integral (22) 
vorhanden ist. 

Bei der Anwendung des Satzes auf die Reihen Ul, %, also auf den 
Fall ((Q) = F(0) nehmen wir an, daB, wenn &, im RK, ,, eine ganz in & 
gelegene n-stufige Uberkugel um { mit dem Halbmesser ¢ und f, ihr 
Rauminhalt ist, 


(n) 
(40) lim + {| F(Q) — lay =0 


& 
ist. Nun ist 


(n+1) (nm) 


(41) 2 FQ) -— Bldw < 2a f| F(Q)— Flay. 


Bei der Annahme 0 < y <« leitet man namlich aus (24) fiir das Quadrat 
des Abstandes 4 = $OD ’ 


i,n : 
A*= 3} (x, —y,)° =" — 2r8cost + 8° 
h 
leicht her, da8 


2(1—cosy)— 4°20, O05 4<¢ 2sin 5 < 2sin > 
ist. Hieraus folgt 


(m+1) (n+1) (n) 
J \@Q)-Sldws J |F(Q)-Fldw <2af| F(O)— Flay. 
* 45S 2sin— . 

2 


Gilt also (40), so nach (41) auch (28) und mithin der Satz **): 

Ist 5>n bew. 6>n-+- 8 —1, 80 streben unter der Bedingung (40) die 
(C, 4)-Mittel der Didonschen bzw. Appellschen Reihen einer in & absolut 
integrierbaren Funktion F(2) an der Stelle 33 dem Werte % zu. Dasselbe 


n+s—l1 


gilt sogar auch fiir F<d<n bzw. y << O<n+s—1, wenn zu 





den vorstehenden Bedingungen die weitere hinzutritt, daB das Integral (26) 
bzw. (27) vorhanden ist. 








“) Man leitet aus (27), (40) leicht die den Annahmen (26), (40) entsprechenden 
Bedingungen fir Didonsche Reihen von n+s—1 Veranderlichen *) her. 


(Eingegangen am 1. 9. 1930.) 











Ober den Zusammenhang zwischen Abelscher und 
Borelscher Summabilitit. 
Von 
Gustav Doetsch in Stuttgart. 


Eine Reihe Sa, deren Partialsummen a,+...+ a, mit 8, be- 
n=0 
zeichnet seien, heiBt nach dem Abelschen (oder auch Poissonschen) Ver- 


fahren summierbar (A-summabel) zum Werte 1, falls die Reihe Sa, 2° 
n=0 

fiir |«|<1 konvergent ist und die dargestellte Funktion g(z) einen 

Grenzwert | hat, wenn x durch reelle Werte von links gegen 1 strebt. 


Sie heiBt nach dem Borelschen Verfahren summierbar (B-summabel) zum 


Werte 1, falls + a. oe = F(t) eine ganze transzendente Funktion ist und 


n: 
n=0 
@(t)=e~‘F(t) den Grenzwert 7 hat, wenn ¢ durch positive Werte 
gegen co strebt. Es gibt Reihen, die zwar B-, aber nicht A-summabel 
sind (z. B. a,—=(—2)"), und umgekehrt (z. B. a, =(—1)"n fir n=k’, 
sonst 0). Im folgenden sollen Bedingungen angegeben werden, unter denen 
man von der einen Summierungsméglichkeit auf die andere schlieBen kann. 


§ 1. 
Abelsche und Borelsche Summabilitat. 
In diesem Paragraphen werden die a, als reell vorausgesetzt. 
Satz 1. Ist die Rethe Sa, B-summabel zur Summe | und Sax" 
uv v 


fiir |x|<1 konvergent, so ist die Reihe auch A-summabel zur gleichen 
Summe. 


Vorbemerkungen. 1. Die zweite Voraussetzung kann auch in die Form 
einer direkten Bedingung fiir die a, gekleidet werden: 


lim sup V]a@,| <1, 
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oder auch: von einer Stelle n,=n,(6) an ist fiir jedes 6 > 0 
|a,| <(1+<)*. 
2. Wenn Sa,z" fiir |2|<1 konvergiert, so gilt dasselbe fiir 
0 


2 6,2" = 7 2 a,x". Hieraus folgt aber, daB 2 i iiberall kon- 


vergiert, also eine ganze transzendente Funktion ist, so da diese fiir die 
Anwendbarkeit des Borelschen Verfahrens notwendige Voraussetzung von 
selbst erfillt ist. 


Beweis. Wir wollen zunachst zu der Funktion ®(t) die Laplace- 
Transformierte *) 


(s) —fe“o(eat = 2(9) 


berechnen, die fiir ¢ > 0 sicher existiert, da @ fiir t+ oo einen Grenz 
wert hat, also beschrankt bleibt. Es ist 


o 


—(s+0t —(s . 8, 
oy feurm Sr wet Z al eomedn 2 ashen, 
da namlich fiir s>0 die sich ergebende Reihe absolut konvergiert (vgl. Vor- 
bemerkung 2) und deshalb die Vertauschung von Summe und Integral 
gerechtfertigt werden kann*). Nun benutzen wir folgende Eigenschaft der 

Laplace-Transformation *) : 


Hilfssatz 1. Haistiert das Laplace-Integral der Funktion ® fiir 
jedes s>0 und gilt*) 


D(t)~ At*~* fiir t—+oo (A beliebig, « > 0), 
80 ist 
2(D)=—(s)~ AT (a)s* fiir s—0. 


Nach der Voraussetzung unseres zu beweisenden Satzes 1 ist ®(t) —/ 
fiir t+ oo; Hilfssatz 1 mit «a =1 liefert also: 


v(s)~4 fir s—0, 


1) Die Integrale sind entweder als eigentliche Lebesguesche oder als absolut 
konvergente uneigentliche Riemannsche anzusehen. 

*) Bromwich, An introduction to the theory of infinite series. Second edition, 
London 1926, 8. 500. 

%) G. Doetsch, Satze von Tauberschem Charakter im Gebiet der Laplace- und 
Stieltjes-Transformation, Sitzungsber. d. preuB. Akad., Phys.-math. K1. 1930, 8. 144—157 
[S. 145). ; 

*) @(t) ~ A®(t) bedeutet: $34. Im Falle A=0 ist also zu lesen: 
@(t)=0(®). 








Abelsche und Borelsche Summabilitat. AO5 
d. h. 


Setzen wir 


so steht da: 


l—z \ eri \ <= ws a " l fi 4 1 
= ont = ( —%) 26,2 = 24,2 —t fir x—l, 
, 


dh. Ya, ist A-summabel. 


Satz 2. Ist = Rethe Sa, A-summabel zur Summe | und ist 


0 
7 


> a,, = ~ O1'- —)» so ist die Reihe auch B-summabel zur gleichen 
+1 yl ) 


0 


Summe**). 


2 oo . 
Beweis. Da S’a,x" und damit auch 's,2" fiir |x| <1 kon- 
0 0 


© 


° . wi j . . . . 
vergiert, so ist = 8,57 eine ganze transzendente Funktion. Wir bilden 
at. 


° e r 7 al ~4 i” 
die Ableitung von ®(t) =e ‘D's, =: 
0 P 
’ ae ‘>’, al é t” en ” 
®'(t) = ap’ 8,7 +e 2 ay Sa..4 _ 


Da nach Vorbemerkung 1 8. 403 fiir ein festes 6 > 0 von einer Stelle an 
|a,|< (1-}-0)”, also Guockweg la,| << K\1+-6)", wo K>O von 6 ab- 


hingt, gilt, so ist 344.5 = O(e*), Folglich konvergiert das 


Laplace-Integral 9(0") fiir jedes s>0O, und das gleiche gilt daher®) 


auch fiir a = @. Ferner schlieBen wir aus Sa, x" —l fir x—1, 
0 


da8 s Sos Gs ai —; fiir s-—+0 gilt, indem wir die Deduktion bei Satz 1 


riickwirts durchlaufen. Das bedeutet aber (vgl. wieder beim Beweis von 


Satz 1): p(s) ~, Nun machen wir Gebrauch von folgendem “*) 
**) Die Abkiirzung U(t)=0,(V(t)) mit positiver Funktion V(¢) bedeutet in 
iiblicher Weise U(t)>-—cV(t), wo c irgendeine positive Konstante ist. 

5) G. Doetsch, Die Integrodifferentialgleichungen vom Faltungstypus, Math. An- 
nalen $9 (1923), 8. 192—207 [S. 198}. 

*) Hilfssatz 2 ist ein Korollar (siehe loc. cit. %), 8.148) des spiiter zu benutzen- 
den Hilfssatzes 3, der fir den oben benétigten Spezialfall von mir (Ein Konvergenz- 
kriterium fiir Integrale, Math. Annalen 82 (1920), 8. 68—82), allgemein von Hardy und 

(Fortsetzung der Fuinote *) auf nichster Seite.) 
Mathematische Annalen. 104. 27 
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Hilfssatz 2. @(t) sei fiir t>0 differenzierbar und das Laplace- 
Integral fiir ®'(t) existiere fiir jedes s>0. Ist 


2(D)=q(s)~ As “*” fiir 8-0 (A beliebig, « > 0) 


und 
®'(t) = Ox(t*~*), 
so gilt 
A a ss 


Die Voraussetzungen dieses Satzes sind mit «=0 fiir die Funktion 
@(t)=e' > &n 8 = samtlich erfiillt, also folgt 
@(t)—-1 fir t—oo. 


Bemerkung. Die Funktion Zz a oe spielt gerade eine Rolle bei 


n+l an 
einer anderen Definition der Borelschen Summabilitat, die so lautet: Eine 
Reihe b b, hei8t B’-summabel zur Summe 1’, wenn 38 b = G(t) 


eine ae transzendente Funktion ist und fe e‘G(t)dt * Te und 


den Wert I’ hat. Die beiden Methoden sind nicht ganz aquivalent, sondern 
hiangen so zusammen’): Das Tilgen eines Gliedes kann die Borelsche Sum- 
mierbarkeit der Reihe zerstéren; jedoch ist, falls a,-+-a,+ ... B-summabel 
zur Summe / ist, die verstiimmelte Reihe a,-+-a,+-... B’-summabel zur 
Summe /-—a,, und umgekehrt. Unser Satz 2 hat also die B’-Summabilitat 
von a,-++a,+... bewiesen. Bildet man fiir diese Reihe die Funktion G(t), 


so erhalt man gerade ps Sosa Da die Abelsche Summabilitaét durch 
- 
Tilgung eines Gliedes nicht gestért wird, so kann man den Satz 2 auch 
so aussprechen: Ist ee b, A-summabel und py b, + = O1 (=). 8o ist 
0 : : 


0 
die Reihe auch B’-summabel. 





Littlewood (Notes on the theory of series (XI): On Tauberian theorems, Proc. of the 
Lond. math. soc. (2) 30 (1929), 8.23—37) bewiesen wurde. Satze dieser Art (sogenannte 
Taubersche O,-Theoreme) konnte man friiher nur mit den von Hardy und Littlewood 
geschaffenen, sehr komplizierten Methoden beweisen. Vor kurzem hat nun J. Karamata 
eine auBerst einfache Beweismethode entdeckt und zunichst fiir Potenzreihen in einem 
Spezialfall dargestellt (Ober die Hardy-Littlewoodschen Umkehrungen des Abelschen 
Stetigkeitssatzes, Math. Zeitschr. 32 (1930), S. 319, 320). Eine Arbeit von Karamata, 
die auch die obigen allgemeineren Satze iiber die Laplace-Transformation erfa8t, 
erscheint demnichst im Journal f. d. reine u. angew. Math. 

*) G. H. Hardy, Researches in the thedry of divergent series and divergent 
integrals, The Quarterly Journal of pure and appl. math. 35 (1904), 8S. 22—66 [S. 34}. 
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DaS man in der Voraussetzung des Satzes 1 die B-Summabilitat ohne 
weiteres durch die B’-Summabilitét ersetzen kann, ist evident. Denn wenn 
a,+a,+... B’-summabel ist, so ist 0 + a,+a,+... B-summabel. Die 
Abelsche Summe dieser Reihe stimmt aber mit der von a,-+a, +... iiberein. 

Die Satze 1 und 2 zeigen: Wenn eine Reihe B-summabel ist und 
iiberhaupt prinzipiell die Méglichkeit zur Anwendung des A-Verfahrens 
vorliegt, so ist die Reihe sicher A-summabel. Aber nicht umgekehrt: Ist 
die Reihe A-summabel (womit die prinzipielle Méglichkeit der Anwendung 
des B-Verfahrens gegeben ist), so kann man auf ihre B-Summabilitat 
nur schlieBen, wenn eine gewisse Zusatzbedingung erfiillt ist. 


§ 2. 
Funktionentheoretische Anwendungen. 
Will man die Satze 1 und 2 auf Reihen mit komplexen Gliedern an- 


wenden, so braucht man diese nur in ihre reellen und imaginaren Bestand- 
teile zerlegt zu denken. 


I. Potenzreihen. 


ao oo : 
Das Funktionselement 'a,x"— Sa,e"'*r" habe den Konvergenz- 


radius 1. Ist die dadurch exneugte Funktion in einem Punkte e'” des 
Einheitskreises regular, so ist die Potenzreihe dort sowohl nach Abel als 
nach Borel summierbar (e* liegt dann im Innern des Borelschen Summa- 
bilitatspolygons). Ist der Punkt aber ein singularer, so braucht weder das 
eine noch das andere der Fall zu sein. Satz 1 sagt nun aus: Ist die 
Potenzreihe in einem Punkte des Konvergenzkreises B-summabel, so 
existiert sicher der Abelsche radiale Limes, d. h. wenn dieser nicht existiert, 
so kann die Reihe auch nicht nach Borel summiert werden. Aus Satz 2 da- 
gegen folgt: Existiert in dem (singuliren) Punkte e‘” der Abelsche Limes und 
ist xe (a,e"*) om = 01(+) und x3 (a,e"*) =01(+), 
so ist die Potenzreihe in dem Punkte e’® B-summabel. 


Il. Dirichletsche Reihen. 2 
Wir betrachten eine Dirichletsche Reihe vom Typus PP 3s Sn deren 


n* , 
1 
Koeffizienten fiir ein gewisses reelles « der Bedingung geniigen: c, = O(n“), 
so daB sie ein Konvergenzgebiet besitzt. Fiir solche Reihen hat Hardy ®) 





’) G. H. Hardy, a) The application to Dirichlet’s series of Borel’s exponential 
method of summation, Proc. of the Lond. math. soc. (2) 8 (1910), 8. 277—294; b) The 
application of Abel’s method of summation to Dirichlet’s series, The Quarterly Journal 
of pure and appl. math. 47 (1916), 8. 176—192. 
7° 
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festgestellt, daB der Bereich der A- und der B-Summabilitét je eine 
Halbebene Rs > y ist (die natiirlich in die ganze Ebene ausarten kann). 


Bei ihnen ist immer ae 
Kreise |x| <1 konvergent. Aus Satz 1 folgt also, daB bei den betrachteten 
Reihen die B-Summabilitét in einem Punkte s unweigerlich die A-Sum- 
mabilitaét nach sich zieht; fiir diese Reihen ist also die Abelsche Methode 
potenter, die B-Summabilitits-Halbebene ist in der A-Summabilitits- 
Halbebene enthalten. Ein Beispiel, wo sie wirklich ein echtes Teilgebiet 
ausmacht, la8t sich aus den Hardyschen Untersuchungen entnehmen. Hardy 
hat gezeigt”), daB die Dirichletsche Reihe mit den Koeffizienten 


‘-* fiir jedes beliebige, aber feste s im 


c,.=(—1)""* fir n—k’*, sonst 0, 


also 7 +0+0+0+0+0+0-—,,+0+0+..., die iibrigens die 
Funktion (1— 2*~**) (38) darstellt, nur dort B-summabel ist, wo sie 
konvergiert, d.h. fir is > 0, wahrend sie fiir Ris > _~* Cesaro-sum- 


mabel &-ter Ordnung ist. Da aber die Cesarosche Summabilitét bekanntlich 
die Abelsche involviert, so ist die Reihe in der ganzen Ebene A-summabel. 


Dagegen ist die Reihe 0+ F(—1)""*a~*, die die Funktion 
1 


1—2*~")¢(s) darstellt, in der ganzen Ebene B-summabel, wie Hardy 
an derselben Stelle bewiesen hat. Man kann dies aber auch aus Satz 2 


schlieBen, denn die Reihe ist, wie schon Bohr*®) zeigte, fiir Rs > —k 
Cesiro-suunmabel k-ter Ordnung, also in der ganzen Ebene A-summabel. 
Betrachten wir die Dirichletsche Reihe in einem reellen Punkte s = — p, 


wo p eine positive ganze Zahl ist, so hat die in Satz 2 zu bildende Summe 
. . T . n— ? ¢* y ° 
> 4, —T hier den Wert >(-1) +n? aT Nun ist aber 


rT) 1 


Vy nt :. ~ d S’;__ 4" ” wat Sul d = 2 

—' 1) a Thy ‘Tt | 1) a tie iia 

Saat at Say tn at 2 teat — te’ 

—' 8 "aa dim \~ ) ot oe dt \ . )= \i— be 
usw., also 


v7 outa e €) ; a 
2 (-i 2! ay = Oplte 
1 





*) loc. cit. ") a) 


‘*) H. Bohr, Bidrag til de Dirichlet’ske Reckkers Theori, Dissertation Kopenhagen 
1910, 8.78. 
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wo g,(t) ein Polynom p-ten Grades ist. Diese Funktion ist sogar O(t'e a 
woraus nach Satz 2 die B-Summabilitat fiir s = —p folgt. Da aber p 
beliebig groB sein kann und die Reihe, wenn in — p, so auch fiir Rs > — p 
B-summabel ist, so ergibt sich die B-Summabilitét in der ganzen Ebene. 


Betrachten wir noch das Beispiel 0 +307 "=0+¢(s). Fiir diese 


n 


Reihe ist da, x *. >; = f(2z,s). Die Funktion f(z,s) hat bei  =1 
1 


eine Singularitat, und zwar ergibt sich ihr Verhalten aus der von Mellin 
und Lindeléf**) gegebenen Darstellung 


f(2,8)= r(1—s)lg(=) ye re y) CEs 


v=0 
die fiir alle komplexen s auBer s=1,2,... giiltig ist. Man ersieht aus 
ihr, daB die Reihe 0 +5n- sich nur fiir Sis >1, wo sie auch konver- 
giert, nach Abel eanititnis laBt. Nach der oben gezogenen Folgerung aus 
Satz 1 reicht die Kraft der Borelschen Methode auch nicht weiter. — Hat 
man umgekehrt zuerst bewiesen, daB 0 +- DY n~" auf der Geraden Rs = 1 


nicht B-summierbar ist**), so zeigt Satz 2, daB hier auch die Abelsche 
Methode versagt, denn bei dieser Reihe ist fiir s=1-+ ir 


oo oo 


J a..5—-Sapie Soe 
Q,44— ane ato (n+1)! ’ 
0 


UV 
also 





@ ie *) 
> - . 
433 <Sat <)) , 
: n! (n+1)! . n! t 


so daB aus der A-Summabilitét auch die B-Summabilitiét folgen wiirde. 


§ 3. 
Abelsche und (B-C, /:)- Summabilitat. 


Die folgenden Satze werden Verallgemeinerungen der vorigen sein und 
sich auf eine Summierungsmethode beziehen, die ich in meiner Dissertation 
durch Verschmelzung der Borelschen mit der Cesaroschen sane meget 


und die sich folgendermaBen definieren laéBt: Ist D(t ” ds! 8, = eine 





11) E. Lindeléf, Le calcul des résidus (Collection Borel). Paris 1905, 8. 139. 

#2) Siehe Hardy, loc. cit. *) a). 

18) G. Doetsch, Eine neue Verallgemeinerung der Borelschen Summabilitaétstheorie 
der divergenten Reihen. Dissertation Gittingen 1920. 
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ganze transzendente Funktion und & eine feste reelle Zahl >0, so be- 
trachten wir den ,,Mittelwert* 
t 
kt-*f@(x)(t—1)*"‘dr fir t>0 
@(0) fir *=0, 


der sich fiir ganzzahliges k bekanntlich durch ein k-fach iteriertes Integral 
ausdriicken la6t. Ergianzend setzen wir fiir k = 0 


M(t) = P(t). 


f(t) = 


Hat u,(t) fiir t—-co einen Grenzwert 1, so heiBt die Rethe (B-C,k)- 
summabel zum Werte /**). Die (B-C,()-Methode ist identisch mit der 
Borelschen. Ist y,(t) einseitig beschrinkt, so heibt die Reihe einseitig 
(B-C, k)-beschrankt. 


Satz la. Ist die Rethe ya, (B-C,k)-summabel zur Summe | 
0 
(k=>0) und konvergiert Sax" fiir |x|<1, so ist die Rethe auch 
0 
A-summabel zur gleichen Summe. 


Beweis. Den Fall k= 0 kénnen wir ausschalten, da er durch Satz 1 
erledigt ist. — Wir betrachten das .Faltungsintegral“ 


o,(t) = rip] P(ay(e —t)*"*dr 
0 


und bilden seine Laplace-Transformierte, die fiir s >0 existiert, weil, 
wie sich aus der Voraussetzung ergibt, o,(t)—O(t*) ist. Nach einem in 
der Theorie der Laplace-Transformation oft benutzten Satz’*) ist: 

L(o,) = 


1 \ goth 
Tuy (%)-2 (t* ‘ )s 
vorausgesetzt, daB die beiden Faktoren rechts existieren. Bei 2 et )= : ¢ 
ist das fiir s > 0 der Fall, aber auch bei £(®), denn wegen der Konvergenz 





@ 
ow “. . oo “a ‘ t” (1+4)¢ 
von Sa,2" und damit von 5's, 2” fiir |x| <1 ist &,— = O(e ) 
0 U 0 . =) 


fiir jedes 6 > 0 (vgl. 5.405). Nun ist aber wie S. 404 2(®) a ees 
fiir s > 0, also 0 | 


L(o,) = o* 2s 1yeai. 
0 


*) Wie loc. cit. ') gezeigt wird, ist damit gleichbedeutend, da8 die k-ten Cesaro- 
schen Mittel einen Borelschen Grenzwert haben. 
5) Vgl. loc. cit. °). 
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Wir wenden jetzt unseren Hilfssatz 1 auf die Funktion o,(¢) an. Aus der 
Voraussetzung 


A 


6,(t)~ fiir t—-co 


aullentd 
P(k+1) 
folgt dann 

Q(o,)~ls~“%*” = fir s—0, 
d. h. 


@ 


8» ra - is 
8 2 (s+ 1)**! l fir s 0. 
Nach S. 405 bedeutet das aber: Sa, a2"— +1 fiir x—1. 
0 


Fiir Potenzreihen besagt dieser Satz, da8 in einem singuliren Punkte 
des Konvergenzkreises auch die (B-C,k)-Methode nur dann zu einer 
Summe fiihren kann, wenn der Abelsche radiale Limes existiert. 


Satz2a. Ist die Rethe Sa, A-summabel zur Summe | und einseitig 
0 


(B-C, k)-beschrankt (k > 0), so ist sie (B-C, k 4+-1)-summabel zur gleichen 
Summe. 


Beweis. Zunachst schlieBen wir wie bei Satz la, dab &(®) fiir s>0 


existiert und gleich DY 





ist, woraus fiir k >0 folgt, daB auch 


Crab 
) : ele . : k-1)_ =k 8n 
L(o,) fiir s >0 existient und gleich THe”): L(1°") =s Zur art 
ist. Da aber Sa, a"— +l fiir x—-1 und daher Py —oatores <b the s—0) 


1)"+! 
ist, so ergibt sich: 
Q(o,)~ls-*+) fiir s—0. 
Weiterhin ist u,(t) = Oz,(1), also 
o,= 0,(t*) 
Im Falle k=0 ist 2(@)~J1s~* fiir sO und @(t)=O;,(1). Nun 
stiitzen wir uns auf folgenden’*) 
Hilfssatz 3. Das Laplace-Integral der Funktion V(t) existiere fiir 
jedes s>0. Ist 
2(Y)~ As-* fiir s—-0 (A beliebig, «>0) 


und 


W(t) = O,(t*~*), 
so gilt 


t 
fe@man~ pape fiir too. 
0 


1°) Vgl. Anm. °). 
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Dieser Satz ergibt, mit « = k-+-1 auf o, angewendet (k > 0): 
t 


l ’ " 
forteyde~ pig th fir t—+co, 


0 


und im Falle k = 0, mit «=1 auf ® angewendet: 


: l s 
[oar ~T7)! fir t—-occ. 


0 
Nun ist aber fiir k > 0 **) 


t 


tr 
’ ae ] , ,k~-1 
foe)ar= 4p ff o(2)(e—2) dzdr 
v0 


: 1 P ’ \k vie ° 

= ran} #(2)(t-2) dz =o,,,(t) 
0 

und fiir k = 0: 


t 
f @(r) dt =o, (t). 


Also 1aBt sich das obige Ergebnis so schreiben (k > 0): 


’ l a. 
%+1(t) ~ rE ayE fir t—co, 


dl. h. 
My ,(t) +l fiir t—+oo. 


Bemerkungen. 1. Fiir die (B-C,k)-Summabilitat gilt, wie friiher**) 
gezeigt wurde, der Satz: Ist eine Reihe einseitig (B-C,k)-beschrinkt 
und iiberhaupt von irgendeiner Ordnung gq (B-C,q)-summabel, so ist 
sie (B-C,k-+-1)-summabel. Der neue Satz 2a zeigt, daB die Voraus- 
setzung ,von irgendeiner Ordnung (B-C,q)-summabel“ ersetzt werden 
kann durch die Voraussetzung ,A-summabel*. 

2. Indem man den Satz 2a fiir k = 0 aufschreibt und ihn dann statt 
auf die Folge s, auf deren k-tes Cesarosches Mittel anwendet, sieht man 
leicht, daB in der Voraussetzung von Satz 2a an die Stelle der A-Sum- 
mabilitat die (A-C, k)-Summabilitaét treten darf, die durch Verschmelzung 





17) Unter Benutzung der Faltungssymbolik fr (t) F,(¢—1)dr =F, « F, ergibt 
sich diese Umformung ibersichtlich so: 


ak 
(Beth ‘el a=Oe(th 41) Oe. 
*) loc. cit. ) S, 41. 
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der Abelschen und der Cesaroschen Methode entsteht und von A. Zygmund'*) 
naiher studiert worden ist. 


3. Der Satz 2a gibt auch fir k = 0 gegeniiber Satz 2 etwas Neues. 
Das kommt daher, dai wir jetzt den Hilfssatz 3, friiher dagegen den Hilfs- 
satz 2 angewandt haben. Natiirlich kénnte auch Hilfssatz 2 zur Ableitung 
eines allgemeinen Satzes benutzt werden, doch fallt dessen Wortlaut nicht 
so pragnant aus wie der des Satzes 2a. 


§ 4. 


Verallgemeinerungen. 


Die bei dem Abelschen und Borelschen Summationsverfahren benutz- 
ten Ausdriicke g(x) => a, 2" = (1— x) S's, 2" und @(t) =e' D's, £ 
0 0 v , 


stellen lineare Transformationen der Reihe Sa, oder der Folge s, dar, 
durch welche der von der ganzzahligen Variablen n abhangigen Funktion s,, 
die Funktion g(x) bzw. ®(t) zugeordnet wird. Man kann daher g(z) 
und ®(t) als Abel- und Borel-Transformierte von s, bezeichnen. In der 
Summabilitatstheorie handelt es sich um den Fall, daB diese Transformierten 
fiir r—+1 bzw. t+ co Grenzwerte besitzen. Vom Standpunkt der Funktional- 
analysis, d. h. der allgemeinen Theorie der Funktionaltransformationen, ist 
dies ein ganz spezieller Fall. Mindestens ebenso interessant ist es, die 
Transformierten mit gewissen einfachen Funktionen, wie z.B. den Potenzen, in 
Vergleich zu setzen*°), woraus Verallgemeinerungen der in den Paragraphen 1 
und 3 bewiesenen Satze resultieren. Wir wollen uns darauf beschranken, 
die Verallgemeinerungen der Saitze 1 und 2 anzugeben, die analog wie diese 
selbst aus den Hilfssitzen 1 und 2 abgeleitet werden kénnen, indem man 
diese nicht wie vorhin nur fiir spezielle Fille, sondern in ihrer Allgentein- 
heit ausnutzt. 


Satz lb. Besteht fiir die Borel-Transformierte P(t) einer Rethe die 
Vergleichsrelation 
P(t)~lt” fiir t+ (x>-—1), 
so gilt fiir thre Abel-Transformierte 
l 
g(z) ~ I(x +1) q—- 


Bemerkungen. 1. Man sieht, wie zufallig der Umstand ist, daB die 
Abelsche und die Borelsche Summe, falls sie existieren (x = 0), gleich sind. 


%*) A. Zygmund, Uber einige Siatze aus der Theorie der divergenten Reihen, 
Bull. de l’Acad. polon. des sc. et des lettres, classe des sc. math. et nat., sér. A, 1927, 
S. 309 —831 [S. 320 £.]. 

%) Vgl. loc. cit. *) 8. 144, Anm. 2. 
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2. Wie aus einem Ergebnis von Pincherle™*) zu entnehmen ist. gilt 
der Hilfssatz 1 sogar fiir alle reellen «, die weder © noch eine negative 
ganze Zahl sind. Dementsprechend ist der Satz 1b richtig fiir alle reellen x, 
die keine negative ganze Zahl sind. 


3. Fiir negative x ist der Satz 1b eine Verschirfung von Satz 1. 


Satz 2b. Besteht fiir die in |x|<1 als konvergent vorausgesetzte 
Abel-Transformierte einer Reihe die Vergleichsrelation 


l 





— fir 2—-1 (x=>0), 
z)  —_ 


so gilt fiir ihre Borel-Transformierte 


l - = : 
%(t)~ Faay! fiir t—- co, 


falls 
#'(') ras ee Oe a —= 0,(t"~*) 
0 ! 


tst. 


*) §. Pincherle, Sur les fonctions déterminantes, Ann. scientif. de Ec. Norm. 
sup. (3) 22 (1905), S. 9—68 [8S. 20, 21]. 


(Eingegangen am 20. 9. 1930.) 








Uber die analytischen Methoden in der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


Von 
A. Kolmogoroff in Moskau. 


Zusammenfassung. 


Ein physikalischer ProzeB (die Anderung eines physikalischen Systems) 
heiBt stochastisch-definit, wenn aus der Kenntnis des Zustandes X, des Systems 
in einem gewissen Zeitmoment ¢, die Kenntnis der Verteilungsfunktion der 
Wahrscheinlichkeiten fiir die méglichen Zustiénde X des Systems in einem 
Zeitmoment ¢>¢, folgt. 

Der Verfasser betrachtet systematisch die einfachsten Fille der stochastisch- 
definiten Prozesse und in erster Linie solche, die nach der Zeit stetig sind 
(darin besteht die wesentliche Neuheit der Methode: Bis jetzt betrachtete man 
gewohnlich einen stochastischen ProzeB als eine Reihe von diskreten ,,Ereig- 
nissen“), 

Wenn die Menge & der méglichen verschiedenen Zustinde des Systems 
endlich ist, so 148t sich der stochastisch-definite ProzeB durch gewéhnliche 
lineare Differentialgleichungen charakterisieren (Kap. II). Wenn der Zustand 
des Systems durch einen oder mehrere stetige Parameter definiert ist, so wird 
der analytische Apparat durch parabolische partielle Differentialgleichungen 
gegeben (Kap.IV). Man kommt dabei zu verschiedenen Verteilungsfunktionen, 
unter denen die Laplacesche Normalverteilung als natiirlicher einfachster Fall 
erscheint. 


Einleitung. 
I. 


Wenn man Natur- oder Sozialereignisse mathematisch behandeln will, 
mu8 man zuerst diese Ereignisse schematisieren; man kann namlich die 
mathematische Analysis zur Betrachtung eines Anderungsprozesses eines 
Systems nur dann anwenden, wenn man voraussetzt, da jeder mégliche 
Zustand dieses Systems sich mit Hilfe eines bestimmten mathematischen 
Apparats vollstindig beschreiben lat, z. B. durch die Werte einer 
bestimmten Anzahl von Parametern; ein solches mathematisch-definier- 
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bares System ist iiberhaupt nicht die Wirklichkeit selbst, sondern nur ein 
Schema, welches zur Beschreibung der Wirklichkeit dienen kann. 

Die klassische Mechanik gebraucht nur solche Schemata, in welchen 
der Zustand y des Systems in einem Zeitmoment ¢ durch den Zustand z 
in einem beliebigen vorigen Moment ¢, eindeutig definiert ist; der mathe- 
matische Ausdruck dieser Tatsache ist durch die Formel 

y = f(z, ty, t) 

gegeben. Wenn eine solche eindeutige Funktion f existiert, wie es immer 
in der klassischen Mechanik vorausgesetzt wird, so sagen wir, da unser 
Schema ein Schema eines wohldeterminierten Prozesses ist. Man kénnte 
iiberdies noch solche Prozesse als wohldeterminierte hinzulassen, in welchen 
der Zustand y durch den Zustand z in einem einzigen Zeitmoment ¢ nicht 
vollstandig definiert ist, sondern von der Art der Anderung des Zustandes x 
vor dem Augenblick ¢ wesentlich abhingt. Aber man zieht gewdhnlich 
vor, diese Abhangigkeit von der Vorgeschichte des Systems dadurch zu 
vermeiden, daS man den Begriff des Zustandes des Systems im Zeitmoment t 
erweitert und dementsprechend neue Parameter einfiihrt’). 

AuBerhalb des Gebietes der klassischen Mechanik betrachtet man oft 
neben den Schemata der wohldeterminierten Prozesse solche Schemata, in 
welchen der Zustand z des Systems in einem Zeitmoment ¢, nur eime gewisse 
Wahrscheinlichkeit fiir den jeweils méglichen Zustand y in einem folgenden 
Moment ¢ >t, definiert. Wenn bei beliebig gegebenen ¢,, >t, und z 
eine bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion fiir die Zustande y 
existiert, so sagen wir, daB unser Schema ein Schema eines stochastisch- 
definiten Prozesses ist. Im allgemeinen Falle wird diese Verteilungsfunktion 
in der Form 

P(t,, x, t, E) 
gegeben, wobei & eine Menge von Zustinden y ist und P die Wahr- 
scheinlichkeit bezeichnet, einen Zustand y aus dieser Menge im Moment 1 
zu erhalten. Dabei erhebt sich eine Schwierigkeit, welche darin besteht, 
daB es allgemein unméglich ist, diese Wahrscheinlichkeit fiir alle Mengen € 
zu definieren. Eine strenge Definition des stochastisch-definiten Prozesses, 
welche diese Schwierigkeit vermeidet, ist im § 1 gegeben. 

Man kénnte auch hier, wie im Falle der wohldeterminierten Prozesse 
noch solche Schemata betrachten, in welchen die Wahrscheinlichkeit P von 
der ganzen Vorgeschichte des Systems und nicht nur von dem Zustande x 





') Ein wohlbekanntes Beispiel fiir diese Methode wird dadurch gegeben, daB 
man in der Beschreibung des Zustandes eines mechanischen Systems nicht nur die 
Koordinaten seiner Punkte, sondern auch die Komponenten ihrer Geschwindigkeiten 
cinfihrt. 
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wesentlich abhingt. Man kann aber diesen Einflu8 der Vorgeschichte mit Hilfe 
derselben Methoden vermeiden wie im Falle der wohldeterminierten Schemata. 
Es sei noch bemerkt, da die Méglichkeit bei der Behandlung irgendeines 
reellen Prozesses die Schemata der wohldeterminierten oder nur stochastisch - 
definiten Prozesse anzuwenden, in keinem Zusammenhang mit der Frage 
steht, ob dieser wirkliche ProzeB selbst determiniert oder zufillig sei. 


II. 


Man untersucht gewodhnlich in der Wahrscheinlichkeitstheorie nur 
solche Schemata, in welchen die Anderungen des Systems nur in den 
Zeitmomenten einer diskreten Folge t,, t,, ..., t,,,... stattfinden. Bachelier*) 
war unseres Wissens der erste, welcher systematisch Schemata untersuchte, 
in denen die Wahrscheiniichkeiten P(t,, 2, ¢,€) mit der Zeit ¢ sich stetig 
aindern. Auf die Faille, welche von Bachelier untersucht wurden, werden 
wir im § 16 und in der SchluBbemerkung zuriickkommen. Es sei hier nur 
noch erwahnt, daB die Bachelierschen Betrachtungen jeder mathematischen 
Strenge gianzlich entbehren. 

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir vom zweiten Kapitel an 
hauptsichlich die oben erwihnten nach der Zeit stetigen Schemata. Mathe- 
matisch hat man dabei den grofen Vorteil, daS man fiir P Differential- 
gieichungen nach der Zeit einfiihren kann und dann die einfachen analyti- 
schen Formeln erhalt, welche in der gewéhnlichen Theorie nur als asympto- 
tische Formeln auftreten. Was die Anwendungen betrifft, so kann man 
erstens die neuen Schemata unmittelbar auf die realen Prozesse anwenden, 
zweitens aus den Lésungen der Differentialgleichungen der nach der Zeit 
stetigen Prozesse neue asymptotische Formeln fiir diskrete Schemata ab- 
leiten, wie es im § 12 gezeigt wird. 


Ill. 


Wir gehen nicht von einem vollstindigen Axiomensystem der Wahr- 
scheinlichkeitstheorie aus, geben aber schon jetzt alle Voraussetzungen an, 
welche weiter gebraucht werden. Uber die Menge % von méglichen Zu- 
stinden 2 machen wir keine speziellen Voraussetzungen: mathematisch 
kann man % als eine beliebige Menge von beliebigen Elementen betrachten. 
Alle Voraussetzungen iiber das Mengensystem % und die Funktion P(t,,z,t, €) 


sind in § 1 gegeben. Weiter entwickelt sich die ganze Theorie als eine 
reinmathematische. 





*) I. Théorie de la spéculation. Ann. de I’Ecole norm. 17 (1900), p. 21. 
II. Les probabilités & plusieurs variables, ibid. 27 (1910), p. 339. 
Ill. Calcul des probabilités 1912. 
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Es sei G ein System, welches sich in den Zustinden z, y,z,... 
befinden kann, und § ein System der Mengen & der Zustande z, y,z,...; 
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wir sagen, daB der ProzeB der Verdnderung des Systems S stochastisch- 
definit in bezug auf % tst, wenn bei beliebiger Wahl des Zustandes zx, 
der Menge € und der Zeitmomente t, und #, (t, < ¢,) die Wahrscheinlich- 
keit P(t,, 2, t,,€), daB — unter der Hypothese des Zustandes x in dem 
Zeitmoment t, — einer der Zustande aus € im Zeitmoment t, stattfindet, 
bestimmt ist. Wenn die Wahrscheinlichkeit P(t,, x, t,,€) nur fiir t, > t, >t, 
bestimmt ist, so sagen wir, dafB der ProzeB der Verianderung fiir ¢ >t, 
stochastisch definit ist. 

Was das System % betrifit, so setzen wir voraus, daB es erstens 
additiv ist (d.h. alle Differenzen sowie die endlichen und abzihlibaren 
Summen seiner Elemente enthialt), zweitens die leere Menge, die Menge 
aller méglichen Zustainde 2, y,z,... und alle aus je einem Element be- 
stehenden Mengen € enthalt. Wenn die Menge & endlich oder abzaihlbar 
ist, so besteht offensichtlich %} aus allen Untermengen von &. Aber in dem 
wichtigsten Fall einer nicht abzihlbaren Menge Y ist die Voraussetzung, 
daB % alle Untermengen von A umfaBt, in keinem bis jetzt bekannten 
wohldefinierten Schema erfiillt. 

Wir setzen natiirlich voraus, daB 


(1) P(t,, z, t,,U) =1 
und fiir die leere Menge 
P(t,, 2, t,, N)=0 


ist. Ferner wird vorausgesetzt, daB P(t,,x7,t,,€) als Funktion der 
Menge € additiv ist, d.h. fiir jede Zerlegung der Menge € in endlich oder 
abzahibar vielen disjunkte Summanden €, 


(2) > P(t,, z, t, €,) = P(t,, z, t,, €) 


gilt. Um weitere wichtigere Voraussetzungen iiber P(t,,2,t,,€) zu for- 
mulieren, bediirfen wir des Begrifis der MeSbarkeit der Funktion f(z) in 
bezug auf das System % und der Definition des abstrakten Stieltjesschen 
Integrals. Wir wollen diese Begriffe in einer Form darstellen, welche 
unseren Zwecken angepaBt ist*). 

Man nennt die Funktion f(x) meBbar, in bezug auf das System %, 
wenn bei jeder Wahl der reellen Zahlen a und b die Menge E (a < f(z) < b) 
derjenigen x, fiir welche f(x) der eingeklammerten Ungleichung geniigt, 
zum System % gehért. Man zeigt leicht, dab, wenn das System § additiv 
und f(z) in bezug auf  meBbar ist, auch die Menge € derjenigen z, 


*) Uber diese Begriffe sowie iiber die additiven Mengensysteme usw. siehe z. B.: 
M. Fréchet, Sur l’intégrale d’une fonctionnelle étendue & un ensemble abstrait, Bull. 
de la Soc. Math. de France 48 (1915), p. 248. 
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fiir welche f(z) einer im Borelschen Sinne meBbaren Menge gebért, im 
System % vorkommt. 

Es sei nun f(x) in bezug auf das System (§ meBbar und beschrinkt 
und »(€) eine auf § definierte, nicht-negative und additive Mengenfunktion; 
bekanntlich konvergiert sodann die Summe 


+1 


ao (FSflz)<*F) 
mit m—+oo gegen einen festen Limes. Dieser Limes soll das Integral 
f f(x) p(a%) 
a, 


genannt werden. Letztere Bezeichnung weicht von der allgemein gebrauch- 
lichen nur dadurch ab, daB die Integrationsvariable speziell bezeichnet ist 
und das Differentialzeichen eingeklammert ist. 

Es wird im folgenden vorausgesetzt, dab P(t,, x, t,,€) als Funktion 
des Zustandes z in bezug auf das System (§ meBbar ist. P(t,, x, t,, €) soll 
endlich fiir beliebige ¢,, t,, t, (t,<t,< t,) der fundamentalen Gleichung 





(3) P(t,, x, t,, €) —JP(ty, y, ts, ©) P(t,, x, t,, dX) 
“y 











geniigen. Wenn die Menge & aus endlich oder abzihlbar vielen Elementen 
Ly, Lq,+++» Z,... besteht, so ist 


Jf P(t,, y, t,, €) P(t,, x, t,, dU) = SP(t,, z,, ts, €) P(t,, x, t,, z,), 
My n 


und rechts steht die volle Wahrscheinlichkeit P(t,, 2, t,,€), damit ist in 
diesem Falle die Formel (3) bewiesen. Wenn aber %& unabzihlbar ist, 
nehmen wir die Relation (3) als ein neues Axiom an. 

Die bis jetzt ausgesprochenen Forderungen charakterisieren vollstandig 
den Begriff des stochastisch-definiten Prozesses: die Elemente z, y, z, ... 
einer beliebigen Menge M% kénnen als Merkmale der Zustiinde eines Systems, 
und eine beliebige Funktion P(t,, x, t,, €), die den erwahnten Forderungen 
geniigt, als die entsprechende Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion be- 
trachtet werden. 

Wir nennen die nicht-negative Funktion F(€), welche iiber das 
System % definiert und additiv ist, und iiberdies der Gleichung 


(4) F(M)=1 


geniigt, die normale Verteilnngsfunktion. Alle Forderungen beziiglich 
P(t,, x, t,, €) kénnen wir jetzt folgendermaBen aussprechen: P(t,, x, t,, €) 
ist als Funktion von © eine normale Verteilungs{unktion, als Funktion 
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~= 





von x in bezug auf das System % meBbar und geniigi endlich der 
Integralgleichung (3). 

Es sei nun fiir ein Zeitmoment ¢ = ¢, eine normale Verteilungsfunktion 
Q(t, €) fiir die Wahrscheinlichkeit, da8 das System © sich im Moment #, 
im Zustande aus € befindet. Um die Verteilungsfunktion Q(t, ©) fiir die 
Zeitmomente t >t, zu definieren, bedienen wir uns der zweiten Fundamental- 
gleichung 


(5) Q(t, E) = J Pty, 2, t, €) Q(t, aM). 
Man hat offenbar r 

(6) Q(t, X) = JQ (ty, dM) = Q(t), HU) =1, 
(7) gb Plt» ty E) Q(t,, dM) 


= J Pty 2, te, E) [ P(t, y, t,, @U) Q(t, dX’) 
=f J P(t,, x, t,,€) P(t, y, t,, dM) Q(t,, dX’) 
My Me 


=J P(t, y, tz, E) Q(t, dU’) = Q(t,, E). 


Wir betrachten die Formel (5) als Definition von Q(t,€) und nicht als 
eine neue Forderung beziiglich des Systems ©; es sei jedoch bemerkt, 
daB (5) die Relation (3) als Spezialfall enthalt. 


§ 2. 
Der Operator F(a, €)* F(a, €). 


Es seien F,(z,€) und F,(2z,€) zwei normale Verteilungsfunktionen, 
welche als Funktionen von z in bezug auf das System % meBbar sind. 
Wir setzen dann 


(8) F(x, €) = F,(z, ©) * F, (xz, ©) = F, * F,(z,€) —SFy, €) F,(«,dU); 
y 
wie leicht ersichtlich, geniigt F(z,€) denselben Bedingungen iiber MeB- 


barkeit und Additivitét wie F,(z,€) und F,(z,€); die Gleichung (4) ist 
ebenfalls erfiillt: 


F(x,U) =SF,(y, U) F(z, dU’) = fF,(z, dM’) =1; 
wy My 
folglich ist auch F(2,€) eine normale Verteilungsfunktion. 
Ferner geniigt der Operator F,* F, dem assoziativen Gesetze 
(9) FP, * (F, * F,) =(F,* F,) * F,, 
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422 A. Kolmogoroff. 
wie man aus der folgenden leichten Rechnung schlieBt: 


F,* (PF, * F,)(2,€)=JS JF, (z,€) Py(y, dW’) F, (@, d&) 


My Wy 
—JF (z, €) fFily, dU’) P,(x,dU) = (F, * F,) * F, (x, €). 


Dagegen gilt das Kommutativgesetz fiir unseren Operator im allgemeinen 
nicht. 


Wir wollen jetzt eine solche Hinheitsfunktion «(a2,€) definieren, welche 
fiir eine beliebige F(z,€) der Gleichung 
(10) ux F(x,€) = F* u(x, €) = F(z, €) 
geniigt. 

Es ist zu diesem Zweck hinreichend, u(z,€)—1, wenn € den Zu- 


stand x enthalt, und u(z,€)=0 im entgegengesetzten Fall zu setzen; 
es ist dann in der Tat 


ux F(x, €)= SF y, €) u(x, dA) = F(x, ©), 


F * u(x, €) =f u(y, €) F(x, dU) = fF(x,d€) = F(x, €). 
ay é 
Die Wahrscheinlichkeit P(t,,2,t,,€) war bis jetzt nur fiir t, >t, 
definiert; wir setzen nun fiir jedes ¢ 
(11) P(t, 2, t,€) = u(z,€). 


Diese neue Definition widerspricht wegen (10) der fundamentalen Glei- 
chung (3) nicht, da man dieselbe in der Form 


(12) P(t,, x, t,,€) * P(t,, 2, t,, €) = P(t,, x, t,, E) 


schreiben kann. 


§ 3. 
Klassifikation der Spezialfialle. 


Wenn die Anderungen des Zustandes des Systems © nur in den Zeit- 
momenten einer diskreten Folge 


ly< ty... cbc... > +O 


stattfinden, so ist offenbar 


(13) P(t’, x,t”, €) = P(t,, z, t,, E) 
fiir alle Zeitmomente ¢’ und t”, welche die Ungleichungen 
oo <2 g eee t<iv< baa 














Analytische Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 423 


erfiillen. Setzt man 


(14) P(t,,, 2, t,, €) = P,,, (z, €), 

(15) P,-1,n(2, €) = P,(z,€), 

so ist 

(16) P.,,, (2, €) = P4,% Pi, #--- # Pz, €). 

Folglich ist in diesem Falle der ProzeB der Verainderung des Systems © 


durch die elementaren Verteilungsfunktionen P,(a,€) vollstindig definiert. 
Es seien P,(x,€), P,(z, €),..., P(x, €), ... willkiirliche normale 
Verteilungsfunktionen, welche als Funktionen von xz meBSbar sind, und 
tp<t,<...<t,<... eine Folge der Zeitmomente; wenn man P,, (x, €) 
und P(t’, x,t”, €) durch (16), (14) und (13) definiert, so erhilt man die 
ebenfalls normalen Verteilungsfunktionen, welche den Gleichungen 


(17) P,,,(2, €) * P,,(z,€) = P,,(z,€), m<n<p, 


mp 


und folglich auch der Gleichung 
P(t’, x,t”, €) * P(t”, x,t’, €) = P(t’,2,t",€), <<", 


geniigen; die letzte Gleichung ist aber nichts anderes als die Fundamental- 
gleichung (12) oder (3). So sieht man, da8 willkiirliche normale Ver- 
teilungsfunktionen P,(z,€), wenn sie nur als Funktionen von z meSbar 
sind, einen stochastisch-definiten ProzeB charakterisieren. 

Nur die oben definierten Schemata mit diskreter Zeit betrachtet man 
gewohnlich in der Wahrscheinlichkeitstheorie. Wenn alle Verteilungs- 
funktionen P(x, €) identisch sind: 


(18) P. (x, ©) = P(x, 6), 


so haben wir ein homogenes Schema mit diskreter Zeit; in diesem Falle 
erhailt man wegen (16) 


(19) Py ns p(t, €) = P(x, €) & P(x, €)%...% P(x, €) 
_——__———__» 


-mal——-  ~—— ————-» 
= (P(x, €)}} = P? (z, E). 


Schon 1900 hat L. Bachelier die nach der Zeit kontinuierlichen 
stochastischen Prozesse betrachtet‘), und es bestehen alle Griinde dafiir, 
daB die Schemata mit kontinuterlicher Zett eine zentrale Stellung in der 
Wahrscheinlichkeitstheorie erhalten sollen. Die wichtigsten sind hier die 
nach der Zeit homogenen Schemata, in welchem P(t,, x, t,,€) nur von 
der Differenz t, —t, abhangt: 


(20) P(t, 2,t-+1,€) = P(r, z, €). 


*) Siehe *) L. 
28* 
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Die Fundamentalgleichung schreibt man in diesem Falle so: 
(21) P(t,, x, €) * P(t,, x, €) = P(t, +14, 2, €). 


Eine andere Reihe von Spezialfillen erhalten wir mit der Spezialisierung 
der Menge & der elementaren Zustinde zx. Man unterscheidet hier die 
Fille der endlichen oder abzihlbaren Mengen Y%; im kontinuierlichen Falle 
wird nach der Zahl der den Zustand des Systems charakterisierenden 
Parameter unterschieden usw. Auf diesen Unterscheidungen beruht die 
Einteilung des weiteren Stoffes. 


§ 4. 
Das Ergodenprinzip. 

Ohne Spezialisierung der Menge & aller méglichen Zustande z kénnen 
wir nur wenige allgemeine Siatze beweisen, naimlich die Sitze iiber das 
Ergodenprinzip. Man sagt, da ein stochastisch-definiter ProzeB dem Ergoden- 
prinzip gehorcht, wenn fiir beliebige t,x, y und & 

(22a) lim (P(t, 2, 2, €)— P(t, y,t,€)] = 0, t—+ov, 
gilt. Fiir das Schema mit diskreter Zeit ist (22a) mit 


(22b) lim [ P,,, (2, €) — P,,,(y,€)]} =0, noo, 

offensichtlich aquivalent; in diesem Falle gilt der folgende 
Satz I. Wenn fir beliebige x, y und © 

(23) P.(2,€)24,P,(y,€), 4,20, 

ist und die Rethe 


divergiert, so ist das Ergodenprinzip (22b) erfillt und die Konvergenz 
von (22b) gleichmafig in zx, y, E. 
Beweis. Es sei 
sup [P,,,(, €)] = M,,,(€), 
inf [ P,,, (2, €)] = m,,(€). 


Man hat offenbar fiir 1 < k 


(25) P,,(x, €)=JP,,,(y, €) P,,(2z,dM) < M,,(€) fP,,(2dM) = M,,, (E) 
My 


Wy 


und in analoger Weise 


(26) P,,,(z, €) >m,,,(€). 
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Fiir beliebige x und y hat man wegen (23) 
P,(z, €) — 4, P,(y, €) > 0, 


P,_s,n(%, €) =J Panl2, €) P,(x, dX) 
= J Pan(2, €)[P,(2, dM) — 4, Py(y, dM)] + A, [Py (2, E) Py (y, aM) 
> m.,(G)JIP(2, aM) — i, Py(y, @W) +4, P, a, (vs €) 
= m,,(€)(1— 4) +4,P,-1, «(4 ©) 


Py_;, nl¥ €) oak | n (2, €) s (1 = Ay) (Pris (Ys €) a m,,,(€)) 
und wegen (25) 
(27) Py_3,a(¥, €) — P,_s (2: €)<(1—4,)(M,,,(€) — m,,,(€)]. 
Da (27) fiir beliebige x und y gilt, ist auch 
(28) M,_s, .(€) — m,_,,,(€) S (1 — 4,) [,, (©) — m,,,(€)]. 

Setzt man in (28) k=m-+1,m-+2,...,”, so erhailt man nach 
Multiplikation der so gewonnenen Ungleichungen 


(29) My, (E) —mqq(€) SI (1A). 


Die rechte Seite von (29) konvergiert mit n—+co gegen Null, und damit 
ist unser Satz bewiesen. 
In dem homogenen Falle mit diskreter Zeit gilt folgender 


Satz Il. Wenn fiir beliebige x, y und & 
(30) P(z,€)>AP(y,€), s4>0, 
ist, konvergiert P"(x,€) gleichmaBig gegen eine feste Verteilungs- 
funktion Q(€). 
Beweis. Im gegenwartigen Falle ist 
M,, n+y(E) sup [P?(z, €)) oe M,(€), 
M,, »+p(€) = inf [P?(x, E)] = m,(€), 


Amd 
und wegen (29) 


(31) M,(€) — m,(€) S$ (1— 4)’. 

Da wegen (25) und (26) fiir g > p die Formeln 

(82) P'(z, €) = P,, (2, €)< M,_,,,(€) = M, (E), 
(33) P* (x, €) > m, (€) 
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gelten, so ist 
(34) M,(€) > M,(€) > m,(€) > m,(€). 
Aus (31) und (34) folgt unmittelbar unser Satz. 

Wichtige Spezialfalle des Satzes II wurden von Hostinsky und Hadamard 
bewiesen®). Die Verteilungsfunktion Q(€) geniigt, wie in den erwahnten 
Spezialfaillen Hadamard gezeigt hat, der Integralgleichung 


(35) Q(€) =f P(x, €) Q(au). 


In dem Falle des allgemeinsten stochastisch-definiten Schema gilt 
Satz III. Wenn fiir eine Folge 
ly <ty<...<t<... ++ 
und beliebige x, y und € 
(36) Pit... 8, ¢,.€) 24, P(t_..g.4.8) 42°, 
ist, und die Rethe 
54, 
n=1 
divergiert, so ist das Ergodenprinzip (22a) erfillt und die Konvergenz 
von (22a) gleichmapig in x, y, &. 
Beweis. Es sei bei festem t 
sup (P(t, x, t, €)] = M(t, €), 
inf (P(t, x, t, €)] = m(t, E). 


Wenn 
“eat < 4g ee ee 


ist, erhailt man wie beim Beweis des Satzes I als Analogon zu (29) die Formel 


n+1 


(37) M(t,€)—m(t,6@)< If (1-4). 


k=m+1 

Da n mit ¢ unendlich groB wird, konvergiert die Differenz M(t, ©) — m(t, ©) 
mit ¢ gegen Null, womit unser Satz bewiesen ist. 

Im Falle des nach der Zeit homogenen Schemas gilt endlich der dem 
Satz II analoge 

Satz IV. Wenn es ein solches o gibt, das fiir beliebige x, y, © 
(37) P(o,2,€)>AP(o,y,€), ’4>0, 
ist, konvergiert P(t,x,€) mit t-—+-+-co gleichmdfBig gegen eine feste 
Verteilungsfunktion Q(€). 


5) Comptes rendus 186 (1928), S. 59, 189, 275. 
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Zweites Kapitel. 
Endliche Systeme von Zustinden. 
§ 5. 
Einleitende Betrachtungen. 
Wir setzen jetzt voraus, daB die Menge Y aus endlich vielen Elementen 
a ee 


besteht. In diesem Falle setzt man 


(38) P(t,, Xj, ta, %;) = Pi; (ty, ty). 

Da offenbar fiir eine beliebige Menge € 

(39) P(t,, 2;,t,, €) = D> Pix (ty: te) 
ace 


ist, braucht man nur die Wahrscheinlichkeiten P,;(t,,¢,) zu betrachten. 
Die Fundamentalgleichung (3) erhalt sodann die Gestalt 


(40) D Pig (Sas bg) Pry (bas %) = Pog (t,> ty) 
J 
wahrend die Gleichung (1) die Form 
(41) & Py; (ty, ty) =1 
J 


bekommt. Beliebige nicht-negative Funktionen P,; (ty, ty), welche (40) 
und (41) geniigen, definieren einen stochastisch-definiten ProzeS der Ver- 
anderung des Systems GC. 

Man definiert jetzt den Operator * folgendermaBen: 


(42) Fu = Pip * Fir = 5 Fi; Fir. 
J 
wodurch die Fundamentalgleichung (40) sich in 
(43) Py (ty, t.) * Pi, (ty, ts) = Pix (ty, t,) 
verwandelt. 


Im Falle des Schemas mit diskreter Zeit setzt man 
Pyq (24, j) = PZ, P, (2%, 2j) = Pi’. 
Die Wahrscheinlichkeiten P;?’ geniigen dabei der Gleichung 
(44) > Pi =1, 


J 
umgekehrt, wenn willkiirliche nicht-negative GroBen P;%’ die letzte Gleichung 
erfiillen, kénnen diese GréBen als die entsprechenden Wahrscheinlichkeits- 
werte in einem stochastisch-definiten Prozesse betrachtet werden. Die 
Wahrscheinlichkeiten P;?” berechnet man dabei nach der Formel 


(45) P;2? = Pi5*” PiRt® *...% Pit. 
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Im Falle des homogenen Schemas mit diskreter Zeit hat man 
Pi) = Pij, PS =(Pis)f? = Pi”. 


Wenn alle GréBen P;; positiv sind, so sind offensichtlich die Bedingungen 
des Satzes II des § 5 erfiillt, und Pj konvergiert folglich mit g — co 
gegen einen festen Limes Q;. Die Integralgleichung (35) verwandelt sich 
in unserem Falle in das System von Gleichungen 


(46) Q,= SQ; P;; (¢ = 1, Da cam n). 
J 
Diese Resultate wurden von Hostinsky und Hadamard erhalten‘). 


§ 6. 
Differentialgleichungen des kontinuierlichen stochastischen Prozesses. 
Es ist wegen (11) 


P,,(#, ¢) =1, 
a es 
) P,;(t,t)=0, t+). 
Wenn die Anderungen unseres Systems © in jedem Zeitmoment ¢ méglich 
sind, ist es natiirlich vorauszusetzen, daS 


lim [P,,(t, t+ 4)] = 1, 
fmcih sea 40, i+), 


ist, d. h. da8 fiir kleine Zeitintervalle die Wahrscheinlichkeit der Anderung 
des Zustandes des Systems klein ist. Diese Voraussetzung ist in der Hypo- 
these der Stetigkeit der Funktionen P, ;(t,,#,) nach ¢, und ¢, enthalten. 

Man nehme jetzt an, daB die Funktionen P, ;(s,¢) stetig und fiir t +s 
nach ¢ und s differenzierbar sind. Fiir ts fordern wir die Differenzier- 
barkeit nicht. Es wire a priori unvorsichtig, in diesen singuliren Stellen 
die Existenz der Ableitung vorauszusetzen’). 

Es ist fiir t>s 


(47a) 


OP,,(8, t) - Py (s,¢+4)—P,,(8, t) 
(48) — ae a lien tk 4 tk 





= lim FE P,(¢, t) Pyy(t,4 + 4) — Pis(2, )] 

= tim [ J Py 0A + P(t Ente 1), 4-+0. 
> | 

*) Siehe *). 


*) Vgl. mit den im Kap. IV betrachteten Funktionen F(s,2,t,y), welche fir 
=e notwendig Unstetigkeitspunkte besitzen. 
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Wenn die Determinante 
E= | P,;(8, t)| 
von Null verschieden ist, so kann man die Gleichungen 


P. A = 
> P,;(s-t) = t+ + P(e, ) Pant t, t+ i) (tint,s, a 
j+k 


lésen: 
Pyy(t,t+4)—1_ Age 
A ae 
(49) Py(t,t+4 A 
[| Been ite 
Da wegen (48) a, mit 4-+0 gegen PPals, 6) konvergieren, so konvergieren 
die GréBen (49) ebenfalls gegen wantiente Limites: 
(50a) lim 7 (6+ 4)—1 — A, (1), 
. Py (t,t+4) ’ 
(50b) lim" =A,,(t),  j+k.) 


DaB die Determinante J fiir ein passendes s <i wirklich von Null 
verschieden sein kann, sieht man aus der Relation 
(51) limi=1, s-—#, 


welche vermége der Stetigkeit von = und der Formeln (47) erfiillt ist. 
Aus (48) und (50) folgt unmittelbar das erste System der Differential- 
gleichungen fiir die Funktionen P,,(s, t): 





(52) Se mS Ayal t) Pis(6, #) = Pix(0s#) » Ayal) | 











Dabei ist wegen (47) und (50) 





(58) Ay, (t) = |. 
(54) A,2=0, jk, Ay,S9, 
und wegen (41) und (50) 

(55) 2A, = 9. 


Die Gleichungen (52) wurden nur in der Hypothese s < ¢ festgesetzt, aber 
wegen (47) und (53) sieht man, da8 sie auch fiir ¢ =e erfiillt sind. 


*) Man kénnte auch umgekehrt (47a) und (50) a priori voraussetzen und daraus 
die Stetigkeit und die Differenzierbarkeit von P,,(#,¢) nach ¢ beweisen. 
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Es ist ferner fiir s < t 





. éP,,(8, t) ieee P,,,(8+ 4,t)— P,,(8, t) 
(56) <a lim 7 


=lim $[P,,(8+4,t)— 3 P,,(s,8+ 4) Py (s+ 4,#)] 


: P,, (8, 4 P,,(8,8+ 4) 
= —Him [OP +4.t)+ 5 7 —Palot4.t)|, 4-0, 
j+i 








und wegen (50) erhalt man das zwette System der Differentialgleichungen 





Pal!) _ — 3 A,,(a) Py (8, t) = —Ayy(#) * Py (8, #) |. 


J 


(57) 











Wenn die Funktionen A, ;(s) stetig sind, so gelten offensichtlich die Glei- 
chungen (57) auch fiir s = t. 
Es sei jetzt fiir ein Zeitmoment ¢, eine Verteilungsfunktion 


Q (to, 2) = Q.(to), = Q, (to) =1 


gegeben fiir die Wahrscheinlichkeit, daB das System © sich im Moment 1, 
im Zustande zx, befindet. Die Gleichung (5) verwandelt sich jetzt in die 


folgende: 
Q,(t) sal 2 Q(to) P,, (to, t). 


Wegen (52) geniigen die Funktionen Q,(t) den Differentialgleichungen 





(58) SOn() _ Ay, (1) Q(t) (k =1,2,..., n). 


Wenn die Funktionen A;,(t) stetig sind, so bilden die Funktionen 
P,,(8,t) das einzige den Anfangsbedingungen (47) geniigende Lésungs- 
system der Gleichungen (52); folglich wird unser stochastischer Prozep 
durch die A;,(t) vollsténdig definiert. Die reelle Bedeutung der Funk- 
tionen A;,(¢) kann man folgendermafen erlaiutern: Fiir i +k ist A,,(t) dt 
die Wahrscheinlichkeit des Uberganges aus dem Zustande z, in den Zu- 
stand z, im Laufe der Zeit von ¢ bis ¢-+ dt, wahrend 


A,,(#) _ — ZA sf) 


ist. Man kann auch zeigen, daB, falls irgendwelche stetigen Funktionen 
A;,(t) unter den Bedingungen (54) und (55) beliebig gegeben sind, die 
Lésungen P,,(8,t) der Differentialgleichungen (52) mit den Anfangs- 
bedingungen (47) nicht-negativ sind und die Bedingungen (40) und (41) 
erfiillen, d.h. einen méglichen stochastischen ProzeB definieren. 





| 
| 
| 
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Es ist in der Tat wegen (52) und (55) 
(59) ae & Pints t) = 22 Aya(t)] Pi,(2,) = 0 


und, da vermége (47) 
» Pi, (t,t) =1 
E 


ist, folgt aus (59) die Relation (41). 
Man setzt ferner fiir t, < t, 


(60) Pix (t,,t) = P,,(t,,¢), wenn t,<t<t,, 
(61) Pix (ty, t) = Pi; (ty, ty) Pj, (t,t), wenn t, <t. 
j 


Die Funktionen P’,(t,,¢) sind stetig und geniigen den Differentialglei- 
chungen (52); folglich gilt die Gleichung (60) fiir beliebige ¢, und nicht 
nur fiir ¢ < t,; sodann fallt die Formel (61), wenn man ¢ = ?, setzt, mit (40) 
zusammen. 


Es bleibt zu beweisen, daB die Lésungen P,,(t,,¢) nicht-negativ sind. 
Fiir diesen Zweck setzt man 


y(t) = Min [P,, (#, 8)). 
Offensichtlich hat man fiir passend gewahlte ¢ und k 


Dt p(t) ma OP, (8, t) 


se Pi (8, #) = y(t), 
und, wenn y(t) < 0 ist, so folgt vermége (54) 
A,,(t) P;,(s,t) >90, 
A;,(t) Pi;(8,t) = Ay (t) y(t), 7+k, 
De y(t) = Fa am 3A (t) Py (st) 2 DA (t) v(t) = R(t) v(t). 
Da y(s) =0 ist, sieht man leicht, daB y(t) gréBer als jede negative 
Lésung der Gleichung 
o =Rit)y 


ist und folglich selbst nicht negativ sein soll. 


‘¢. 
Beispiele. 


In den nach der Zeit homogenen Schemata hangen die A;,(¢) von 
der Zeit ¢ nicht ab, der ProzeB ist in diesem Falle durch n* Konstanten A;, 
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volistindig bestimmt. Die Gleichungen (52) gehen dann in die folgende 
dP, 
(62) opm FAs Py(t) 


iiber; diese Gleichungen kann man ohne Schwierigkeit lésen. Wenn alle 
GréBen A,, von Null verschieden sind, so sind die Bedingungen des 
Satzes IV des § 5 erfiillt, und P,,(¢) konvergiert folglich mit t —- co gegen 
einen festen Limes Q,. Die GréBen Q, geniigen den Gleichungen 


24-1 
aA,Q=9 (&=1, 2,...,). 
| 
Man nehme z. B. an, daB 
n= 2, 
A,, = A,, = A, 
A,, = 4, = — A, 


d.h. die Wabrscheinlichkeiten des Uberganges aus dem Zustande z, in 
den Zustand z, und des umgekehrten Uberganges gleich seien. Die Diffe- 
rentialgleichungen (62) geben fiir unseren Fall 


P,,(t) = Py, (#) = su as e-ai], 
P,, (t) = Pog (t) = 5 [1+ e-244]. 


Wir sehen, daB die P,,(t) mit t+ co nach Q, =} konvergieren. 
Folgendes Beispiel zeigt, daB die Konvergenz nach Q, mit gedampften 
Schwingungen begleitet sein kann: 


n= 3, 
A,, = Ay = A,, = A, 
A,, = A,, = A,, = 0, 


Ay, = Ay = Ay = — A, 
P,,(t) = Pay (t) = Pas (t) = Ge” *“‘ coset + 5, 


P,(t) = Pag (t) = Pas (1) <1 sinat — zoosat|+<, 
Pays (t) = Pag (#) = Pag (#) = — € P* Ee i at + 5 cosat| +t, 


‘3 
By 


Die analogen gedampften Schwingungen wurden fiir die Schemata mit 
diskreter Zeit von Romanowsky entdeckt. 
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Drittes Kapitel. 
Abzihlbare Systeme von Zustiinden. 


§ 8. 
Einleitende Betrachtungen, diskrete Schemata. 
Wenn die Menge & aus abzahlbar vielen Elementen 
i ee ae 


besteht, erhalt man alle Bezeichnungen und Resultate von § 5 des vorigen 
Kapitels. Die Konvergenz der Reihen 


2 Pin (ty ty) =1, 2Fy=! 


wird dabei vorausgesetzt, daraus folgt die Konvergenz von Reihen (40), 
(42), (46); dagegen verlangen wir nicht, daB die Reihe 


2 P ik (t, ’ t,) 
konvergent sei. 

Wir geben jetzt nur einige Bemerkungen iiber die Schemata mit dis- 
kreter Zeit, und zwar tiber die homogenen. Die Bedingungen unserer Siatze 
iiber das Ergodenprinzip gelten fiir die Schemata mit abzahlbar vielen Zu- 
stinden in den meisten Fallen nicht, aber das Prinzip selbst ist dessen 
ungeachtet dfters erfiillt. Zum Beispiel betrachten wir ein von Herrn 
8. Bernstein neuerdings betrachtetes Spiel*), in welchem ein Spieler in 
jeder Partei einen Taler mit der Wahrscheinlichkeit A gewinnen und mit 
der Wahrscheinlichkeit B, B> A, A-+B<1, verlieren kann, voraus- 
gesetzt, daB sein Vermégen von Null verschieden ist; im letzteren Falle 
verliert er nichts. 

Wenn z, der Zustand ist, in welchem der Spieler n —1 Taler besitzt, 
schreibt man die Bedingungen des Spiels folgendermaBen : 


Poosim 4, Posi. 8 (n =1, 2, 8,...), 
P,,=1-—A, 

P.,=1—A-—B (n = 2, 3, 4,...), 
P,.=0, in allen anderen Fallen. 


Man zeigt leicht, daB 
; A) (/A\>* 
lim P= (1-§)(§)  =Q po, 
j 
gilt, woraus das Ergodenprinzip folgt. 


*) Wahrscheinlichkeitstheorie, 8. 141 (russ.). 
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Es sei bemerkt, daB aus der Existenz von Limites 


lim Pi = A,, p—- oo, 


oid 
nur dann das Ergodenprinzip folgt, wenn die Summe 


SA;=A 


d 
gleich Hins ist. Man kénnte zeigen, daB stets A <1 ist, und da8 im Falle 
A <1 das Ergodenprinzip nicht gelten kann. 
Wenn alle A; existieren und gleich Null sind, tritt die Frage hervor 
iiber die asymptotische Darstellung von Pj; fiir p —- co. Wenn eine solche 
Darstellung unabhaingig von ¢ méglich ist: 


Pp +P 7P° 
Pi; = Aj +o(4;), 


so sagt man, daB das lokale Ergodenprinzip erfillt ist. Das letztere 
Prinzip scheint im Falle der abzahlbar vielen méglichen Zustande von groBer 
Wichtigkeit zu sein. 

Es seien jetzt die méglichen Zustainde z mittels aller ganzen Zahlen 
(— co <n< + oo) numeriert. Alle Bezeichnungen und Formeln des § 5 
bleiben dabei erhalten, nur erstrecken sich die Summationszeichen iiber alle 
ganzen Zahlen. Wir betrachten naher den Fall 


nh... 
Offenbar gilt in diesem Falle auch 
Phi = Phis 
PEt = 5 PP P,-:, 
Pr" = S Pi” Py-i. 
Wenn die Reihen 
= SkP,, 
b* = 2 kb’ P. 
absolut konvergieren, kann man die Laplacesche asymptotische Formel 


folgendermaBen schreiben: 
_ (k-pay 





1 = 1 
PF =———e 1 %¥ +o(7). 
* bf2ap Vp 
Was die Geltungsbedingungen dieser Formel betrifft, so wissen wir nur, 
daB sie im Bernoullischen Falle stattfindet, in dem 


(63) 





(64) P,=1—A, P,=A 
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ist und alle anderen P, verschwinden. Der Liapounoffische Satz leistet fiir 
unser Problem nichts, wie man aus dem Beispiel 
1 
P. so P -1™" 3 
P,=0, k++1, 


schlieBt, in dem (63) nicht gilt. Fiir die Giiltigkeit von (63) ist im all- 
gemeinen notwendig, daB fiir jedes ganze m ein k existiert, fiir welches 
k==0(modm), P,+0, 
ist. 
Es sei noch bemerkt, daB nur im Falle a=0 die Formel (63) bei 
festem k wirklich eine asymptotische Darstellung von P? gibt. In diesem 
Falle folgt aus (63) bei festem & 





; 1 1 
65 fa Te RAP 
(65) Pe vacas + (7) 
und bei festem 7 und j 
(66 ie 7a): 
siehe P= Wesab +o(7- 


Wegen (66) ist in dem jetzt betrachteten Falle das lokale Ergodenprinzip erfiillt. 
Eine ganz besondere Art von Anniaherungsformeln fiir P* erhalt man, 

wenn die Wahrscheinlichkeiten P;,; der Unverinderlichkeit des Zustandes 

des Systems in jedem einzigen Anderungsmoment nur sehr wenig von 

Eins verschieden sind. Zum Beispiel im Bernoullischen Falle (64) gilt fiir 

die kleinen Werte von A die Poissonsche Anndherungsformel 

(67 ) P? ~ Ae 4e, 


Die allgemeine Methode zur Ableitung von solchen Formeln erhalt man 
durch die Anwendung der Differentialgleichungen von nach der Zeit 
kontinuierlichen Prozessen, wie es fiir die Formel (67) in § 10 gezeigt wird. 


§ 9. 


Differentialgleichungen des nach der Zeit kontinuierlichen Prozesses. 


Wie im §6 setzen wir voraus, daB die Funktionen P,;(s, 1) stetig 
und fiir ¢ +s nach ¢ und s differenzierbar sind. Die Formeln (48) und (56) 
gelten in dem jetzt zu betrachtenden Falle der abzahlbar vielen méglichen 
Zustinde wie friiher, aber um die Vertauschbarkeit des Limeszeichens mit 
dem Summenzeichen in diesen Formeln zu beweisen und somit die Diffe- 
rentialgleichungen (52) und (57) festzustellen, mu man jetzt neue ein- 
schrinkende Bedingungen einfiihren, und zwar die folgenden: 

A. Existenz der Limites (50). 

B. GleichmaBigkeit der Konvergenz von (50b) nach j bei festem k. 
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C. GleichmaBigkeit der Konvergenz der Reihe 

(68) Dy ket) = 1 dt 5) 
kj 
nach 4 (daB diese Reihe konvergiert, folgt unmittelbar aus (41)). 

Die Bedingung A war im § 6 fiir den Fall der endlich vielen Zustande 
bewiesen auf Grund der Differenzierbarkeit der Funktionen P;, (8, ¢) fiir t + 8; 
im abzihlbaren Falle dagegen scheint sie daraus nicht zu folgen. Zur 
Bedingung B sei bemerkt, daB die GleichmaBigkeit der Konvergenz von 
(50b) nach & bei festem j aus der evidenten Ungleichung 

P,,(t,¢+4)51—P,,(t,t+4) 
folgt. Dagegen wird die GleichmaBigkeit von (50b) fiir beliebige j und k 
ebenso wie die GleichmaBigkeit von (50a) nach k& nicht verlangt; diese 
Forderungen waren fiir die Anwendungen unbequem. 

Da die Faktoren P,;(s,¢) in der Formel (48) eine absolut konvergente 
Reihe bilden, so kann man wegen der Bedingungen A und B in dieser 
Formel Limes- und Summenzeichen vertauschen und so die Differential- 
gleichung (52) erhalten. Dabei geniigen die Gréfen A;,(t) offensichtlich 
den Formeln (53) und (54); die Formel (55) ist wegen der Bedingung C 
ebenfalls erfiillt. Aus der letzten Bedingung und der gleichmaBigen 
Beschranktheit der Faktoren P;,(s +4, t) folgt auch die Vertauschbarkeit 
des Limes- und Summenzeichens in der Forme! (56), welche fiir die Her- 
leitung der Differentialgleichung (57) geniigt. 





§ 10. 


Eindeutigkeit und Berechnung der Lésungen im nach der Zeit 
homogenen Falle. 


In diesem Falle gehen die Gleichungen (52) in die folgenden 
‘ adP,,(t 
(69) oak = 2A P(t) = P,,(t) * A), 


iiber, wobei A;, Konstanten sind. Wir beweisen im Falle der Konvergenz 
der Reihen : 

p> | A;,| ei Bi " 

J 


> Bj” |A;,| _ Be. 
(70) : 


ee ee ee oe ee ee 
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und der Anfangsbedingungen 
P ii(9) =1, 

72 Bi 
P,,(0) =0, t+), 
da8 die Gleichungen (69) ein einziges, den Bedingungen unseres Problems 
geniigendes Lésungssystem P,,(t) besitzen. 

Da stets P,;(t) < 1 ist, so erhilt man in der Tat vermége (69) und (70) 
die Ungleichung 

Sa | < B;, 


folglich kann man (69) gliedweise differenzieren: 


d* P(t) *, aP,j(t) 
ri) =) ike nn -< P,,(t) * 








In analoger Weise erhalt man die allgemeinen Relationen 
a™ 
(73) lam Palt)| SBE, 


(74) Fined +1 


ait P,,(t =5 ~ P,,(t) # 


Aus (73) und der Konvergenzbedingung fiir die Reihen (71) folgt, 
daB die P,,(¢) analytisch sind. Ferner erhalt man vermége (69) und (74) 


da" 


(75) aan Pan (t) = Pi, (t) *[Ayly, * 
insbesondere hat man fiir t= 0 wegen (72) 

6 a” n 

(76) qe Pin(0) = (Ai, ]) 


woraus folgt, daB die analytischen Funktionen P,,(t) durch die Kon- 
stanten A,, eindeutig bestimmt sind. Die Formeln (76) und (75) dienen 
auch zur Berechnung der Lésungen des Systems (69) durch die Taylorschen 
Reihen. 

Zum Beispiel, wenn 





Ay sas = A, 
4, =-4, 
A, =0, in allen anderen Fallen, 
iat, erhalt man leicht 
i ee 
P,,(t)= mre ‘| sem, 


P,,.(t) = “ m>n, 
oder die Poissonsche Verteilungsformel; diese stimmt fiir k = n—m, p=t 
mit (67) tiberein. 
Mathematisebe Annalen. 104. 29 
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Wenn das Ergodenprinzip erfiillt ist und P,,(t) gegen Q, mit 4—-co 
konvergiert, geniigen offensichtlich die Konstanten Q, den Gleichungen 


f >, 7 | 
(77) . 
| 24n%=0 (k =1,2,...). 
Zum Beispiel, wenn 
A; i413 A, 
A,.,,;=B, B>A, ‘ 
A,, = —A, 
A; =—(A4+B), #>1, 
A =0, in allen anderen Fillen, 


ist, erhalt man leicht aus den Gleichungen (77) 
A\ ;A\"~* 
Q=(1-F)(R) 


\ 


Als zweites Beispiel setzen wir 


Ay 43 = A, 

A,,,,=tB, ‘ 
A; =-—A-—(#-—1)B, 

A,, =0, _ im allen anderen Fallen. 


ij 
Die Gleichungen (77) liefern uns in diesem Falle 
1 /A\" ~ 
Qn = «i (#) *, 


also wieder die Poissonsche Formel. 


Viertes Kapitel. 
Kontinuierliche Systeme von Zustinden, einparametriger Fall. 
§ 11. 
Einleitende Betrachtungen. 


Es sei jetzt der Zustand des betrachtenden Systems durch einen 
reellen Parameter x definiert; wir bezeichnen in diesem Falle mit z den 
Zustand selbst, sowie den zugehédrigen Wert des Parameters. Wenn €, 
die Menge aller Zustinde x mit x < y ist, so setzen wir 


F(t,,2,t,,y) = P(t,, z, t,, E,). 


F(t,,2,t,,y) ist als Funktion von y monoton und nach rechts stetig und 
geniigt den Grenzbedingungen 


(78) F(t,,2,t,,—co)=0, F(t,,2z,t,, +00) =1. 











Analytische Methoden der Wahrscheinlichkeitsrech 439 


= 





Die Fundamentalgleichung (3) verwandelt sich fiir F(t,,2,t,,y) in die 
folgende : 


+0 
(79) F(t, %,ty,2)= J P(ty 9s ty, 2) GP (t,, 25 ty, y). 


Man kehrt so zum Gebrauch der integralen Verteilungsfunktionen der zu- 
falligen GréBen und der Stieltjesschen Integrale im gewéhnlichen Sinne 
zuriick. ; 

Das Integral (79) ist nach Lebesgue*®) gewif bestimmt, wenn 
F(t,, y,t,,z) nach y im Borelschen Sinne meBbar ist. Wir setzen im 
folgenden voraus, daB das System % (siehe § 1) mit dem System aller 
Borelschen Mengen zusammenfallt, woraus die Borelsche MeBbarkeit von 
F(t,,2,t,,y) nach x folgt. Dabei ist bekanntlich die additive Mengen- 
funktion P(t,,2,t,,€) fiir alle Borelschen Mengen € durch die ent- 
sprechende Funktion F(t,, x, t,, y) eindeutig bestimmt. 

Wir nennen die monotone und nach rechts stetige Funktion F(y), 
welche den Grenzbedingungen 


F(—co)=0, F(+co)=1 
geniigt, die normale Verteilungsfunktion. Wenn F,(x,y) und F,(2, y) als 


Funktionen von z im Borelschen Sinne meBbar und als Funktionen von y 
normale Verteilungsfunktionen sind, so gilt dasselbe auch von der Funktion 


(80) F(z, 9) =F(z, 9) @R(2,y) = f Fle, 9)aF,(z,2), 


Dieser Operator @ ist wie * assoziativ; mit seiner Hilfe schreibt man die 
Fundamentalgleichung (79) in der Form 


(81) F(t,, 2, t,,y) = F(t,, z, ty, y)@® F(t, 2, ty, y). 


Wenn F,(z,y)=V,(y—2), F,(x,y) =V,(y — 2) ist, so gilt, wie 
man leicht ausrechnet, 


(82) F(z, y) OF, (2,9) =V(y —2z)=V,(y—2z)OV,(y — 2), 
(83) V(x) =V, (x) OV, (xz) = f¥.(2 — z)dV,(z), 


Der Operator © ist auch assoziativ und iiberdies fiir die normalen Ver- 
teilungsfunktionen kommutativ; wenn man V, (2) und V,(z) als Verteilungs- 
funktionen fiir zwei unabhangige zufillige GréBen X, und X, betrachtet, 
so stellt bekanntlich V,(2)@©V,(a) die Verteilungsfunktion fiir die Summe 
X = X,+ X, dar"). 

) Legons sur l’intégration, 2. Ausg., 8. 261. 

“) Siehe z. B.: P. Lévy, Calcul des probabilités, 8. 187. 

29* 
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Wenn F(t,,2,%,,y) als Funktion von y totalstetig ist, so hat man 





(84) P(t, 25 tay) = J tts 2 ty 9) ay. 


Die nicht-negative Funktion f(t,, 2, t,, y) ist dabei nach z und nach y im 
Borelschen Sinne meBbar und geniigt den Gleichungen 


(85) Siete vay =1, 


+o 
(86) F (tyy as bys 2) = Jf (ts a, tyr y) F( ty» Ys ty» 2) dy. 


Umgekehrt wenn /(t,,2,t,,y) alle diese Forderungen erfiillt, gelten fiir 
die nach (84) definierte Funktion F(t,,z,t,,y) die Gleichungen (78) 
und (79); folglich definiert eine solche Funktion f(t,, z,t,, y) ein Schema 
eines mdglichen stochastischen Prozesses. Diese Funktion /(t,, x, t,, y) 
nennen wir weiter die differentiale | erteilungsfunktion fiir die zufillige 
GréBe y. 

Wir merken uns noch die folgenden gemischten Formeln: 


+0 
(87) F(t,, 2, ty, 2) =f F(t,, y, ts, 2) f(t, 2, ty, y)dy, 


+o 
(88) P (tas 2: bys 2) = Jf (tas Ys tas 2) AP (24, 2, yy 9): 


Im Falle des nach der Zeit diskreten Schemas betrachtet man die 
Funktionen 
F,,,(2; y) = F(t, z, te y), 


F, (z, y) _ Taleo (zx, y), 
welche den Gleichungen 


(89) Fyne (% y) = Fn (2%, y) ® F,,, (2, y), 
(90) F,,.(2; y) = F,,, (2; y) @ F,,,, (2, y), k<om<n, 
geniigen. Wenn 

F,, (2; y) = J fan(2, y)dy, f,(2, Y) = fa—s.0(%: y) 


ist, so hat man iiberdies 


(91) fa, m+1(%s 8) = Sfan(2, Y) faar (yz) dy, 


(92) fagl22)— JS fral@ ¥)fan(s2)dy, b<m<n. 
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§ 12. 


Die Lindebergseche Methode. Ubergang von den diskreten zu den 
kontinuierlichen Schemata. 


Wie im § 3 bemerkt wurde, werden in der Wahrscheinlichkeitstheorie 
gewobnlich nur die nach der Zeit diskreten Schemata betrachtet. Das 
fundamentale Problem fiir diese Schemata besteht in der Aufstellung der 
Annaherungsformeln fiir die Verteilungen F(z, y) mit groBen Diffe- 
renzen n — m, oder, was im wesentlichen dass"e ist, der asymptotischen 
Formeln fiir F,, (x, y) bein—+co. Das wichtigste Resultat in dieser Richtung 
ist der Laplace-Liapounofische Satz. Wir wollen jetzt den Lindebergschen 
Beweis**) dieses Satzes naher untersuchen, um seinen Hauptgedanken in 
méglichst allgemeiner Form herauszubekommen und dadurch eine allgemeine 
Methode zur Herleitung der asymptotischen Formeln fiir F., , (2, y) zu erhalten. 

Es sei 


FP, (2, y) — Vi(y Pe x), 


a,(2)= f (y—2) a, (2, 9) = fyaP,(y) =0, 


bi(2) = f(y —a)ara(2,y)= Sy*aValy) = 88, 


Ban = basi + Onset... +23; 


der Laplace-Liapounofische Satz behauptet unter einigen Nebenvoraus- 
setzungen, daB bei festem m und wachsendem n 


F,,,(2,y)= ® (G) + 0(1), 


z* 
@(z)= a Jer¥ae 
gleichmaBig nach x und y gilt. 
Wir betrachten neben dem durch die Funktionen F,(2z, y) definierten 
stochastischen ProzeB mit diskreter Zeit einen anderen mit kontinuierlicher 
Zeit; dieser letztere ProzeB8 sei mittels der Funktion 


Fit’, x, t”, y) ae o( y-=z 
charakterisiert. Es sei ferner 
to = 0, ty — -... 
F,,,,(2, y) -— F (t,., z, ta y), 


F, (2, y) = Fs (2; y). 
1*) Math. Zeitschr. 15 (1922), 8. 211. 
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Man hat offensichtlich 


F(z, y) = 0(%*), 


a,,(a) = fly —z)é@dF (2, y) = 90, 


- & 
+ & 


ba(x) = f (y—2x)*dF, (x,y) = by, 


dabei fallen die ersten und zweiten Momente 4,(2) und b, (x) der Ver- 
teilung FI’, (x, y) mit entsprechenden Momenten a,(a) und b, (a2) der Ver- 
teilungen F(z, y) zusammen; auf Grund der letzteren Tatsache beweist 
Lindeberg, daB die Differenz 

F (2, 9) — F,,,, (2, y) 
mit n—+ oo gegen Null konvergiert, dann folgt der Laplace-Liapounofische 
Satz aus der evidenten Formel 


F(t, y)=@ ( =) - 

Im allgemeinen Falle beliebiger Funktionen F(x, y) kann man eben- 
falls die Lindebergsche Methode anwenden, wenn man eine Funktion 
F(t’, x,t”, y) kennt, welche einen kontinuierlichen stochastischen ProzeB 
definiert und fiir eine Folge der Zeitmomente 

/i<t,<&<...<h <<... 
mit a,(x) und 6: (x) zusammenfallende oder von derselben nur wenig ab- 
weichende Momente a, (xz) und b:(z) ergibt. Die allgemeine Methode zur 
Herleitung solcher Funktionen F wird sodann durch Anwendung der 
Differentialgleichungen der kontinuierlichen Prozesse erhalten, welche in 
den folgenden Paragraphen betrachtet werden. Zum Ubergang von F zu F 
kann man den folgenden Satz benutzen: 


Obertragungssatz. Hs seien durch die Funktionen F.(x,y) und 
Fi (a,y) zwei stochastische Prozesse mit diskreter Zeit definiert. Wenn 


(93) f(y—z2z)dF,(z,y)=a,(z), S(y—2)dFP,(x,y) =4,(z), 


(94) S(y—2)*dFa(z,y)=dn(z), SJ (y—2)*dFa(2,y) = On (2), 


(95) fly—2}*dF(z,y)=¢,2), Sly—2|*aF,(x,y) =, (2), 


|a,(z) — a,(z)| <p,, 
| bx (x) — ba (2) |< an, 
¢,(*) St, 

é,(%) SF, 


(96) 
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tst und eine solche Funktion R(a) existiert, dap 


R(x)=0, wenn 2<0, 
(97) 0<K(x)<1, wenn 0<2<l, 
G(z)=1, l<z, 
+o 
(98) U,»(2,2)= J R(z—y)aF,,(z,y), 


gz. 5a an( 2: z)| <i: 
o 


a : 
(99) re Uzn(2,2)| < Ke”, 
| a* (e 2)\|< K® ( 

5x8 U,,,(252) — Ky (k= 7 a . 0) 
ist, so hat man 
(100) F,,(z.y —l)—e, = Foals ”) S Foley +) + es 


«= K" 3! p,4 > Ki 2 Sat LF tp) we -¥,). 


k=1 k=1 

Fiir die Anwendung dieses "deni im Falle, wo die Momente a(z), 
b(x), c(a) bei wachsendem 2 unbeschrinkt sind, kann man 6fters die Un- 
beschranktheit durch Einfiihrung einer neuen passend gewahlten Variablen 
x’ = p(x) beseitigen. 

Beweis des Ubertragungssatzes. Man hat wegen (98) 
(101) Ug-1,n(,y) = Fe-sn (2, y) @ R(y — 2) 
=F, (z,y) OF, ,,(z,.y)O---OF,(2,y) OR(y—2) =F, (x,y) BU,,(2,y) 
und wegen (93), (94), (95), (99) 








+00 
(102) Uy-1,n(ty) = J Uy .(2,y) dF, (2,2) 
nn £ az __ a — #)\8 = 
=| [0,.@.9)+20,(09) + 20, (e9) s+ 20,.6.9) = ]aF, ,2) 
b x, 
=U,,,(2, y)+5 —Uya( v, y) a, (a z)+2.0,,(2 x,y) HC) |G poral), \0\<1. 
Wenn man 
(103) Vi-1,n(%Y) = F,(z,y)®U,,,(z,y) 


setzt, so gilt die zu (102) analoge Formel 
(104) Vu—a,n(%+¥) =U, u(2¥) + 35 Uen( 29) a,(2) 


f. a* U ( by (x) 6K” cy (x) r) 1 
az en( 29) —=Q— + n 6” | l< . 
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Aus (102) und (104) folgt vermége (96) und (99) 

(105) | O,_1, n(@ 9) —Va_s, o(@>9)| SEN p+ 5 Ke’a,+ Ke (+h). 
Es sei ferner 


(106) W,,.(,¥) = Fy, (z,y) OU,, (zy) 
=F, (zy) OF, (2,y)®...0F,(z, y) ®U,,(z,y) = Fo n-1(2; y) @V,_ 1, (ZY); 
dann ist wegen (105) 


|W, (2, y)—W, k—1, a(@> y)| 
=|Fy,- (2,9) OV,_ 1,0(%¥) — Fy x1 (2, y) ®U,_, .(2y)| 


= Si (Vi-s,n(@¥)—Uy_1 n(@¥))EFy,,_1 (2,2) 
S sup|V,_ 1,n(2,¥) —U,_ 1,0 (25 y)| 
<x) Py + xo % + S xe (r,+7,), 


(107) |W (2, ¥) — W,,..(2,9)| 


Ss Ky’ >) P+ ; Kn Dt a ios +¥,) =¢,. 
k=l 1 =1 


Win(2¥) =F, (zy) OR(y = FR (y—z)@F,, (2,2). 
Wenn man in Betracht zieht, daB 


Won(2, y) = F,,(z, y) @R (y ez x) a (y a z)aF, a(, z) 
ist, so erhilt man wegen (97) 


Waalty) < faFya(2,2)—Fya(2.9), 


W,.(2,9 +1) > SaP,,(2,2)=F,, (2,9), 
(108) e 


y-l 


Won (2,¥) 2 J 4F,,(z,2)=F,,(z,y—2), 





Won(ty tls Tar, ce2 = F,,(z,y +1). 


Aus (107) und (108) folgt unmittelbar die Formel (100). Fiir die 


Einzelheiten der Beweisfiihrung siehe die erwahnte Lindebergsche Ab- 
handlung. 
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§ 13. 


Die erste Differentialgleichung fiir die nach der Zeit kontinuierlichen 
Prozesse. 


Wenn in unserem System © in jedem Zeitmoment ¢ Anderungen auf- 
treten kénnen, ist es natiirlich vorauszusetzen, da8 groBe Anderungen des 
Parameters z in kleinen Zeitintervallen nur sehr selten stattfinden, oder 
genauer, da8 fiir jedes positive « 


(109) P(t,z,t+A, ly—2z|>e)—0, A—0, 


ist. In den meisten Fallen kann man voraussetzen, daB auch die schirfere 
Bedingung 


+o 
(110) m(t,2,4)= f|y—2|’dF(t,2,t+4,y)+0, 4-0, 


wenigstens fiir die ersten Momente m“), m), m® erfiillt ist. Eine all- 
gemeine Untersuchung der Méglichkeiten, welche in diesen Voraussetzungen 
vorkommen, wire von groBem Interesse; wegen einiger Bemerkungen dar- 
iiber mége auf den § 19 verwiesen werden. 

In den nachsten Paragraphen wird vorausgesetzt, daB noch die wich- 
tige Bedingung 

m®) (¢, 2, A) ane oA 

(111) me 2d) 0, 4-0, 
erfiillt ist. Diese Bedingung gilt sicher, wenn fiir unendlich kleine 4 nur 
unendlich kleine Differenzen y—-z in der Bestimmung von m"(t, x, 4) 
durch die Formel (110) wesentlich sind, oder genauer, wenn 
ate 
Sly—a|*aP(t, 2,t+4,y) 
— —il, 4-0, 
J \y—2|*dF(t,2,¢+4,y) 


(112) 





ist. Nur in diesem Falle wird unser stochastischer Proze8 im eigentlichen 

Sinne nach der Zeit kontinuierlich. Aus (111) folgt auch die Formel 
m™)(t, 2,4) 
m™ (¢, 2, 4) 


AuBerdem setzen wir voraus, daB bei s + alle partiellen Ableitungen 
von F(s,2,t,y) bis zur vierten Ordnung existieren und bei festem ¢ und 
y fir t—s>k>O nach s und z gleichmaBig beschrankt sind. Aus (78) 
und (110) schlieBt man, daB bei s=# dagegen F(s,2,t,y) notwendig 
eine Unstetigkeit besitzt. Die Funktion 
(113) f(8,2,t,y)= + F(s,2,t, y) 


—0, 4-0. 
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geniigt offensichtlich den Gleichungen (84), (85), (86) und besitzt bei 
festen 4 und y fiir t—s>k>O nach s und z gleichmaBig beschriankte 
Ableitungen bis zur dritten Ordnung. Alle weiteren Rechnungen fiihren 
wir fiir diese differentiale Verteilungsfunktion f(s,2,t,y) aus. 

Es sei 


(114) a(t,z,4)= fy —2x)f(t,z,t+ 4,y)dy, 


(115) b*(t,2,4 (y- ‘(t,2,t+ 4,y)dy =m (t,x, A), 


fo 9) 


+ 
(116) = e(t, 2,4) = fi y —2)|*f(t,2,t+4,y) dy = m® (t,x, A). 


Man hat vermége (85) und (86) 


+ co 
(117) f(s,2z,t,y) Sf f(s, 2,8 + 4,2z)f(s+ 4,z,t,y)dz 
S t(s,a,8 | 4,z)\f(s +- A,az,t,y) 4 ~f(s +- 4,2,t,y)(2— 2) 
z)* cs 


 ., \ (2 . (z—2)° 
szif(s t A,x,t,y) = \8 T 4,é,t,y) dz 


> 
a 


; “TF oe fe ee 
f(s + 4,2,t,y)-+ 5, f(s + A,ax,t, y)a(s,x, 4) 


e* b(8,2%,4) , gc(s,z,4) 
5zaf(s+4,2,t,y)——5 +, 


0\|<C, 


bei s -+ 4<1<¢# kann dabei C unabhingig von 4 gewahlt werden. Aus 
(117) folgt unmittelbar 





(118) f(s mat DD Rod ACILILIE ) 
sti : a(s,x,4) (8,2, 4) c(s,2z,A) 
==f\s + 4,x,t,y) — ae — 24 8+ 4, Zz, t, »)o oA ~~ 64 —. 


Jetzt wollen wir zuerst beweisen, daB, wenn die Determinante 


0 sn @ non, | 
gg f(s. 2,02 lila Y ) 


(119) D(s,z,t',y',t",y") =| “ 
= f(s, 2,1’, )5 of (8,2, t” ”)| 
| az y" Zt sy )| 

bei festen z und s nicht identisch nach t’, y, t”, y’ Sie die Verhiltnisse 


she. $)8) and * As, 4.8) 
mit 4—+0 zu bestimmten Grenzwerten A(s,x2) und B*(s,x) konvergieren. 
Es seien in der Tat t’,y’,t”,y” so gewahlt, daB (119) nicht verschwindet, 
in diesern Falle ist fiir jedes geniigend kleine 4 auch 


D(s+ 4,z,t',y’,t’,y”) +0, 
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so daB die Gleichungen 

A(4 \~r(e+4, z,t’,y’) + u(4) = ate + 4, z,t”,y”)=0, 
(120) 

4(4)5 Ate +A, x,t" y’) +0 (4) 2 =f (8 +4,2,t",y") =1 


eindeutig lésbar sind. Dabei konvergieren ae ) und u(4) mit 4-0 nach 
4(0) und (0). Vermége (118) erhalt man ferner 


(121) a(ayhebdast fret) | (4) Metdrsety"—fle.t"y") 





Bs, 4, 2) 


O« ” A 
os CO te 022) 


64 
Die linke Seite von (121) konvergiert mit 4 — 0 nach 


2 = 1(0) 5 #(8, 2, y’) + u(0) f(s, 2,1”, 9"); 


in der rechten Seite von (121) ist vermége der Bedingung (111) das zweite 
Glied unendlich klein im Vergleich mit dem ersten, folglich konvergiert 
dieses erste Glied zu dem festen Limes 


(122) B*(s, x) =lim24)_ 9, 4-20. 


Aus (122) und (111) folgt unmittelbar, daB 


(123) a) 0, 4-0, 
ist. 

Wegen (122) und (123) geht die Formel (118) fiir 4=0 in die 
ety tiber: 


s(6.5.0)) 


lim | = f(8, 2, t, y)——> aaa bee < f(a, 2, ty) — f(s, 2, t, y) B*(s, x). 


Da - f(s, 2,t,y) nicht identisch nach ¢ und y verschwindet, existiert 
auch der Limes j “ 

= — ———- \ Re 
a(s,2,4)__~ ae! (%%6¥) pgal (4,2, toy) BY(s, x) 


4 i ie To oe 
pz f (8 * ty) 


(124) A(s, 2) = lim 





A—-0. 


Aus (118), (122), (123) und (124) folgt durch den Grenziibergang die erste 
fundamentale Differentialgleichung: 





CPA aE aE 
(125) 


— B*(s, x) 25 f(8,2,t,y). 
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Wenn die Determinante D (s, x, t’, y’, t”, y”) bei beliebigen ¢’, y’, t”, y” 
verschwindet, existieren im allgemeinen die Grenzwerte A(s, x) und B*(s, x) 
nicht, wie das folgende Beispiel zeigt: 

(y*'—2*)*? 


By? ~ 4-2) 
(126) f(s, z, t, y) TUS) e . 
Hier ist bei z = 0 


b*(s,2, 4) 
24 


Man kénnte jedoch zeigen, daB solche Ausnahmepunkte (s,x) auf der 
(s, z)-Hbene nirgends dicht legen. 

Die reelle Bedeutung dieser sehr wichtigen GréBen A(s, x) und B(s, z) 
ist die folgende: A(s, x) ist die mittlere Geschwindigkeit der Verainderung 
des Parameters z im Laufe des unendlich kleinen Zeitintervalles. B(s, x) 
ist die differentiale Dispersion des Prozesses. Die Dispersion der Differenz 
y — zx im Zeitintervalle 4 ist 


—+—+o, 4-0. 


(127) b(s, x, 4) = B(s, x) 724 + 0(y4) + O(/4), 
der Mittelwert dieser Differenz ist 
(128) a(s,z,4)=A(s,2)4+0(4)=0(4). 


Es ist vielleicht nétig zu bemerken, daB der Mittelwert m (t,x, 4) von 
|y—2| wie die Dispersion b(s,2,4) von der GréBenordnung j4 ist. 
Wie es im folgenden Paragraphen gezeigt wird, in manchen Fillen charak- 
terisieren die Funktionen A(s,z) und B(s,2z) eindeutig unser stochasti- 
sches Schema. 


§ 14. 
Die zweite Differentialgleichung. 


In diesem Paragraphen erhalten wir aufrecht alle Forderungen iiber 
die Funktion f(s,z,t,y) des vorigen Paragraphen und setzen iiberdies 
voraus, daB f(s, z,t, y) stetige Ableitungen bis zur vierten Ordnung hat. 
Dann folgert man leicht aus (120), daB, wenn die Determinante (119) 
nicht verschwindet, 4(0) und yu (0) stetige Ableitungen nach « und z bis 
zur zweiten Ordnung haben; wegen (120) und (124) gilt offensichtlich 
dasselbe fiir B*(s,2) und A(s, 2). 

Es sei jetzt fiir ein festes ¢ ein Intervall a< y<b gegeben, derart, 
da8 in keinem seiner Punkte die Determinante D(t, y, u’, 2’, u”, 2”) iden- 
tisch nach wu’, z’, u”, 2” verschwindet. Es sei ferner R(y) eine nur auf 
der Strecke a < y <b von Null verschiedene nicht-negative Funktion mit 
beschrinkten Ableitungen bis zur dritten Ordnung. Dann hat man 
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(129) St f(s, 2, t,y) R(y)dy= 5 Ine x, t,y) R(y)dy 
= lim 1 fire z,t+4,y) — f(s, 2,t,y)] R(y)dy 
= im { fa wf ro, t,2) f(t,2,t+4,y)dedy - fr x,t, y) Rly) ay} 
frevesns) Presteeay [R@+R'@)(y—2) +R") 2S? 


+ R™(g) Yo") dy dz — ite x,t, 2) R(2) as} 





=lim f(s, x, t, 2) [R'(2) a(t, 2, 4) + R%(2) 4) 4 geht) gg 
= J ree, x,t, 2) [R'(2) A(t, 2) + B"(2) B%(t, 2)) de 


= J r(s.2.t,y) (Ry) Aly) + Ry) Bt dy, [0|'< sup] B(E)|- 


Um den Limesiibergang nach 4 in dieser Rechnung zu rechtfertigen, be- 
6.84), a ULE). und EET IE), bzw. nach A(t, 2), 


B*(t,z) und nach Null gleichmaBig konvergieren, und daB der Faktor 
f(s, 2, #,z) ein endliches Integral nach z besitzt. 
Nach einer partiellen Integration erhalt man 


merke man, da 





b b 
(130) Jre.zt.y) RW) At ay——f ZUrle2,t,y) A(t.) RO)ay 
und mittels einer zweifachen partiellen Integration hat man ferner 
b b 
(131) J r(e.2.t,9) R°W) Bt y)dy = [A ire.2,t,9) BN RW ay, 


da R(a) = R(b) = R’(a) = R'(b) =0 ist. Aus (129), (180) und (181) 
folgt unmittelbar 
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(132) “f(s, x,t, y) R(y)dy 
> a 
= {{—2 (Atty) £(o,2,t,9)) + 5B y) ((e.2,t.9))} RW) dy: 
da R(y) bis auf die oben erwahnten Bedingungen willkiirlich ist, schlieBt man 


leicht, daB fiir die (t, y)-Punkte mit nicht identisch verschwindender Determi- 
nante D (t, y, u’,z’,u”,2”) auch die zweite fundamentale Differentialgleichung 





a 


(133)| 2 ¢(¢,2,,9) = — 2 [AGw) F621, 9) +25(B' by) £6,269) 











gilt. 

Man kénnte auch diese zweite Gleichung ohne Hilfe der ersten direkt mit 
den Methoden des § 13 ableiten, aber in diesem Falle wiirde man neue schwie- 
rigere Voraussetzungen iiber die Funktion f(s,x,t,y) brauchen, welche hier 
nicht formuliert werden. Man wiirde dabei aus der zu (118) analogen Formel 


fre, z,t,y)dz—1 
4 








(184) Mettw— fet 49) _ #6, 2,t—4,y)—= 


+00 


f(t—4,z,t,y)(z—y)dz 
A 





+ Ff f(s,2,t—4,y)—= 
f f(e—4,2,¢,y) (2—y)%ae 
Fat (s, 2,1— 4, y)— = 




















24 
+o 
J f(t—4,z,t,y) |z—y|*dz 
+0 64 se 
ausgehen, dann beweisen, daf 
+o 
J f(t-4,2,t,y) |z—y|*dz 
lim — 3 = 0, A—0, 
ist und daB8 die Limites 
+o 
J f(t—4,2,t,y) (2-—y)*dz Sus 
(135) oF = Bilt, y), 
+2 
Sf (t—4,2z,t, y)(z—y)dz “ 
(136) lim = 3 — = A*(t, y), 
+o 
f f(t-4, t, y)dz-1 
(137) lim —= —=N(t,y), 4-0, 





4 
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existieren und so unsere zweite Gleichung in der Form 
(138) 5, £(8, 2,4, 9) = N(t,y) f(@, 2,4, 9) 

+ A(t,y) A 1(s2,t, 9) + Bt, y) Zof,2,t ») 


erhalten. Um diese letzte Form mit der friiher gfundenen zu identifizieren, 
sollte man noch beweisen, daB 


(139) B*(t, y) = B*(t, y), 
(140) A(t,y)=—A(t.y) + Z B%(t,y), 
(141) N(t,y)=Z A(t.y) + 5B%(ty) 
ist. 

§ 15. 


Fragestellungen tiber Eindeutigkeit und Existenz der Liésungen fiir die 
zweite Differentialgleichung. 


Um die Funktion f(s, x,t, y) durch die Differentialgleichungen (125) 
oder (133) eindeutig zu definieren, sollte man natiirlich irgendwelche An- 
fangsbedingungen aufstellen. Fiir die zweite Gleichung (133) kann man 
folgendermaBen verfahren: Wegen der Formel (85) geniigt die Funktion 
f(s, x,t, y) fiir jedes ¢ >s der Bedingung 


(142) TAs « t,y)dy=1, 


waihrend man wegen der Bedingung (110) iiberdies 


+o 
(143) JS (y—x)*f(s,2,t,y)dy+0, t—s, 


hat. Die Hauptfrage iiber die Eindeutigkeit der Lésungen ist die folgende : 
Unter welchen Bedingungen kann man behaupten, daB bei gegebenen s 
und x nur eine fiir alle Werie von y und t>8s definierte nicht-negative 
Funktion von t und y f(s, 2,t, y) existieren kann, welche der Gleichung 
(133) wnd den Bedingungen (142) und (143) gentigt? In wichtigen Spezial- 
fallen kann man auf diese Frage eine positive Antwort geben, zum Bei- 
spiel in allen Fallen, welche in den beiden nachsten Paragraphen betrachtet 
werden. 

Es seien jetzt die Funktionen A(t, y) und B*(t, y) a priori gegeben; 
man kann sich fragen, ob eine nicht-negative Funktion f(s, z, t, y) existiert, 
welche den Gleichungen (85) und (86) geniigt (diese Forderungen sind, 
wie es in § 11 erklart ist, notwendig, damit f(s, 2, t, y) ein stochastisches 
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Schema definieren kénnte) und nach dem Grenziibergang gemaB den For- 
meln (122) und (124) die gegebenen Funktionen A(t, y) und B*(t, y) ergibt? 

Zur Lésung einer solchen Aufgabe kann man zunichst etwa eine nicht- 
negative und den Bedingungen (142) und (143) geniigende Lésung unserer 
zweiten Differentialgleichung (133) bestimmen und dann untersuchen, ob 
sie wirklich eine Lésung unserer Aufgabe darstellt. Dabei entstehen die 
zwei allgemeinen Fragen: 

1. Unter welchen Bedingungen existiert eine solche Lésung der Glei- 
chung (133)? 

2. Unter welchen Bedingungen kann man behaupten, daB diese Lé- 
sung wirklich den Gleichungen (85) und (86) geniigt? 

Es bestehen alle Griinde, daB diese Bedingungen einen hinreichend 
umfassenden Charakter haben. 


§ 16. 


Der Bacheliersche Fall. 


Wir nehmen jetzt an, daB f(s, 2,t, y) beliebig von s und ¢ abhangt 
und im iibrigen Funktion von der Differenz y—z ist, d.h. daB unser 
Proze8 nach dem Parameter homogen ist: 

(147) f(s, z,t, y) =v(8,t,y—2). 
Offenbar hangen in diesem Falle A(s,z) und B(s,z) nur von s ab, so 
da8 man die Differentialgleichungen (125) und (133) in der Form 


(148) $f — — A(e) 2f— Br(o) 2E, 


(149) ot a2 + Bret 


schreiben kann. Fiir die Funktion v(s,¢,z) ergeben (148) und (149) die 
Gleichungen 


(150) a 40) 55 — BORE 
(151) oe = — A(t) 22 + B%(t) 


Die Gleichung (151) war von Bachelier entdeckt**), aber im richtigen 
Sinne dieses Wortes nicht bewiesen. 

Wenn identisch A(t)=0 und B(t)=1 ist, so geht die Gleichung (133) 
bzw. (149) in die Warmegleichung 
a* 
(152) yi 


iv) 
~™ 
~ 


| 
| 


2 


t 


& 


45) Biche FuGnote *) I und II. 
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iiber, deren einzige nicht-negative und den Bedingungen (142) und (143) 
geniigende Lésung bekanntlich durch die Laplacesche Formel 
(y—z?* 


we 1 ~ 4@=8) 
(153) f(s, 2,t, y)= a mr te 





gegeben ist. 
Fiir den allgemeinen Fall setzen wir 


faun—falaen, jun ta 


s'= fB(u)du, t’ = fR*(u)dw. 


Dann geht die Gleichung (149) in 
of ate 
oe ay” 
iiber, und die Bedingungen (142) und (143) erhalten fiir die neuen Ver- 
anderlichen s’, x’, t’, y’ dieselbe Form wie fiir s,z,t,y. Folglich ist im 
allgemeinen Falle 
y- {y—a)* 


a@-s) it 42 


=e 


1 
Yar—ey VxB 
(6—fB%(u)au, a=2+JA(u)du) 


(154) f(8,2,t,y)= 


die einzige unseren Bedingungen geniigende Lésung von (149). 


§ 17. 
Eine Transformation. 
Es sei 
8’ = p(s), t’ = p(t), 
(155) w’=y(s,z), y’=y(t,y), 


f(8,2,t,y)= wee f'(s', 2’, ty’), 


wobei man voraussetzt, daB g(t) stetig und nirgends abnehmend ist, 
wihrend y(t, y) nach ¢ beliebig ist und nach y eine stetige positive Ab- 
leitung hat. Wenn f(s, 2,t,y) den Bedingungen (85) und (86) geniigt, 
so gilt dasselbe, wie man es leicht nachrechnen kann, auch fiir die Funk- 
tion f’ in bezug auf die neuen Variablen se’, z’, t’, y’; d.h. unsere Trans- 
formation fiihrt zu einer neuen Funktion f'(s',z’,t’,y’), welche ebenso 
gut wie f(s, 2,t,y) ein neues stochastisches Schema definiert. 

Wenn g(t) und w(t,y) die notwendigen Ableitungen besitzen, so 
gehen die Gleichungen (125) und (133) fiir die neuen Variablen in die 
Mathematische Annalen. 104. 30 
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folgenden e 
e of’ aT eT id ’  wn@ 
(156) f= —A'(s', 2) — Be’, 2’) Th, 
= af’ e 4? a? , , 
(157) oF = — pl )14+ Fl B'P') 
iiber, wobei 
2 
é V(EY) Bag yy 4 2¥(EY) acy yy 4 Ov EY) 
ve a 8 oy ot 
A(t,y')= Te(t) 
“dt 
(158) 4 [eve] ar - 
2 , eo oy . 
Bi'(t,y) = d@it) 
dt 
gesetzt ist. 


Man kann mit Hilfe der obigen Transformation die Lésungen von (133) 
fiir viele neue Typen der Koeffizienten A(t,y) und B*(t, y) aufstellen. 


Es sei z. B. mv . i 
t,y)=a(t)y+ b(t), 
sine eons = c(t); 
wir setzen 
on 2jadt 
(160) p(t)=fe(tye dt, 
y(t) = yer® Ss Fo (t) efemet gy 


und erhalten fiir die neuen Verinderlichen s’, z’,t’, y’, f’ die einfachste 
Warmegleichung Roane 
(161) ) Et 


oY ay’? * 


Dabei bleiben die Anfangsbedingungen (142) und (143) fiir f’(s’, x’, t’, y’) 
ungeandert, folglich gibt die Formel 





1 _w'-z" 
(162) f'= rH modi 


zusammen mit (160) und (155) die einzige unseren Bedingungen geniigende 
Lésung f(s,2,t, y) der Gleichung (133) mit Koeffizienten von der Form 
(159). Man kann leicht sehen, daB in diesem Falle die Funktion f(s, 2, t, y) 
notwendig von der Form 

(y—a)* 
145 ois ace 
(163) Yak e 
ist, wobei @ und # nur von s,2,¢ und nicht von y abhingen. Es ist ein 
wichtiges Problem, alle méglichen Typen der Koeffizienten A(t, y) und 
B*(t,y) zu finden, fiir welche man bei beliebigen 8, x,t immer die 
Laplacesche Verteilungsfunktion (163) erhdlt. 








ee 
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Als ein zweites Beispiel betrachten wir den Fall 


oe { Sere. 
B'(t, y) = b(t) (y— c)’. 

Wenn man jetzt 

ta pe = fb(t)dt, 
(165) 
v(t) =Ig(y—e) + f[b(t) —a(t)] de 
setzt, so erhalt man fiir /f’(s’, x’, t’, y’) wieder die Gleichung (161), fiir 
welche man die Lésung (162) schon kennt. Es sei bemerkt, da8 man 
dabei nur die Werte x >c, y>c zu betrachten hat, da, wenn 2 oder y 
sich von ¢ bis + oo dndert, 2’ bzw. y’ alle Werte von —co bis +00 
durchlauft. Einige Schwierigkeiten, welche im Zusammenhang mit diesen 
Umstanden mit der Ubertragung der Bedingungen (142) und (143) auf f’ 
entstehen, kann man leicht vermeiden. 

Insbesondere hat man im Fealle 





(166) A(t,y)=0, B*(t,y)=y’ 
die Formel 
, (ley +t— lee -0)* 
(107) 8,2,t, y)=— e t(t—s) 
10.8.8 9) Ta 


Vom Standpunkte der Anwendungen ist der Fall, in welchem A(t, y) 
und B(t, y) nur von y und nicht von der Zeit ¢ abhangen, der wichtigste. 
In dieser Richtung wire das nichste zu erzielende Ergebnis die Lésung 
unseres Problems fiir Koeffizienten von der Form 


mee A(y)=ay+6, 
se B*(y)=cy*+dy +e. 


§ 18. 
Die stabilen Verteilungsfunktionen. 


Wenn fiir ein Zeitmoment ¢ eine differentiale Wahrscheinlichkeits- 
verteilungsfunktion g(t,, y) gegeben ist, so wird analog zu der allgemeinen 
Formel (5) die Verteilungsfunktion g(t, y) fiir beliebige ¢ > ¢, durch die Formel 


+o 


(169) g(t,y)= J g(t, x) f(t, 2, t, y)dzx 


-—@ 


gegeben. Offensichtlich geniigt g(t, y) der Gleichung 
a a o* 
(170) Ft =~ yl Alt, vg) + Hal BU, 9) 91- 


Wir setzen jetzt voraus, daB die Koeffizienten A(t, y) und B(t, y) 
nur von y abhangen (Homogenitat des Prozesses nach der Zeit) und unter- 
30* 
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suchen, welche Funktionen g(t, y) unverindert mit der Zeit bleiben. 
Offenbar ist fiir eine solche Funktion 

(171) Ag + B*g’'=C. 


Wenn man voraussetzt, daB g und g’ fiir y= +0o gegen Null konver- 
vergieren und dabei so schnell, daB dasselbe auch von der linken Seite 
von (171) gilt, ist offenbar C= 0 und man hat 





(172) AP S| at & 
g B* 
AuBerdem soll die Funktion die g(y) die Bedingung 
+o 
(173) f gdy=1 
erfiillen. 


In den meisten Fallen kann man beweisen, daB, wenn eine stabile 
Lésung g(x) existiert, so f(s,z,t,y) bei t-+co und beliebigen Kon- 
stanten s und z gegen g(y) konvergiert; auf diese Weise erkennt man g(y) 
nicht nur als stabile Lésung sondern auch als Grenzlésung. 

Wenn die Koeffizienten A und B* von der Form (168) sind, fallt 
(172) mit der Pearsonschen Gleichung 


ee 2 
(476) g Gt+hy+dy*® 





zusammen, wobei 


(175) p= d—b c d e 


=“3- S&S" oon’ &" gc 2 sc8 


gesetzt ist. Wir kénnen also stochastische Schemata konstruieren, welche 
als Stabillésung eine beliebige Pearsonsche Verteilungsfunktion haben. 





§ 19. 
Andere Miglichkeiten. 


Die in den Paragraphen 13 bis 18 entwickelte Theorie beruht wesent- 
lich auf der Bedingung (111). Wenn man diese Bedingung wegfallen 1aBt, 
entstehen sogar unter Geltung der Bedingung (110) manche neue Méglich- 
keiten. Als Beispiel betrachten wir das durch die Verteilungsfunktion 


(176) F(s, 2, t, y) =e-**-%o(y — x) + [1— esto} fu(e)ae 


definierte Schema, wobei o(z)=0 fiir z<0 und o(z)=i fiir z>0, 
wiahrend u(z) eine stetige nicht negative Funktion mit 
+0 ; 


Jf u(z)dz=1 
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und den endlichen Momenten 
+o 


J u(z)|2|‘dz (¢ =1, 2, 3) 


ist. DaB F(s,2,t,y) die Forderungen (78) und (79) ebenso wie (110) 
befriedigt, kann man ohne Schwierigkeiten nachrechnen. 

Man kann dieses Schema so deuten: Im Laufe des unendlich kleinen 
Zeitintervalles (t,¢-+-dt) bleibt der Parameter y mit der Wahrscheinlich- 
keit 1— adt ohne Anderung und geht in y’,z<y’<2z+dz mit der 
Wahrscheinlichkeit au(z)dtdz tiber. Man hat also in jedem Zeitinter- 
valle die Méglichkeit eines Sprunges, wobei die Verteilungsfunktion fiir die 
Werte des Parameters y nach dem Sprunge von dem vorigen Werte des- 
selben Parameters unabhingig ist. 

Es sei fiir ¢ = ¢, eine stetige differentiale Verteilungsfunktion g(t,, y) 
gegeben. Fiir beliebige ¢ > ¢, ist 


+@ 


g(t, 9) = J alter y) AF (ty, , t, y) = e-*#- 9 (ty, y) + [1 — e-*-H0] u(y). 


Man kénnte das oben gegebene Schema folgendermaBen verallgemeinern : 
man denke, da8 im Laufe des unendlich kleinen Zeitintervalles (t, ¢ + dt) 
der Parameter y mit der Wahrscheinlichkeit 1— a(t, y)dt unverandert 
bleibt und in y’,z< y’< z2-+ dz mit der Wahrscheinlichkeit u(t, y,z)dtdz 
tibergeht. Dabei ist natiirlich 


(177) J u(t, y,z)dz=a/(t, y) 


vorausgesetzt. In diesem Falle diirfte man erwarten, daB fiir g(t, y) die 
Integrodifferentialgleichung 
+o 
7) 

(178) 5 9(t.y)=—a(t,y)9(t.y) + J g(t.) u(t,2, y)de 
gelten wird. 

Wenn man nicht nur die Spriinge, sondern auch die stetige Anderung 
von y betrachten will, so ist es natiirlich, fiir g(t, y) die Gleichung 


+0 


(179) Salt, y)=—a(t,y)g(t,y) + J 9 2) u(t, 2, y)dz 


5 (A( (t,y)9(t. +45 (Bt, y) g(t, y)] 


zu erwarten, wobei (177) vorausgesetzt ist und as y) und B*(t, y) die 
in § 13 erklarte Bedeutung haben. 
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SchluBbemerkung. 


Wenn der Zustand des zu betrachtenden Systems durch n reelle 
Parameter z,, 7,,.--, 2, definiert ist, hat man unter einigen Bedingungen, 
die denen in § 13 eingefiihrten analog sind, folgende Differentialgleichungen 
fiir die differentiale Verteilungsfunktion f(s, x,, 1, ..-, Zs ts Yys Yor «++» Yn): 

n 


n n 
af \ of a7 
5 = > A,(8, 2,5 Xs +++) FE — >) > Bis (8, X11 By ++» Ba) Fee? 


{=i i=1 j=1 





é = é 
(181) Em — SP LAN ts Yas Yar «2 Ha) 
ti=1 


a? 
+ Pp ay, OY; [B,,(t, Yys Yor ++ y,)f). 
Fiir den Fall, in welchem A,(i,y,, y,,---,Y,) und Bj;(t, ¥,, Yor +++ Ya) 
nur von ¢ abhiangen, wurden diese Gleichungen von Bachelier entdeckt 
und gelést**). Die Lésungen, welche den Bedingungen unseres Problems 
geniigen, sind in diesem Falle von der Form 
_ J Pij Wi-—Zi—W) (Yj—Bj-Y) 

(182) f= Pe ¢ : 
wobei P, Q, p,; und g; nur von s und é abhangen. 

Man kénnte noch die gemischten Schemata betrachten, in welchen 
der Zustand des Systems durch Parameter definiert ist, unter welchen 
sowohl stetige als auch diskrete vorkommen. 





14) Siehe *) IL. 


( Eingegangen am 26. 7. 1930.) 
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Uber ein algebraisches Problem von Herrn Hilbert. 
Erste Abhandlung. 
Von 


N. Tschebotaréw in Kasan (UdSSR.). 


Herr D. Hilbert hat kiirzlich eine schéne Arbeit’) einer Frage gewid- 
met, die er schon friiher gestellt hat”). 
Es sei eine algebraische Gleichung n-ten Grades 


(1) f(x) =2"+ po" * +... +P,_12 +P, =0 
mit den unbeschrankt verinderlichen Koeffizienten p,, p,,..., p, gegeben. 
Man finde eine Gleichung (Resolvente) n-ten Grades 


(2) g(y)=y"+ Uy" *+...+1,_.9+ 1, =0 3 
derart, daB jede Wurzel von (1) sich rational (oder mit Hilfe einer vor- 
geschriebenen rationalen Funktion ® der Wurzeln z,,2%,,...,2%, der Glei- 
chung (1), die zu einer vorgeschriebenen Untergruppe der Galoisschen 
Gruppe der Gleichung (1) gehért; z.B. YD, wo D die Diskriminante der 
Gleichung (1) ist) durch eine Wurzel der Gleichung (2) bei geeigneten 
Werten von JI,, I/,,..., IT, darstellbar ist, wo JI,, II,, ..., 11, Funktionen 
sind, die von einer méglichst kleinen Anzahl k von Parametern abhingen. 
Dabei sollen p,, p,,..., p, als zum Rationalitatsbereich gehérig betrachtet 
werden. 
Mit Hilfe sehr kunstvoller Methoden findet Herr Hilbert fiir & fol- 

gende Werte: 

n=5678 9, 

k512344. 


In dieser Arbeit beabsichtige ich, dieses Problem allgemein zu lésen. 
Dazu bediene ich mich der Theorie der kontinuierlichen Transformations- 


1) D. Hilbert, Uber die Gleichung neunten Grades, Math. Annalen 97 (1926), 
8. 243—250. 
*) D. Hilbert, Mathematische Probleme. Gétt. Nachr. 1900, Nr. 13, S. 280. 
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gruppen (im folgenden kurz k.T.G. geschrieben).- Ich suche namlich ein 
Problem der ,Einkleidung“ der Gruppen von endlicher Ordnung zu lésen, 
d. h. eine k.T.G. von méglichst kleiner Parameterzahl zu finden, die die 
vorgeschriebene Gruppe als Teiler enthilt*). 

Haben wir nun die Galoissche Gruppe der Gleichung (1) mittels einer 
k.T.G. I" ,,eingekleidet“, dann erweist es sich, daB die gesuchte Zahl k 
gleich der Dimension des kleinsten Raumes ist, auf den man I so abbilden 
kann, daB den Permutationen von & die wirklichen (d.h. von der Identi- 
taét verschiedenen) Transformationen dieser Abbildung entsprechen. 

Als Beispiel betrachten wir die Gleichung fiinften Grades. © sei ihre 
alternierende Gruppe. Sie ist bekanntlich mit der [kosaedergruppe einstufig 
isomorph. Die Ikosaedergruppe ist aber die Gruppe von héchster Ordnung, 
welche als eine Gruppe gebrochener linearer Transformationen dargestellt 
werden kann. Andererseits ist jede k.T.G. im eindimensionalen Raume mit 
einem Teiler der Gruppe der gebrochenen linearen Transformationen ein- 
stufig isomorph. Dies besagt erstens, daB man eine Resolvente fiinften 
Grades finden kann, deren Koeffizienten nur von einem Parameter abhingen. 
Diese Tatsache ist aber wohlbekannt‘), und gerade sie hat mich angeregt, 
diesen Zusammenhang fiir Gleichungen beliebigen Grades nachzuweisen. 

Zweitens schlieBen wir, daB man keine allgemeine Gleichung héheren 
Grades auf eine einparametrige Resolvente zuriickfiihren kann. 

In § 1 untersuche ich die Frage der Einkleidung der Gruppen end- 
licher Ordnung mittels k.T.G. Diese Frage kann im wesentlichen auf das 
Iterationsproblem*), *) zuriickgefiihrt werden. Ich zeige, da jede Transfor- 
mationsgruppe von endlicher Ordnung stets mit Hilfe des Iterationsver- 
fahrens eingekleidet werden kann. Ist insbesondere die zu iterierende Trans- 
formation linear (was z. B. fiir Permutationsgruppen der Fall ist), so kann 
man auch lineare Iterationsfunktionen finden, so daB ihre Aufstellung keine 
Schwierigkeiten bietet. 

In § 2 fiihre ich das Problem, eine k.T.G. auf einen Raum méglichst 
kleiner Dimensionszahl abzubilden, auf die Aufsuchung gewisser Imprimi- 
tivitatssysteme zuriick. Diese Aufgabe wurde von den Herren 8. Lie und 
F. Engel’) vollstandig gelést. Ihre Lésung erfordert nur die Anwendung 
algebraischer Operationen. 

*) Vgl. W. Burnside, On the Continuous Group that is defined by any given 
Group of Finite Order. Proc. Lond. Math. Soc. 29 (1898), 8. 207—224; S. 546—565. 

*) Vgl. H. Weber, Lehrbuch der Algebra 1, 1. Aufl., Braunschweig 1898, S. 675. 

*) L. Leau, Etude sur les équations fonctionnelles ..., Toul. Annales 11 (1897). 

*) P. Fatou, Sur litération analytique et les substitutions permutables. Journ. 
de math. (9) 2 (1928), 8. 848; (9) 8 (1924), 8. 1. 


*) Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen 1, Leipzig 1888, 8. 522, 
Theorem 92. 
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In § 3 lése ich das gestellte Resolventenproblem. Dazu kleide ich die 
Galoissche Gruppe der Gleichung (1) mittels einer k.T.G. ein und finde 
sodann fiir sie den in § 2 beschriebenen Unterraum. Es ist von Wichtig- 
keit, daB diese Aufgaben durch bloBe algebraische Operationen ausfiihrbar 
sind. Um aber zu beweisen, da wir auf diese Weise alle méglichen Lé- 
sungen des Problems erhalten, sind gewisse Bedingungen iiber die Holo- 
morphie der zu betrachtenden Funktionen notwendig. 


§ 1. 
Einkleidung der Gruppen von endlicher Ordnung mittels der k.T. G. 


Es sei eine Gruppe & von endlicher Ordnung gegeben. Man finde 
eine k.T.G. I von méglichst kleiner Parameterzahl, die die Gruppe G als 
Teiler enthalt. Dies bedeutet, da8 gewisse Transformationen der Gruppe J, 
die den Systemen A,, A,,..., A, von Werten der Parameter der Gruppe I" 
(wir wollen sagen: den Punkten A,, A,,..., A, des Parameterraumes) ent- 
sprechen mégen, unter sich eine Gruppe von der Ordnung m bilden, die 
mit der Gruppe @ einstufig isomorph ist. 

Diese Aufgabe wurde im wesentlichen von den Herren Burnside*) und 
Le Vavasseur®) gelést. Der von mir eingeschlagene Weg unterscheidet sich 
dadurch, da8 ich nicht abstrakte Elemente, sondern bestimmte funktionale 
Transformationen zugrunde lege. Ist z. B. eine Permutationsgruppe @ ge- 


geben, so betrachte ich ihre Permutationen (3 Deak md als gewisse lineare 
Way, Bq, +++ Teg 


Transformationen der Veranderlichen z,, z,,..., 2,. 


Wir betrachten zunichst den Fall, daB die Gruppe © zyklisch ist. 
Es sei eine Transformation 


Bs = f, (24, Zqs +--+» Fe) 
(1) ey = fy (2, Zy, +++) Zq)> 
= f(y yy os Bq) 


gegeben. Man finde eine einparametrige k.T.G. derart, da8 ihre Transfor- 
mation fiir den Wert t=0 des Parameters ¢ in die Identitaét 2/— z, 
(¢=1,2,...,m) und fiir den Wert ¢=1 in die Transformation (1) iiber- 
geht. Mit anderen Worten, wir finden ein System von Funktionen 


F, (Ms Sigs «+ <5 Bay 8), Fy (Bar Bor -- Bar 8)» 6-09 F.( Sar Mes «+09 Ba, 8), 


*) R. Le Vavasseur, Quelques considérations sur les groupes d’ordre fini et les 
groupes finis continus. Lyon-Paris 1904. 
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welches folgenden Bedingungen geniigt: 


A. f(y» Xqs +++ Z, 0) = 2,, 

B. fy (Bas qs + ++s Bqs 1) =F, (ty, qs -+ 0s By), 

C. f,( fC, t), f,(z, t), eee f, (2, t), u) = f,, (2 Dar +e Za: t +4), 
(ss =1,2,...,%). 


Wir nehmen dabei an, die Funktionen (1) seien analytisch. 


Wir suchen zunachst einen Fixpunkt der Transformation (1), d. h. ein 
Wertesystem von 2,,2%,,...,2%,, fiir welches 


&, = f,(,, Bas «229 Ba)o Be Sq( Bq» gs -+-2 By) 2222 By = Sq (Sqs Bes --+2 Be) 


gilt. Dabei lassen wir den Fall, wo die Transformation (1) keinen Fixpunkt 
besitzt, auBer Betracht. Sind insbesondere /, rational, so haben wir sicher 
einen Fixpunkt, der wohl den unendlichen Werten von x; entsprechen kann. 


Ist z. B. xz, = co, so fiihren wir statt z;, die Veranderliche z= 4 ein. 
7 


Ohne die Allgemeinheit zu beeintrachtigen, kénnen wir stets annehmen, 
der Fixpunkt sei z, = 2, = ... = 2, =0. Wir entwickeln alle Funktionen (1) 
in Potenzreihen: 
By yy T+ yg yt... + 444%, + Oy tt +... 
(1') 2, = G,, 7, + Gy, %, +... +4,,2, +5,,, 73 +..., 


Wir wollen uns mit den Transformationen begniigen, fiir die der Punkt 
z, = 2,=...=2z,=0 ebenfalls der Fixpunkt ist. Ist die Tranformation (1’) 
von einer endlichen (m-ten) Ordnung, d.h. ergibt ihre m-te Iteration die 
Identitat, so verschwindet die Determinante der Matrix (a,;,) (wir werden 
sagen: der der Transformation (1') zugeordneten Matrix) nicht. Denn die 
ihrer m-ten Iteration zugeordnete Matrix ist offenbar (a,,)". Andererseits 
ist sie gleich 


10...0 
ya ([01...0 
00...1 


Es ist auBerdem bekannt, da8 die charakteristische Matrix (a,,) — AJ einer 
Matrix von endlicher Ordnung (d.h. einer Matrix, fiir welche es eine ganze 
Zahl m gibt, so da8 (a;,)"—J ist) lauter lineare Elementarteiler besitzt 
und also sich mittels einer linearen Transformation in die Diagonalform 
bringen 148t. Demnach kénnen wir nach einer geeigneten Transformation 
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der Veranderlichen z,, 2z,,..., 2, die Transformation (1’ ) in die Gestalt 


, 
2 = 6,2,+ 6... 8: +..., 
‘ , + | 
(1”) = &,%, + 6.4.2) + ..-. 
. ee a eo. Oe a ee ee ae 
ptt 2 
“= ¢,2, + 6,,,22 +... 


bringen, wobei ¢,, &,..., ¢, gewisse m-te Einheitswurzeln sind. 
Um die Transformation einer k.T.G. wirklich aufzustellen, fiihren wir 
noch neue Veranderlichen ein. Ist 


k 
(2) xf =f (x,, 2, -.-,%,), tf = fe (ay, tgs ---2 Ze); 
a! = f(x, , 2g, «++, Bq) 


die k-te Iteration der Transformation (1”), so betrachten wir die Ver- 
anderlichen 


2, =a, bertp™ 4 tp + fart 7) 2 @ (2, 29,005 Be), 
(3) z,=% +e 9 4 grt +... ar et m2) ce Dy (1,5 Yq, «+s Be)s 


z,= 2+ hy 49 + Pst + ...4+ “= == D (2, gs +++) Be) 


Man sieht leicht, daB die Reihenentwicklungen der Funktionen (2) 
folgendermaBen beginnen: 


(k) ee 
fy (ys Eqs +s By) = Gf BT 


Die Entwicklungen der Funktionen (3) lauten also: 





2, = MA, +.0e, Sy MAyt..., wore 2 = MI +.«. 
Daraus folgt, daS man umgekehrt die z,,z,,...,2, als in der Umgebung 
von 2, = 2, =... =z, = 0 holomorphe Funktionen von z,, z,,...,z, dar- 
stellen kann. 

Fiihren wir in den Funktionen (3) die Transformation (1) aus, so er- 
halten wir die Funktionen zj,z3,...,2,, die mit den z,,2,,...,2, in 
folgender Beziehung stehen: 

(4) 24,2, = 9,(2), 2 = 6,2, =9,(2), «-.. 2, =e,2, =g, (2). 
Qaiag 
Nun sei e, =e ™ . Die Transformation 
2atar , 
(5) seme @ +2, 209, (2,,25,---1%,,8) (2=1,2,..., 2) 


geniigt offenbar unseren Bedingungen A,B,C. Diese Bedingungen be- 
stimmen aber eine eingliedrige k.T.G., die die zyklische Gruppe, die aus 
den Potenzen der Transformation (4) besteht, als Teiler enthilt. 
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Um zu den urspriinglichen Verinderlichen iiberzugehen, ist notwendig, 

das System von Gleichungen 
2aiag 

(6) ©, (zi, 24,---.-%,) =e * @O,(2,,%,....%,) (&=1,2,...,2) 
nach 2, xj, ..., x, aufzulésen, was stets méglich ist, wie wir es gesehen haben. 

Nun gehen wir zu dem Fall iiber, daS @ nicht zyklisch ist. Wir 
wihlen in @ ein System A,, A,,...,A, von erzeugenden Permutationen, 
so daB man jedes Element von @ in der Gestalt 

4, 4, &, «.. 

darstellen kann. Dann finden wir die den Permutationen A,, A,,..., A, 
entsprechenden einparametrigen k.T.G., die durch ihre infinitesimale Ope- 
rationen X,(f), X,(f),..-, X,(f) erzeugt werden mégen. Um die kleinste 
k.T.G. zu finden, die diese Operatoren enthalt, biluca wir alle méglichen 
Operatoren X,(f), (X,, X;)f, (X;, (X;, X,)) f, usw. und erkennen, wie viele 
dieser Operatoren voneinander linear (mit konstanten Koeffizienten) un- 
abhangig sind. Ihre Anzahl ist in unserem Falle sicher endlich, falls diese 


Gruppe linear ist, also ein Teiler der homogenen linearen k.T.G. ist, 
welche n*-gliedrig ist. 





§ 2. 
Ein Problem aus der Theorie der k.T. G. 
Es sei eine k. T. G. 
(1) r: 2j=f,(z;, a) (é,f7=1,2,..., 9; bl, 2,...,¢7) 
gegeben. Man finde ein System von Funktionen 
tee OS eee 2S ey eee ee ee 


in einer méglichst kleinen Anzahl k, welches die Eigenschaft besitzen soll, 
da8 die Funktionen 


u,(f, fa, 7009 f,) 
nur vOn U,,U,,..-,U,; @,,@,,--.,@, abhingen. Dabei soll jede Trans- 
formation einer endlichen Gruppe ©, aus welcher die Gruppe I” durch 
Einkleidung entstand, eine wirkliche (d. h. nicht identische) Transformation 
unter den 1,, u,,..., %, hervorrufen. 
Es ist ersichtlich, daB die Mannigfaltigkeiten 


u,=C,, u=—C,, .... 4&=O, 


ein Imprimitivitatssystem der Gruppe I bilden. Umgekehrt entspricht 
jedem Imprimitivitatssystem der Gruppe [ ein System von Funktionen (2). 
Somit sind wir in der Lage, alle Imprimitivitatssysteme der Gruppe I" zu 
bestimmen. 
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Dieses Problem ist von den Herren Lie und Engel vollstandig gelést (loc. 
cit., Anm. *)). Wir fiihren textuell die Formulierung ihres Resultates an: 


»Theorem 92. Ist eine r-gliedrige transitive Gruppe G, des Raumes 
2, %,... , vorgelegt, so findet man alle etwaigen bei dieser Gruppe invarianten 
Zerlegungen des Raumes folgendermaBen: 

Man bestimme zunichst die (r — #)-gliedrige Untergruppe G,_, der G,, 
bei welcher irgendein Punkt P invariant bleibt, der auf keiner bei der G, 
invarianten Mannigfaltigkeit liegt. Sodann suche man alle Untergruppen 
der G, auf, welche die G__, enthalten. Ist G, ,,, eine von diesen Unter- 
gruppen, so fiihre man auf P alle Transformationen der Gruppe G,_,,, 
aus; dabei nimmt der Punkt P co” verschiedene Lagen an, die eine h-fach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit M bilden; fiihrt man nunmehr auf M alle 
Transformationen der G, aus, so nimmt M co*~* verschiedene Lagen an, 
die eine bei der G, invariante Zerlegung des Raumes bestimmen. Behandelt 
man in dieser Weise alle Untergruppen der G,, welche die G,_, umfassen, 
so erhalt man alle bei der G, invarianten Zerlegungen.“ 

Da man aber alle Untergruppen einer k. T.G. auf algebraischem Wege 
auffinden kann (ebenda, 8. 208ff., § 56), so sehen wir, daB die u,, u,,..., u, 
algebraische Funktionen der z,, 2,,..., 2, sind, jedenfalls wenn I" transitiv 
ist. Ist aber I intransitiv, so lesen wir weiter im Buche von Lie und 
Engel folgendes ab: 

»Das Theorem 92 zeigt, daB man alle bei einer transitiven Gruppe 
invarianten Zerlegungen ohne Integration finden kann, wenn die endlichen 
Gleichungen der Gruppe bekannt sind. Dasselbe gilt auch fiir intransitive 
Gruppen, doch bedarf man, um das einzusehen, ziemlich langer Uber- 
legungen, welche hier auseinanderzusetzen nicht zweckmaBig sein diirfte.“ 

Um die zweite Bedingung zu erkliren, bestimme man den gréBten 
Teiler J, der Gruppe I, welcher jede einzelne der Funktionen u; nicht 
andert. Um die zweite Bedingung zu erfiillen, verlangen wir, dab I, keine 
Transformation der Gruppe enthilt. 

Ist insbesondere @ einfach (wie dies z. B. bei alternierenden Gruppen 
und n > 4 der Fall ist), so bietet diese Bedingung keine neue Frage. Da 
nimlich in der Abbildung von (2,,2,,...,%,) auf (u,, %,,...,u,) die 
Gruppe @ in eine ihrer Faktorgruppen abgebildet werden mu, so kann 
das entweder die Einheitagruppe oder © selbst sein. Im ersten Falle 
enthalt I’, die ganze Gruppe G. Dies zeigt, da8 wir in der Rolle von I 
die Gruppe I, nehmen konnten, d. h. daB wir © nicht mittels einer k. T. G. 
von méglichst kleiner Parameterzahl eingekleidet haben. 

Ist @ dagegen nicht einfach, besitzt sie etwa einen Normalteiler 9, 
so kénnen wir das Grundproblem zergliedern, indem wir es getrennt fiir 9 
und @/D lésen. 
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§ 3. 


Das Resolventenproblem. 
Wir kehren zum gestellten Grundproblem zuriick. Wir betrachten die 


Wurzeln 2,, %,,..-, 2, der Gleichung 

(1) f(x) = 2" +p, 2°" +... +7, t+ DP, = 0 

als unabhingige Verianderlichen. Hiangen die Koeffizienten der Gleichung 
(2) e(y)=9" +My" "+... + ,.yt+ H,=0 

von k Parametern ab, so findet dies auch fiir ihre Wurzeln y,, y,,-..-, y, 


statt. Um auszudriicken, da8 y, rational durch etwa z, und p,, p,,..., P,, P 
darstellbar ist, setzen wir fest: 


1. y, ist eine rationale Funktion von z,, z,,..., %,, die zu derjenigen 
Untergruppe von @ gehért, die zx, nicht andert; 
2. die y,, ¥,,---, ¥, entstehen, wenn wir auf dem Ausdruck y, (x,, 2, .-., 7,) 


alle Permutationen der Gruppe © ausfiihren. 

Der Satz von Lagrange besagt, da x, und y, gegenseitig rational mit Hilfe 
der Koeffizienten p,, p,,..., p,, @ darstellbar sind. Man kann die Aufgabe etwas 
allgemeiner fassen, indem man die Forderung ,,rationale Funktion“ wegwirft. 

Es ist bequemer, statt y, die Funktion 
(3) =A th t-- THI 
einzufiihren, wobei ¢,,t,,.-..,¢, tationale Zahlen sind, die so gewahlt sein 
sollen, daB die mit u, konjugierten (d.h. aus u, durch Permutationen der 
Gruppe @ entstandenen) Funktionen w,,u,,...,u,, lauter verschiedene 
sind. Dann gehért u, zur identischen Permutation. Andererseits hingen 
U,, Uy,--.,%,, mur von k wesentlichen Parametern ab, da das von 
Yi» Yor-++> Y, Gilt. Mit anderen Worten, das System wu,, u,,..., u,, enthilt 
nur & funktional unabhingige Funktionen. 

Es sei A eine erzeugende Transformation von der Ordnung s der 
Gruppe @, die unter den z,,2,,...,2, die Permutation S, unter den 
U,,U,,---,U, die Permutation = bewirkt. Wir ordnen jedem Wurzelzyklus 
von 2 und S ein neues System von Funktionen 


Bet... + Z,, 


m 
+ 

Z,=, 4 et-1z, +... -e@-"Z,; 
+ &+...4+ ii,, 
be 
4p 


ef of'G, 
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taxi 
zu, wobei ee * ist und die in Rede stehenden Zyklen die Gestalt 
(Z,, By, ---, B,) baw. (@,, %,...,%,) haben. Auf diese Weise erhalten wir 
zwei Systeme (z,,2,,...,2,) und (v,,v,,...,0,,) von Funktionen. A be- 
wirkt unter diesen Funktionen folgende Transformation: 


(4) Vi =e 0,, Ve= END, -.., Om = Emm, 


(5) z= ehrz,, y= 8hez4, ..., ty = ehnzy, 


wobei @,,@,,...,@,,; 8,,8,,---,8, gewisse ganze rationale Zahlen sind. 
Man kann leicht auch u,, u,,...,u,, durch v,,v,,...,0,, und 2,,2,,..., 2, 
durch z,,2,,.--,2, linear ausdriicken. Somit enthilt das System 
(v,, V,,---, ¥,,) genau k und das System (z,,z,,...,z,) genau m funktional 
unabhangige Funktionen. Es seien etwa v,, v,,..., v, fanktional unabhingig. 
Wir vervollstandigen das System (v,, v,,...,,) mit Hilfe gewisser n — k 
Verinderlichen des Systems (z,,2,,..-,2,) 80, daB das vervollstindigte 
System = (0,, 0,---)%} Zeaa-++>%,) genau nm funktional unabhingige 
Funktionen enthiilt. 

Nun nehmen wir als eine einparametrige k.T.G., welche die Gruppe 
(1, A, A*,..., A°~*) einkleidet, folgende Gruppe: 


2xta, Qxia, Qaiag 
6 Ss eee EE we bate 
( ) “ue *U, v,=e "Us, seep Op =e "UO, 
227i Ber, 22xt Ber. 2xisen 
7 , ; , is , oa 
(7) Zaire ‘Ze+1, Sere = € Sete, «++ See *2n» 


wo t der Parameter dieser Gruppe ist. Es folgt aus (4), (5), daB die 
Transformation (6), (7) sich bei ¢=1 in A verwandelt. 

Man kann aus diesen Gleichungen die z;, 7;,...,2, als Funktionen 
von 2,, %,,..., 2, erhalten, die die gesuchte einparametrige k. T. G. definieren. 
Verfahren wir auf diese Weise mit allen erzeugenden Transformationen 
von &, so erhalten wir eine k.T.G. I’, die die ganze Gruppe © einkleidet. 
Das System w,,u,,..., 4, ist offenbar ein Imprimitivitaitssystem von I. 
Die Transformationen von & bewirken unter den w,,u,,...,u,, eine Per- 
mutationsgruppe, die mit © einstufig isomorph ist, w. z. b. w. 

Nun setzen wir umgekehrt voraus, daB eine k.T.G. I’, die die Galoissche 
Gruppe & der Gleichung (1) einkleidet, ein Imprimitivitatssystem 
(8) u,=C,, u=—C,, ... u=C, 
besitzt. Dabei soll keine Permutation von & alle Funktionen u,, u,,..., u, 
invariant bleiben lassen. Aus § 2 entnehmen wir, daB man alle még- 
lichen Imprimitivitatssysteme auf algebraischem Wege aufstellen kann. 


Somit diirfen wir annehmen, u,, u,,..., u, seien algebraische Funktionen 
VOR @,, Bq, .++) Bye 
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Die Funktionen u,, u,,..., %, miissen, der Definition unseres Im- 
primitivitatesystems zufolge, gegeniiber einer Untergruppe I, von J" in- 
variant bleiben, deren Faktorgruppe I’, eine mit © isomorphe Gruppe ent- 
halt. Die Veranderlichen u,, u,,..., u, erzeugen eine k.T.G. I,, die nach 
der Ausdrucksweise von O. Schreier*®) mit I, ,,im kleinen isomorph“ ist?®). 

Wir wollen beweisen, daB eine mit @ oder wenigstens mit einer 
Faktorgruppe in bezug auf das Zentrum isomorphe Gruppe auch in I, 
enthalten ist. Dazu wiederholen wir eine tiefgreifende Uberlegung von 
0. Schreier (loc. cit., 8.20, Satz 8). Es sei O eine Untergruppe von I,, 
die bei der Abbildung von I’, auf (u,,u,,...,u,) in die Identitat tiber- 
geht. Da I, und I, ,,im kleinen isomorph“ sind, d.h. die gleiche Para- 
meterzahl haben, so mu8 @ eine diskrete Gruppe sein. Wir wahlen in 0 
eine Transformation A und betrachten den Ausdruck X~*AX, wo X eine 
sich stetig von 1 an bis zu einer beliebigen Transformation von I, 
andernde Transformation ist. Da die Transformation X~*AX stetig von X 
abhingt, wahrend sie als Transformation von @ sich nur unstetig andern muB, 
so bleibt X~*AX ungeindert. Dies zeigt, daB © im Zentrum von I, liegt, 
w. z. b. w. Ist insbesondere & eine Gruppe ohne Zentrum, so ist O =1. *°) 

Wir wollen beweisen: Sind u,, u,,..., u, irgend bestimmte Werte- 
bestimmungen (Zweige) der in Rede stehenden mehrdeutigen Funktionen, 
so ist jede andere Wertebestimmung wj jeder dieser Funktionen eine Funktion 


VON U,, Uy, ---, Uy. 
Es sei 
(9) ¥,—C,, ¥,=—C,, .-. ¥=C, 
ein vollstaéndiges Intransitivitatesystem der Gruppe I. Wir kénnen an- 
nehmen, ¥,, ¥,,..., Y, seien rationale Funktionen von 2,, 2, ..., Z,. 


Wir kénnen aus (9) mit Hilfe der Eliminationstheorie eine zusammen- 
hangende Teilmannigfaltigkeit 7’ herausgreifen, auf welcher I" sich als eine 
transitive Gruppe verhalt. 

Ist w;, uj, ..., 4?” ein vollstandiges System von Wertebestimmungen 
(Zweigen ), die die Funktion u, im Punkte (z,, z,, ..., 2,,) annimmt, wihrend 
(z,,2%,.--, #,) beliebige geschlossene Wege auf 7' beschreibt. Die Gruppe " 
verhalt sich auf 7’ wegen der Vollstandigkeit des Intransitivitatssystems 7 
wie eine transitive Gruppe. Man kann also jeden Weg U auf 7 durch 
einen geschlossenen Polygonzug approximieren, dessen jede Seite aus einem 
Stiick einer Bahnkurve der Gruppe I" besteht, d.h. einer Folge von Trans- 
formationen der Gruppe I” entspricht. 


*) O. Schreier, Abstrakte kontinuierliche Gruppen, Abb. Hamb. Sem. 4 (1925), 
8. 15—82. 


*) Dieser Absatz ist bei der Korrektur, Dezember 1930, eingefiigt worden. 
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Fiihren wir in u; schrittweise die Transformationen dieser Folge aus, 
so erhalten wir endlich die Wertebestimmung von u,, die dem Weg U ent- 
spricht, wenn unser Polygonzug geniigend nahe zu U genommen war. Da 
aber u;, der Definition des Imprimitivitaitssystems zufolge, durch Trans- 
formationen von I" in Funktionen von u,, u,,..., u, tibergeht, so folgt, 
daB u;{” eine Funktion von w,, u,,...,u, ist (j =0,1,...,p —1). 

Wir setzen 

F+ttu+tu+...+t,u,, 
wo die rationalen Zahlen ?#,, t,,..., 4, so genommen sein sollen, daB sowohl 
alle Wertebestimmungen £, é’,..., €®~” innerhalb 7’, als auch alle trans- 
formierten Funktionen &4, ¢”, ... (A, B,... durchlaufen alle Transforma- 
tionen von @) in allen ihren Wertebestimmungen voneinander verschieden 
sind. Das Polynom 


(10) p (t) = (t — &)(t—&’)...(# —E""”) 
ist eine auf 7 eindeutige Funktion von z,,2,,...,2,,¢ und gleichzeitig 
eine Funktion von u,, u,,..., %,, ¢. Fiihren wir in é, &’,..., &”~” eine 


von 1 verschiedene Transformation von @ aus, so mu das so erhaltene 
Polynom von dem urspriinglichen verschieden sein. Wir kénnen also der 
Verinderlichen ¢ einen Wert ¢, zuschreiben derart, daB die Funktion 
p(t,) = 0(2,, Zy,---, %) 

von allen Funktionen v4, v4, ... verschieden ist, wobei A, B, ... simtliche 
Transformationen der Gruppe © durchlauft. 

Wir kénnen die Gleichungen der Mannigfaltigkeit 7 folgendermaBen 
darstellen: 

FA as Mar +2 Bes Oey Oe;--- OD, 

(11) PF ( Ses -- +> Bae Oye Cos -v09 O,) = O, 


F, ( Sigs Bpg.as. 20 Bae Oyy Coy --09 Cy) = 
Nun geniige v der Gleichung 


(12) F(v, 2, %,..-,%,)=9, 

wo I eine rationale Funktion von v, z,,..., 2, ist. Eliminieren wir aus 
(12) die Veranderlichen z,, x,,...,2, vermége (11), so erhalten wir die 
Gleichung 

(13) FG, S549 ++ +1 Sax Cy, Cys «- +» O,) = 0. 

Diese Gleichung mu8 mittels einer Funktion v von 2,,,,..., 2%, befriedigt 


werden, die auf 7 mit v zusammenfiallt, also auf 7 eindeutig ist. Da aber 
die Gleichungen (11) auf z,,,,..., 2, keine Beschrinkung auflegen, so ist 0 
eine iiberall eindeutige, also rationale Funktion von 2,,,,.--, %,,: 


(14) T =D (Ep, 4 +++ Sqr Cgy Cgy +++) C,) = 0. 


Mathematische Annalen. 104. 31 
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In diesem Ausdruck gehen O,, C,,...,C, sehr wohl irrational auf. Fassen 
wir C,, C,,..., C, als die durch die Gleichungen (11) definierten Funktionen 
von 2,,2,.-., 2, auf, so miissen wir zur urspriinglichen Funktion v zuriick- 
kehren. Fiihren wir im Ausdrucke (14) simtliche Transformationen A, B,... 
der Gruppe @ aus, so erhalten wir nur & funktional unabhangige Funk- 
tionen. Da aber die mittels (11) definierten Funktionen C,, C,, ..., C,, 
der Definition der Intransitivititssysteme zufolge, gegeniiber den Trans- 
formationen von © invariant bleiben, so bestehen zwischen 3, 0+. 5”. ... 
m —k unabhingige Relationen vom Typus 


@(0(z,,,, sung Meg Wan «050 Unto 0“ (2,4 snap Mss Gap coon Manto 0" (2,44 ooey Bq)p ove) =O 


Diese Relationen bleiben bestehen, wenn wir den C,, C,, ..., C, irgend 
numerische Werte zuschreiben. Somit erhalten wir eine rationale Funktion 
D(2,,4> Ziger «+1 Z), deren Konjugierten 04, 0”,... voneinander ver- 
schieden sind und ein System von k funktional unabhangigen Funktionen 
bilden. Daraus folgt nebenbei, daB es in © keine von 1 verschiedene Per- 
mutation gibt, die die Verinderlichen z,,,,...,2, nicht andert. Ist ins- 
besondere & eine alternierende Gruppe, so muB es / < 2 sein. 

Man kann den Kérper R(z,,..., 2%; C,,...,0,) in die Form 
R(x,,..-,%,; O) bringen, wo O etwa von der Form #t,C,+...+4,C, 
ist. © geniigt einer Gleichung, deren Koeffizienten rationale Funktionen 
von 2,,2%,,---,2, und Invarianten der Gruppe I" sind. Ihre Parameter- 
zahl ist demnach </. Wir wollen diese Gleichung ,,Nebenresolvente“ 
nennen. Ist insbesondere ®& eine alternierende Gruppe, so ist die Neben- 
resolvente héchstens einparametrig. Denn es ist 1< 2; nehmen wir aber 
z,+...+2,=0 (was wir rational durchfiihren kénnen), so wird die 
Parameterzahl noch um Eins reduziert'®). 

Um eine Gleichung aufzustellen, deren Wurzel rational durch eine 
Wurzel der Gleichung (1) darstellbar ist und umgekehrt, bilden wir eine 
Funktion von v, die zu derselben Untergruppe 9 von © gehért wie z,. 
Dazu geniigt es, das Polynom 


y(2) = (2 — 0) (2 —0*)(z— 0”), 
zu betrachten, wobei 1, A, B, ... saimtliche Transformationen von &: 
durchlaufen und der Verinderlichen z einen geeigneten rationalen Wert z, 
zuschreiben. Dann kann man y(z,) wegen des Lagrangeschen Satzes rational 
durch z, ausdriicken und umgekehrt. Andererseits hingen die Koeffizienten 
der Gleichung n-ten Grades, (n = (G:)), welche w(z,) und ihren Kon- 
jugierten geniigen, nur von k Parametern ab, da sie Funktionen von 
| es o*, ... sind, wobei 1, A, B,... samtliche Transformationen von 


®: durchlauft. 
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Es bleibt noch die Frage unerledigt, ob alle méglichen Einkleidungen 
einer Gruppe von endlicher Ordnung miteinander einstufig isomorph sind. 
Deswegen kénnen wir nicht leicht auf eine konkrete Frage antworten, ob 
nicht Gleichungen mit einer gegebenen Gruppe eine Resolvente mit k Para- 
metern haben. Gibt namlich eine von uns aufgestellte Einkleidung die 
negative Antwort, so kénnen wir jedoch nicht sicher sein, daB auch jede 
andere Einkleidung die negative Antwort gibt. Ich hoffe, diese Frage in 
spateren Arbeiten zu erértern. Die von den Herren Le Vavasseur und Burnside 
(loc. cit.) angegebenen Einkleidungen von abstrakten Gruppen bieten ganz 
bestimmte Lésungen. Um die aufgeworfene Frage vollstindig zu beant- 
worten, kénnen wir folgendermaBen verfahren: wir probieren zunichst, ob 
eine jede k-dimensionale k. T. G. (ihre Anzahl ist bekanntlich endlich) nicht 
einen Teiler von endlicher Ordnung enthalt, der mit © einstufig isomorph 
ist. Dies kann man folgendermaBen erledigen: man stelle diese k.T.G. als 
eine Gruppe homogener linearer Transformationen von etwa « Veriinder- 
lichen dar. Nach einem Satze von Jordan gibt es nur eine endliche Anzahl 
von endlichen Gruppen, die Faktorgruppen simtlicher Gruppen sind, welche 
als Gruppen homogener linearer Transformationen von s Veranderlichen 
darstellbar sind, in bezug auf ihre Zentren. Die Struktur des Zentrums 
von & ist aber fiir uns nicht interessant, da das Zentrum stets eine Abelsche 
Gruppe ist und also eine einparametrige Resolvente besitzt. Wir sind nun 
imstande, diese Faktorgruppen mit der Faktorgruppe des Zentrums von © 
zu vergleichen. Natiirlich ist dieser Weg praktisch sehr kompliziert. 

Herr Hilbert hat noch die Frage nach der Folge von Resolventen- 
bildungen aufgeworfen. Diese Frage ist der Frage nach den natiirlichen 
Irrationalitaéten in der Galoisschen Theorie analog. Ich werde diese Frage 
in folgenden Arbeiten untersuchen. 


(Eingegangen am 16. 6. 1930.) 








Zur Begriindung des Restsatzes mit dem Noetherschen 
Fundamentalsatz. 


Von 
B. L. van der Waerden in Groningen (Niederlande). 


In der seit Brill und Noether') iiblichen Begriindung des Restsatzes 
mittels des ,Noetherschen Fundamentalsatzes“ ist eine Liicke, die bis jetzt 
unbemerkt geblieben zu sein scheint. 

Es handelt sich namlich beim Restsatz um folgenden Sachverhalt: 
f = 0 sei eine Kurve in der projektiven Ebene, von der man annehmen 
kann, daB sie keine anderen Singularitaten als s-fache Punkte mit getrennten 
Tangenten besi.z**). Die Kurven g = 0 und g~’=0 schneiden, auBer einer 
beiden gemeinsamen Punktgruppe H, die Punktgruppen G und G’ auf den 
Zweigen von f=0 aus. Die Kurve y =0 sei adjungiert, d.h. sie gehe 
(s —1)-fach durch die s-fachen Punkte von f= 0 und sie schneide f= 0, 
auBer in diesen auf jedem Zweig (s —1)-fach gezihlten Punkten — und 
auBer einer Gruppe K —, genau nach der Gruppe G. Zu beweisen ist, dab 
es eine ebenfalls adjungierte Kurve y’ = 0 gibt, welche in derselben Weise 
auer den vielfachen Punkten — und auBer K — die Gruppe G’ aus- 
schneidet. 

Zu dem Zweck geniigt es offenbar, das Produkt F=g’y in der 
Form Af+ Bo darzustellen und y’= B m setzen*). Man muB also fiir 
F, f, e die Voraussetzungen des Noetherschen Satzes als erfiilit nachweisen, 
d.h. man mu8 fiir jeden Schnittpunkt (a, b) die Noethersche Potenzreihen- 
bedingung 

F=Pf+Rqm (P und R Potenzreihen in x —a und y — Db) 


1) A. Brill und M. Noether, Math. Annalen 7 (1874), S. 269. 

*) Fir die ,Auflésung der Singularitéten“ durch birationale Transformationen 
vgl. M Noether, Gétt. Nachr. 1871, S. 207 und Math. Annalen 9 (1875), S. 182, sowie 
E. Bertini, Rendiconti Ist. Lombardo (2) 21 (1888), S. 326. 

*) Dabei sind F,/, m als Formen in z,, x,, 7, zu denken; es geniigt aber be- 
kanntlich, durch die Substitution z, = 1 zu inhomogenen Polynomen in (z,, x.) oder 
(zx, y) tberzugehen. 
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(oder die damit gleichlautende Polynomrelation mit Vernachlassigung von 
Gliedern, deren Grad eine gewisse Zahl o iiberschreitet) nachweisen. Statt 
dessen beruft man sich meistens auf den ,einfachen Fall des Noetherschen 
Satzes, wo die Kurven f=0 und » = 0 in jedem Schnittpunkt getrennte 
Tangenten besitzen, waihrend doch in Wirklichkeit die Kurve my =0 be- 
liebig komplizierte Beriihrungen mit den Zweigen von f= 0 aufweisen kann. 

Diese Liicke soll hier ausgefiillt werden. indem die Noethersche Potenz- 
reihenbedingung als erfiillt nachgewiesen wird unter solchen Voraussetzungen, 
welche im obigen Fall der Kurven » und F=q’y wirklich erfiillt sind. 


Ich schicke eine Erklarung der zum Verstindnis des Satzes nétigen 
Begriffe voraus. 
Ein Zweig einer ebenen algebraischen Kurve f(z,y)=0 in einem 
Punkt (a,b) wird durch eine Puiseuxsche Reihenentwicklung 
z—a=t*, 
y—b=b,t+5,t°+... 
definiert, welche diese Gleichung f(z, y)=0 identisch befriedigt. Der 
Zweig heiBt einfach, wenn in der Reihe fiir x oder y das Glied mit der 
ersten Potenz von ¢ wirklich vorkommt. LaSt man alle Glieder héheren 
als ersten Grades weg, so erhalt man die Parametergleichung der Tangente 
des einfachen Zweiges. Wahlt man die Koordinatenrichtungen so, daB die 
Gerade x = a nicht tangiert, so wird k=1 und z—a=t. 
Die Multiplizitat des Schnittes eines Zweiges mit einer anderen Kurve 


p(x,y)=O0 ist der niedrigste Exponent in der Reihenentwicklung von 
(x,y) nach Potenzen von t. 


Der zu beweisende Satz, der meines Wissens bis jetzt nur im Fall 
8 =1 ausdriicklich ausgesprochen und bewiesen worden ist‘), lautet nun so: 
Wenn der Punkt (0,0) fiir die Kurve f=0 ein s-facher Punkt mit 
8 getrennten Tangenten ist und wenn jeder Zweig Z; dieser Kurve in 
diesem Punkt von der Kurve y =0 y,-fach und von der Kurve F=0 
mindestens (s —1-+-u;)-fach geschnitten wird, so ist 
F=Pf+Ryq 
im Bereich der Potenzreithen nach x und y. 
Beweis. Wir transformieren eventuell die Koordinaten so, daB keine 
der s Tangenten im betrachteten Punkt mit der Y-Achse (x =0) zu- 
sammenfallt. Dann kann in der Puiseuxschen Reihenentwicklung der Para- 


*) Siehe H. Kapferer, Sitzungsber. Heidelberg 1927, 8. Abhandlung, 8. 79, sowie 
P. Dubreil, Thése de Doctorat, Paris 1930, 8. 73. 
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meter t=2 gewahit werden. Die Gleichung f(z,y)=9 wird also be- 
friedigt von s Puiseuxschen Reihen 


ir 


y=P,=5b,2". 
1 


Spaltet man die Faktoren (y — P,) (y— P,)...(y— P,) von f ab, so ist 


der restliche Faktor eine Potenzreihe mit nichtverschwindendem Anfangs- 
glied, also eine Einheit im Bereich der Potenzreihen. Also: 
(1) f=(y— P,)(y—P,)...(y— P,)-B. 

Wir wollen nun unsere Behauptung durch Induktion nach s beweisen, 
miissen sie aber zu dem Zweck ausdehnen von Polynomen F,¢y,f auf 
Potenzreihen F,qy,f, von denen f nach (1) zerfallt. Es geniigt und ist 
bequem, F und @ und f als Polynome in y und Potenzreihen in z anzu- 
nehmen. Der Begriff Multiplizitat bleibt derselbe: die Potenzreihe y schneidet 
einen Zweig y = P, im Nullpunkt yu-fach, wenn die Potenzreihe p*, die 


aus » durch die Substitution y = P, entsteht, durch x” teilbar ist. 

Fiir s =1 ist die Behauptung nun sehr leicht zu beweisen. Setzt man 
in F und @ fiir y die Potenzreihe P, ein, wodurch F* und ¢* entstehen 
mégen, so wird g* gleich einem Einheitsfaktor mal x“, wahrend F* durch 
z™, also auch durch g* teilbar wird. Da man das Ergebnis der Sub- 


stitution y = P, auch immer als Rest einer Division durch y — P, erhalten 
kann, so folgt F=Ro+S8-(y—P), 


woraus wegen (1) fiir s—1 die Behauptung folgt. 
Ist fiir s — 1 Zweige die Behauptung schon bewiesen, so erhalt man im 


Fall von s Zweigen durch die Substitution y= P, aus F und p- I (y—P.) 
gewisse Potenzreihen F* und ¢*:- I (P,—P,), von denen F* durch 
2 


2+*-! teilbar ist, waihrend das andere Produkt gleich einem Einheits- 
faktor mal 2”:+*~-! wird. Daraus folgt in derselben Weise wie vorhin 


(2) P= Ag II(y—P,)+B(y—P,). 


Aus dieser Gleichung ergibt sich, daB die Potenzreihe B(y— P,) beim 
Schnitt mit den Zweigen y= P, (k = 2,...,8) dieselben Multiplizitaten 
hat wie F, d. h. mindestens 4,+s—1, mithin hat B als Multiplizitat 
mindestens u,+-3s— 2. Daraus folgt nach der Induktionsvoraussetzung 


(auf f, = EJ] (y — P,) angewandt) 
2 
(3) B=CEII(y—P,) + De. 
Setzt man (3) in (2) ein, so folgt wegen (1) die Behauptung. 








oa iin: a ii 
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Bemerkungen. Statt mit Potenzreihen kann man auch mit Kon- 
gruenzen nach beliebig hohen Potenzen des Ideals (x,y) operieren. Fiir 
den Beweis macht das gar nichts aus. 


Dieselbe Beweismethode gestattet auch den Beweis des folgenden all- 
gemeineren Satzes: 

Wenn der Punkt (0,0) fiir die Kurve f=0 ein s-facher Punkt ist, 
durch den s einfache Zweige hindurchgehen (die sich aber auch beriihren 
diirjen), und wenn jeder Zweig Z, in diesem Punkt von der Kurve p=0 
u;-fach, von der Gesamtheit der anderen Zweige i,-fach und von der 
Kurve F =0 mindestens (4; + u,)-fach geschnitien wird, so ist 

F=Pf+Rko 
im Bereich der Potenzreihen nach x und y. 

Wenn also die genannten Bedingungen in jedem Schnittpunkt der 
Kurven f=0 und g=0 erfiillt sind, so ist F=Af+Bo im Bereich 
der Polynome bzw. der terniren Formen. 

Man kann die Relation F = Af + Be im Bereich der terniren Formen 
unter den angegebenen Voraussetzungen auch nach der Methode von Scott®) 
und Severi*) beweisen, indem man fiir Formen F von geniigend hohem 
Grade die Anzahl der linear-unabhangigen Multiplizitatsbedingungen, die 
durch die Voraussetzungen des Satzes bedingt werden, vergleicht mit der 
Dimension der Schar Af+ Bq mit adjungiertem B. 


5) C. A. Scott, Math. Annalen 52 (1899), 8. 593. 
6) F. Severi, Rendiconti Ace. Lincei (5) 11 (1902), 8. 105. 


(Eingegangen am 19. 11. 1930.) 











Axiomatik des Zwischenbegriffes in metrischen Riumen’). 


Von 
A. Wald in Wien. 
In einem allgemeinen metrischen Raum — d. h. in einer Menge, in 


der je zwei Elementen ( ,,Punkten“) p und qg ein Abstand, d.i. eine reelle 
Zahl pq =q>p zugeordnet ist, die > 0 fir p+q und = 0 fiir p = q ist, 
und fiir je drei Punkte p,g,r die Beziehung (Dreiecksungleichung) 
pq+qra=pr gilt — ist der Zwischenbegriff nach Menger*) folgendermaBen 
definiert : 

Ein Punkt 6 liegt dann und nur dann zwischen zwei Punkten a und c, 
wenn 5 von a und ¢ verschieden ist und die Gleichung besteht: ab + be =ac. 
Wir driicken die Tatsache, daB 6 zwischen a und ¢ liegt, auch kurz durch 
das Symbol abe aus. 

Aus dieser Definition ergeben sich*) u. a. folgende Eigenschaften des 
Zwischenbegrifies, die in jedem metrischen Raum bestehen. 

1. Kongruenzinvarianz. Wenn ab=a’'b’, bec=b'c’, ac=a'c’ 
und abc gilt, so gilt a’ b’c’. 

2. Symmetrie in den AuBengliedern. Aus abc folgt cba. 

3. Auszeichnung des Zwischengliedes. Aus abe folgt, dap bea 
und cab nicht bestehen. 


4. Transitivitatseigenschaft. Aus abd und bed folgt acd und abc. 

5. Abgeschlossenheit der Zwischenmenge. Wenn R irgendein 
metrischer Raum ist und a,b zwei Punkte von R, dann ist die Menge 
Z (a, b)p = Z(a, b) + {a} + {b} in R abgeschlossen, wobei Z(a,b)p die 
Menge aller Punkte c von R bedeutet, fiir welche acb gilt. 








1) Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich einer von Prof. K. Menger im 
Sommersemester 1930 an der Wiener Universitat gehaltenen Vorlesung iiber allgemeine 
Metrik. 

*) K. Menger, Untersuchungen iiber allgemeine Metrik. Math. Annalen 100. 

%) Die Eigenschaften 2 bis 5 wurden von K. Menger loc. cit. bewiesen. Die 
Giiltigkeit von 1 und 6 ist evident. 
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6. Erweiterung. Wenn R ein beliebiger aus genau zwei Punkten a, b 
bestehender metrischer Raum ist, so gibt es stets einen metrischen Raum R’, 
der auBer R noch einen dritten Punkt c enthdlt, so dap acb gilt. 

Wir zeigen nun, da8 umgekehrt aus diesen sechs Eigenschaften, wenn 
man deren Giiltigkeit in jedem metrischen Raum fordert, die oben an- 
gegebene explizite Definition des Zwischenbegriffes sich herleiten laBt; 
m. a. W., es gilt folgendes 


Theorem. Ist in jedem metrischen Raum fiir gewisse Punktetripel 
a,b,c eine Beziehung abc erkldart, welche den Forderungen 1 bis 6 geniigt, 
so ist sie mit der Zwischenrelation identisch, d.h. es gilt abc dann und 
nur dann, wenn b zwischen a und c liegt. 

Wir nehmen im folgenden an, es sei in allen metrischen Riumen eine 
den Forderungen 1 bis 6 geniigende Relation abc fiir gewisse Punkte- 
tripel a, b,c definiert und beweisen zunichst einige Hilfssitze. 

Satz 1. Wenn fiir dret Punkte a,b,c irgendeines metrischen Raumes 
abe gilt, dann gilt ab +ac+cb. 

Beweis. Wire etwa ab=ac, dann miiBte wegen Forderung 1 auch 
acb gelten, was wegen Forderung 3 unméglich ist. 

Satz 2. Sind a und b irgend zwei Punkte des R, (der euklidischen 
Ebene), dann gibt es in R, zwei Punktefolgen: {x,} (i =1, 2,..., ad inf.) 
und {y;} (¢=1,2,..., ad inf.) mit folgenden Eigenschaften: 


1. Gz,0; 62,,,% (¢=1,2,...), 


29,50; 9;4;.,5 (¢=1,2,...). 

2. Mindestens eine der beiden Punktefolgen {x;} und {y;} hat einen 
Héufungspunkt. 

Nach Forderung 6 gibt es zunichst einen Raum R, der die Punkte a 
und 6 und einen der Relation axb geniigenden Punkt x enthilt. Da die 
drei Punkte a, b,x einen metrischen Raum bilden, also in jeder Anordnung 
der Dreiecksungleichung geniigen, sind sie mit drei Punkten a,, Z des R, 
kongruent. Bei einer kongruenten Selbstabbildung des R,, welche @ in a, 
» in 6 tiberfiihrt, mége Z in zx, tibergehen. Dann sind die Punktetripel 
(a,b,x) und (a,b, 2z,) zueinander kongruent. Wegen Forderung 1 mui 
dann az, b gelten. Ebenso zeigt man, daB es in R, einen Punkt z, gibt, 
so daB az,z, gilt und einen Punkt y,, so daB 2,y,6 gilt, dann einen 
Punkt z,, so daB az,x, gilt, und einen Punkt y,, so daB y, y, b gilt usw. 
Auf diese Weise gelangen wir zu zwei Punktefolgen: 


{z,} (§=1,2,...) und {y,} (¢ =1,2,...) 
des R,, die der Bedingung 1 von Satz 2 geniigen. Durch vollstindige 
Induktion erkennt man auf Grund von Forderung 4 unmittelbar, daB die 
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Relationen az, z,, und y, y, 6 fiir beliebige Indexpaare n, m (n > m) be- 
stehen. Wegen Satz 1 miissen dann sowohl alle Punkte der Folge {2,} 
als auch der Folge {y;} untereinander paarweise verschieden sein. Zum 
Beweise, daB die Folgen {x,} und {y,} auch der Bedingung 2 von Satz 2 
geniigen, zeigen wir, daB mindestens eine der beiden Folgen beschrankt 
ist. Wir machen zu diesem Zweck die Annahme, daB keine der beiden 
Folgen {z,;} und {y,} beschrinkt ist, und leiten aus dieser Annahme einen 
Widerspruch her. Aus der Annahme folgt die Existenz eines Punktes z, 
der Folge {z;}, so daB die Ungleichungen bestehen: 


2,4 > 2,4, 
(1) 


2, b> 2,6. 
Ferner folgt die Existenz eines Punktes y, der Folge {y,}, so daB die Un- 
gleichungen gelten: 
| YT, > XX, 
(2) ¥,@ >2x,a, 
y,6 > 2,6. 


Wir behaupten nun zunichst: Wenn wir den Elementepaaren eines Quin- 
tupels Y: (a,b, ¥,, %,, ¥,) Abstinde derart zuordnen, daB je zwei Elemente 
denselben Abstand haben wie die beiden entsprechend bezeichneten Punkte 
des Quintupels Q: (a, b, x,, x,, y,), abgesehen vom Abstand 7, 7,, der dem 
Abstand z, y, gleich sein soll, dann ist ( ein metrischer Raum. Wir setzen 
also die Beziehungen voraus: 


feats az,=az,; bz, =bz,; 


@,=az,; bF,=—6b2,; £,2,—7,2,; 


(3) fal QR tg AMR ta es 
| Sh— om by, = by; FZH=WY:' 

und LY, = 1 
und behaupten, da8 fiir je drei Elemente von @ die Dreiecksungleichung 
gilt. Zunachst ist klar, da8 die Dreiecksungleichung fiir die Tripel: 
(Gb, B,), (Gs FF) (bs By) (GD, Fy)» (Gs, Ty)» (Fed, Fp) und 
(@, %,, 7,) erfiillt ist, da diese Tripel kongruent zu den entsprechenden 
Tripeln des R, sind. Es bleibt noch iibrig zu zeigen, daB die Dreiecks- 
ungleichung auch fiir die Tripel (%,, ¥,,Z,); (Z,, 9,6) und (%,, 9,, 4) 

erfiillt ist. 

Betrachten wir zunichst das Tripel (Z,, 7,, Z,). Wegen Ungleichungen (2) 

und Gleichungen (3) gelten die Relationen 


9,2, + 9, 2, ee 29,7, > 4,7, > 0 =|Ii7, i 7, =, |; 


womit die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung fiir das Tripel (9,, 7,, Z,) 
bewiesen ist. 
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Betrachten wir nun das Tripel (Z,, 9,, 5). 
Aus dem Tripel (,, Z,, 5) (von welchem wir wissen, daB es der Drei- 
ecksungleichung geniigt) folgt 


y,b a bz, 29,.7,=9,7, 2 y,b —&, b. 

Wegen Ungleichungen (1) gilt also erst recht 
9,6+2,b>9,2,> 9,6 —Z,b. 

Wegen Ungleichungen (2) und Gleichungen (3) ist 9,6 > %,b, also 7,b —Z,b 
=|9,6—%,6|. Es gilt daher: 7,6 + 27,6 > 9,2, > |9,6 —%,6|, womit 
die Dreiecksungleichung auch fiir das Tripel (9,,%,,b) bewiesen ist. Wir 
haben noch zu zeigen, daB auch das Tripel (%,, 7,,@) der Dreiecksunglei- 
chung geniigt. Aus dem Tripel (j,, 7,, @) folgt zunachst die Ungleichung 

¥,.4+2,02>9,2, = 9,%,= 9,4 — F, 4. 
Wegen Ungleichungen (1) und Gleichungen (3) gilt erst recht 

97,4 42, > YZ, > j,4—Z,a=|9,4 — %,a|, 

womit die Dreiecksungleichung auch fiir das Tripel (7, %,@) bewiesen ist. 
Das Quintupel Q ist also tatsichlich ein metrischer Raum. Wegen Forderung 1 


folgen aus az,b, az,x,, x,y,5 die Relationen @7,b, 4%,Z,, Z, 9,b. 
Daraus folgt wegen Forderung 4, daB die Relation gilt: 

qr, zy Ye» 
was wegen Satz 1 unméglich ist, da 7,7, = 7, Z, ist. Die Annahme, dab 
keine der beiden Folgen {z,} und {y,} beschrankt sei, hat also zu einem 
Widerspruch gefiihrt, womit Satz 2 bewiesen ist. 

Satz 3. Hs sei R ein beliebiger aus genau zwei Punkten (a,b) be- 
stehender metrischer Raum und « eine beliebig kleine vorgegebene positive 
Zahl, dann gibt es stets einen metrischen Raum R’, der aufer (a, b) noch einen 
dritten Punkt c enthdlt, derart, daB die Relationen acb und ac < « bestehen. 

Beweis. Es sei (@b) ein zu (ab) kongruentes Punktepaar im R, 
(euklidische Ebene). Wegen Forderung 1 geniigt es, Satz 3 fiir das Punkte- 
paar (@b) zu beweisen. Es seien {z,} und {y,} zwei Punktefolgen des R,, 
so daB die Relationen gelten: 

a,b; S2,,,%, (¢ = 1,2,...), 

29,0; HY 416 (¢=1,2,...). 
Eine der beiden Folgen {z;} und {y,} muB wegen Satz 2 einen Haufungs- 
punkt haben. Wir betrachten zunichst den Fall, daB die Punktefolge {2,} 
einen Hiufungspunkt hat. Es gibt dann in der Folge {2,;} zwei ver- 
schiedene Punkte x, und 2, derart, daB 


2, %,< &. 
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Sei etwa k > 1, dann gilt die Relation 


ax, z;- 
Es gibt in R, einen Punkt @, so daB die Relationen bestehen: 
Ca=2,2,;5 C€2z,—2,4. 


Wegen Forderung 1 mu8 dann die Relation @@z, bestehen. Aus den Re- 
lationen @z,z, und @2,b folgt wegen Forderung 4 die Relation @ z,). 
Daraus ergibt sich ebenfalls wegen Forderung 4, daB auch die Relation a2) 
bestehen muB. Der Abstand @@ = 2,2, ist <«, womit Satz 3 fiir den 
Fall, daB {x,;} einen Haufungspunkt hat, bewiesen ist. Hat die Punkte- 
folge {y,} einen Haufungspunkt, dann gibt es in der Folge {y,} zwei ver- 
schiedene Punkte y, und y, derart, dab 


YwI<F- 
Sei etwa k >1, dann gilt die Relation: 


bY: 
Aus den Relationen @2,), z,y,b, y,y, und y,y,b ergeben sich wegen 
Forderung 4 die Relationen 
ay,b und ay,b. 
Da by, y, gilt, so miissen ebenfalls wegen Forderung 4 auch die Relationen 
gelten: 4S 
ay,b und a@y,y,. 
Es gibt in R, einen Punkt @, so daB die Beziehungen bestehen a = y, y,; 
éy,=aGy,. Wegen Forderung 1 gilt dann @2@y, und wegen Forderung 4 
auch @2b. Der Abstand a2 = y, y, ist <e, womit Satz 3 auch fiir diesen 
Fall bewiesen ist. 
Satz 4. Wenn die Relation abc gilt, dann muf entweder ab+-be=ac 
oder |ab — bec| = ae sein. 
Beweis: Wir nehmen das Gegenteil an, also 


ab+be =ac+4,; 6,>0, 
jab—be|=ac—4,; 4,>0. 
Wegen Satz 3 gibt es einen metrischen Raum R, der auBer den Punkten (ab) 
noch einen weiteren Punkt zx enthalt, der den Relationen geniigt: a xb; 


axz<ac; ax<4,; ax<4,. Wir bezeichnen den Abstand az mit ¢; also 
gelten die Beziehungen 


exec; 8<4,;5 e«<é4,. 
Wir behaupten nun zunichst: Wenn wir den Elementepaaren eines 
Quadrupels Q: @,b,2,Z Abstinde gemaB folgender Beziehungen zuordnen 


ab=ab; a@i=ac; bi=be; @¥—ax=—e; Fb6=—2xb; FE—ae, 
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dann ist Q ein metrischer Raum. Zunichst ist klar, daB die Dreiecks- 
ungleichung fiir die Punktetripel (@,), 2) und (a,b, Z) besteht, da diese 
Tripel kongruent zu den entsprechenden metrischen Tripeln (a, b,c) und 
(a, b,x) sind. Fiir das Tripel (%, , @) ist die Dreiecksungleichung ebenfalls 
erfiillt, denn es gilt 

a@+@F=—ac+e>#t=G4t>|\a4t—aF|\ =e —«. 

Wir haben noch zu zeigen, daB auch fiir das Tripel (7,2, ) die Dreiecks- 
ungleichung erfiillt ist. Wir miissen also zeigen, daB die Ungleichungen gelten: 
Eb+b@>[F7t =at>|Fb — be}. 

Da fiir das Tripel (@, b, 7) die Dreiecksungleichung gilt, so bestehen die 

Ungleichungen: bi be i 
@bt+el>Fb>S4b—«. 

Daraus ergibt sich: 

Fb+bée > abh+bé —e=GAF+6,—e>42 
und ry A 7 ; 

\Fb—bé\ S| ab —bé|+e= GF —6,+€< GE. 
Es gilt also pita ae hs 

Fb+bé>4@=—FE>\|Fb—be|, 

womit die Dreiecksungleichung auch fiir das Tripel (7, @,) bewiesen ist. 

Wegen Forderung 1 gelten die Relationen @7) und @)@, woraus 
wegen Forderung 4 folgt, daB die Relation @%@ besteht. Dies ist aber 
wegen Satz 1 unméglich, da 7@= a2 ist. Die Annahme: ab + be +ac 
und |ab — be| +ac fiihrt also zu einem Widerspruch. 

Satz 5. Es seien a,b zwei verschiedene Punkte des R, (der eukli- 
dischen Geraden), dann ist die Menge Z(a,b)p, perfekt. 

Beweis. Wegen Forderung 6 gibt es einen Raum R, der die Punkte a,b 
und noch einen Punkt 7 enthialt, so daB a¥b gilt. Nach Satz 4 muB 
entweder a +7b=ab oder |a¥—7b|=—ab sein. Daraus folgt, daB 
es einen Punkt z auf R, gibt, so dab ax =a und bx = bF ist. Wegen 
Forderung 1 gilt dann die Relation azb, also ist Z(a,b)p, nicht leer. 
Wir zeigen nun, daB Z(a,b)p, insichdicht ist. Es sei x irgendein Punkt 
von Z(a,b)z,. Zu einer beliebig vorgegebenen Zahl ¢ gibt es wegen Satz 3 
einen metrischen Raum R, der auBer a und z noch einen weiteren Punkt ¥ 
enthalt, der den Relationen geniigt: a7x und z7< e«. Wegen Satz 4 be- 
steht dann entweder die Gleichung a 7+ 7x =az oder |ay — 7x|—az. 
Daraus folgt, daB es in R, einen Punkt y gibt, so daB af=-ay und 
jx = ya ist. Wegen Forderungen 1 und 4 ist dann y C Z(a,b)z,. Jeder Punkt 
x C Z(a,b)p, ist also Haufungspunkt von Z(a,b),z,, d.h. die Menge Z(a, b),, 
ist insichdicht. Ebenso kann man zeigen, daB die Punkte a, b ebenfalls 
Haufungspunkte von Z(a,b)z, sind. Da nach Forderung 5 Z(a,b)p, ab- 
geschlossen sein muB, so ist Z(a,b)p, perfekt. 
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Satz 6. Aus der Relation abc folgt ab+be=ac. 


Nach Satz 4 geniigt es zum Beweis, daB wir aus abc die Beziehung 
|ab — be| +ac herleiten. Wir machen zu diesem Zwecke die Annahme 
|ab—be|=ae und leiten aus derselben einen Widerspruch her. Mit Ver- 
tauschung der Bezeichnungen kann man immer erreichen, daB ab— be =ac 
gilt. Es sei R ein metrischer Raum, der aus den Punkten (a, 6) und einem 
Punkte z besteht, so daB azxb gilt. Wegen Satz 4 mu8 dann entweder 
ax+z2z2b=ab oder |ax—2xb|=ab gelten. Wir zeigen nun, da die 
Annahme az +2b=ab der Annahme ab —bc=ac widerspricht. Denn 
nehmen wir an, daB ax +2b=—ab ist, dann ist |ca — xa| =|cb—-zb|. 
Es ist zunachst klar, dab, wenn wir den Elementepaaren eines Quadrupels 
Q: (a,b, @, #) Abstande gem&8 folgender Gleichungen zuordnen 


ab=—ab; G@i=ac; bti=be, 
Za=2a; £b=2b und F@=—|ca—zal+e=|cb—zb\+e, 


wo e eine positive Zahl bedeutet und so gewihlt ist, dab die Ungleichungen 
#é<ca+za und £@<cbh+2zb bestehen, dann ist Q ein metrischer 
Raum. Wir kénnen die Zahl « insbesondere so wahlen, daB keine der 
Gleichungen 42+ %@=Gé und | 4% — FZ| = GZ erfiillt sei. Dies steht 
aber in Widerspruch mit Satz 4, da wegen Forderungen 1 und 4 die Re- 
lation @Z%@ gelten mu8. Es bleibt also nur die zweite Méglichkeit, dab 
|ax—zb|=ab ist. Es sei (@,2@) ein zu (a,c) kongruentes Punktepaar 
auf einer Geraden R,. Es gibt auf R, einen Punkt 6, so daB ab —ab 
und bé = be ist. Wegen Forderung 1 gilt dann die Relation @bé. Nach 
unseren friiheren Uberlegungen muB fiir jeden Punkt 2, der der Relation a xb 
geniigt, die Gleichung |a@2 —2xb|=a@b bestehen. Wir zeigen nun, daf 
umgekehrt fiir einen beliebigen Punkt y von R,, welcher der Beziehung 
ay —yb=@Gb geniigt, die Relation ayb gilt. Denn nehmen wir an, es 
gibt einen Punkt y auf R,, der der Relation ay — yb = @b geniigt, ohne 
daB ayb besteht. Nach Satz 5 ist Z(@b),z, perfekt, also gibt es gewib 
einen Punkt pC Z(a@b)z,, so daB bp<by und bp<a@b ist. Es mub 
die Relation gelten: “i " 
|ap —pb|=@b. 

Da pb < @b ist, so gilt dp — pb =@b. 

Da Z(a@b)z, perfekt ist, mu8 es einen Punkt jC Z(@b)z, geben, der 
im gewohnlichen Sinne zwischen 6 und y liegt, wahrend fiir einen beliebigen 
Punkt wu, der im gewdhnlichen Sinne zwischen p und y liegt, die Relation 
daub nicht besteht. 

Fiir den Punkt p gelten die Relationen a@pb und ap — pb —4b. 
Da die Menge Z(@, p)z, ebenfalls perfekt ist, so muS es einen Punkt 
q< Z(@p)r, geben, der den Ungleichungen pq < py und pq < 4p geniigt. 
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Wir haben im vorhergehenden fiir das Quadrupel a, b,c, x bewiesen, daB aus 
den Annahmen abc, ab—be=ace und azb die Relation |ax — xb| =ab 
folgt. Da fiir das Quadrupel a4 p)hq die entsprechenden Beziehungen gelten, 
nimlich: @pb, 4p — pb = Gb und 4q 7, so ergeben dieselben Uberlegungen 
die Giiltigkeit der Relation 
\aq—49p|— ap. 

Da qf < GP ist, so gilt: @g—qp=—a@p. Also liegt g im gewodhnlichen 
Sinne zwischen p und y. Wegen Forderung 4 muB die Relation aq} gelten, 
womit ein Widerspruch hergeleitet ist. 

Es muB also ein beliebiger Punkt yc R, der Relation @yb geniigen, 
wenn die Gleichung dy — yb =@b besteht. Wir kénnen insbesondere y 
so wahlen, daB @y = 24b ist und by =a@b wird. Dann muB wegen For- 
derung 1 die Relation b@y gelten, was mit Forderung 3 in Widerspruch 
steht. Dies zeigt also die Unméglichkeit der urspriinglichen Annahme, daB 
|ab — bc| =ac ist, womit Satz 6 bewiesen ist. 

Satz 7. Aus der Gleichung ab+be=ac (b+a, b+c) folgt die 
Relation abc. 

Beweis. Es seien a,b, @ drei verschiedene Punkte einer Geraden R, 
derart, dal ab =ab; @ = ac und bé = bc ist. Um Satz 7 zu beweisen, 
geniigt es zu zeigen, daB die Relation ab gilt. Wir nehmen das Gegen- 
teil an. Da Z(@Z)z, perfekt ist, so lassen sich zwei Punkte: b,c Z(@@)r, 
und b,¢ Z(@@)p, derart angeben, da8 } im gewdhnlichen Sinne zwischen 
b, und b, liegt und kein Punkt von R,, der im gewéhnlichen Sinne zwischen 
b, und b, liegt, der Menge Z(@Z@)z, angehéren kann. Es sei angenommen, 
da8 etwa b, im gewodhnlichen Sinne zwischen b, und @ liegt. Die Menge 
Z(b,@)p, ist ebenfalls perfekt; es gibt daher einen Punkt b,c Z(b,@)p, der- 
art, daB b, b, <b, b, ist. Wegen Forderung 4 gilt die Relation @b,2. Da 
b, im gewoéhnlichen Sinne zwischen 6, und 8, liegt, so sind wir zu einem 
Widerspruch gelangt, womit Satz 7 bewiesen ist. 

Die Satze 6 und 7 ergeben zusammen das eingangs formulierte Theorem. 


(Zusatz bei der Korrektur‘).) Der elementargeometrische Zwischen- 
begriff geniigt offenbar den von uns aufgestellten Forderungen 1. bis 6. 
Dagegen besitzt er eine dem Mengerschen Zwischenbegriff im allgemeinen 
nicht zukommende Eigenschaft®), die, in unserer Symbolik geschrieben, lautet: 

4’. Aus abe und bed folgt abd und acd. 

Es fragt sich nun, wenn man Forderung 4. durch Forderung 4’. ersetzt, 
ob sich dann eine Zwischenrelation definieren laBt, welche in jedem metri- 





*) Eingegangen am 1. 11. 1930. 
5) Vgl. Menger, loc. cit. 8S. 80—81. 
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schen Raum dem so modifizierten System von Forderungen 1. bis 6. geniigt. 

Die Antwort fallt negativ aus, d.h. es gibt keine Zwischenrelation, die in 

allen metrischen Raumen den so modifizierten Forderungen 1. bis 6. geniigt. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir zwei verschiedene Punkte (a,c) an. 
Wegen Forderung 6. gibt es eimen metrischen Raum R, der aufBer (a, c) 
noch einen dritten Punkt 5 enthalt, welcher der Relation abc geniigt. Wir 
behaupten nun: Wenn wir den Elementepaaren eines Quadrupels Q = (4d, b, Z,d) 
Abstiinde gema8 folgender Gleichungen zuordnen: a4) ab; a@@=ae; 
hé=be; bd=ac; td=ab; Gid=ac oder =ab, je nachdem, ob 
ab<2ac oder ac< 2ab ist, dann ist (% ein metrischer Raum. Es ist 
zunachst kler, daB die Punktetripel (@,b,@) und (b,@,d) der Dreiecks- 
ungleichung geniigen, da das erste dem Tripel (a,b,c), das zweite dem 
Tripel (c, b,a) kongruent ist. Um zu zeigen, da} die Dreiecksungleichung 
auch fiir die Tripel (@,b,d) und (a, @,d) erfiillt ist, betrachten wir zu- 
nichst den Fall ab<2ac. Dann ist @/—ac und es gelten folgende 
Ungleichungen: 

a@d+bd=2ac>ab=ab; ab>0=\|ad—bd| wid 
a@ +ad=2ac>ab=éd; éd>0=|aé —@d\}. 

Im Falle ac< 2ab ist @/ =ab, und es gelten folgende Ungleichungen: 
a@d+ab=2ab>ac=db; db>0=|ad—a@b| und 
ad+é@d=2ab>ac= a7; a@>0=|ad—éd\. 

Hiermit ist das Bestehen der Dreiecksungleichung fiir die beiden Tripel 

(a, b, d) und (@, @, d) bewiesen. @ ist also tatsichlich ein metrischer Raum. 

Aus der Relation abe folgen wegen der Forderung 1. die Relationen a@bé 

und béd. 

Wegen Forderung 4’. ergibt sich dann, daB abd und a@éd gilt. Da 
ad entweder gleich @b oder gleich @é ist, so miiBte auBerdem wegen 
Forderung 1. entweder die Relation @d/) oder die Relation ad @ gelten, 
was wegen Forderung 3. unméglich ist. Wir sind also zu einem Wider- 
spruch gelangt, womit unsere Behauptung bewiesen ist, dab, wenn Forde- 
rung 4. durch 4’. ersetzt wird, keine in allen metrischen Raumen den so 
modifizierten Forderungen 1. bis 6. geniigende Zwischenrelation existiert. 


(Eingegangen am 12. 7. 1930.) 
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Von 
David Hilbert in Gattingen. 


Wenn wir die beiden Quellen unserer Erkenntnis, die Erfahrung und 
das reine Denken, im mathematischen Bereiche untersuchen, so treffen wir 
eine Reihe von Gesichtspunkten an, die vielleicht auch von philosophischem 
Interesse sind. Und zwar weisen diese Gesichtspunkte simtlich auf Ge- 
meinsames dieser beiden an sich so verschieden gearteten Erkenntnisquellen 
hin. Z. B. beobachten wir die Einheit des Stoffes in der Materie; anderer- 
seits tritt doch gewiB in unserem Denken die Einheit der Grundlagen als 
eine Forderung auf, die wir zu erfiillen suchen und vielmals auch erreichen. 
Die Einheit der Naturgesetze, die wir oft in so iiberraschender Weise an- 
trefien, kann als Beispiel fiir beide Erkenntnisquellen gelten. Aber noch 
auffallender als dieser Gesichtspunkt der Einheit ist eine Erscheinung, die 
wir die priastabilierte Harmonie nennen und die einen Zusammenhang zwischen 
Natur und Denken deutlich bezeugt. Das groBartigste und wunderbarste 
Beispiel fiir die pristabilierte Harmonie ist die beriihmte Einsteinsche 
Relativitatstheorie. Hier werden allein durch die allgemeine Forderung der 
Invarianz die recht komplizierten Differentialgleichungen fiir die Gravitations- 
potentiale eindeutig aufgestellt; und diese Aufstellung wire unméglich 
gewesen ohne die tiefgehenden und schwierigen mathematischen Unter- 
suchungen von Riemann, die lange vorher da waren. Es ist sogar ein 
in der mathematischen Analysis vereinzelter Fall, daB ein so kompliziertes 
spezielles Formelsystem mit numerischen Koeffizienten aus einem allgemeinen 
Gedanken entspringt. Auch meine nachher hier zu erérternde Beweistheorie 
ist ein Beispiel fiir die pristabilierte Harmonie. Denn sie bedient sich des 
sogenannten Logikkalkiils, der seinerseits vorher und zu ganz anderen Zwecken, 
namlich lediglich zur Abkiirzung und Mitteilung von Aussagen, ersonnen war. 

Indes die aufmerksame Betrachtung fiihrt uns dazu, daB auBer Er- 
fahrung und Denken noch eine dritte Erkenntnisquelle da ist. Wenn wir 


1) Vortrag, gehalten im Dezember 1930 auf Einladung der Philosophischen Ge- 
sellschaft in Hamburg. 
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auch im einzelnen Kant heute nicht mehr zustimmen kénnen, so behilt 
doch der allgemeinste Grundgedanke der Kantschen Erkenntnistheorie seine 
Bedeutung: jene anschauliche Einstellung a priori festzustellen und damit 
die Bedingung der Méglichkeit jeder Erkenntnis zu untersuchen. Ich meine, 
da8 dies im wesentlichen in meinen Untersuchungen iiber die Prinzipien 
der Mathematik geschehen ist. Das Apriori ist dabei nichts mehr und 
nichts weniger als eine Grundeinstellung, die ich auch als die finite Ein- 
stellung bezeichnen méchte: es ist uns eben schon im voraus etwas in der 
Vorstellung gegeben: gewisse, auBer-logische konkrete Objekte, die anschaulich 
als unmittelbares Erlebnis vor allem Denken da sind. Soll das logische 
SchlieBen sicher sein, so miissen sich diese Objekte vollkommen in allen 
Teilen iiberblicken lassen und ihre Aufweisung, ihre Unterscheidung, ihr 
Aufeinanderfolgen oder Nebeneinandergereihtsein ist mit den OGbjekten zu- 
gleich unmittelbar anschaulich gegeben als etwas, das sich nicht noch auf 
etwas anderes reduzieren la8t oder einer Reduktion bedarf. Dies ist die 
Grundeinstellung, die ich fiir die Mathematik wie iiberhaupt zu allem 
wissenschaftlichen Denken, Verstehen und Mitteilen fiir erforderlich halte, 
und ohne die eine geistige Betatigung gar nicht méglich ist. 

Damit glaube ich die dritte Erkenntnisquelle, die zu Erfahrung und 
Logik noch hinzutritt, erkannt und charakterisiert zu haben. 

Die Einsichten a priori sind diejenigen anschaulichen sowie die logischen 
Einsichten, die im Rahmen jener finiten Einstellung gewonnen werden. 
Wir werden dabei im besonderen gewahr: 

Es gibt Sitze, die Kant als a priori angesehen hat, und die wir der 
Erfahrung zuweisen. Z. B. die gesamten Grundtatsachen der Geometrie, 
sowie die elementaren Eigenschaften von Raum und Materie. Aber es gibt 
andererseits auch Satze, die wohl meist fiir a priori gehalten worden sind, 
die aber nicht im Rahmen der finiten Einstellung gewonnen werden kénnen, 
z. B. das Prinzip des Tertium non datur sowie iiberhaupt die sogenannten 
transfiniten Aussagen. 

Die nachstliegende Anwendung und das erste Auftreten der transfiniten 
Aussagen findet in der Zahlenlehre statt, und damit kommen wir zu dem 
hauptsichlichen Gegenstande des heutigen Vortrages. Es ist schon an sich 
merkwiirdig und philosophisch bedeutsam, daB die ersten und einfachsten 
Fragen iiber die Zahlen 1, 2,3,... so tiefliegende Schwierigkeiten bieten. 
Diese Schwierigkeiten miissen iiberwunden werden; denn wie sollte sonst 
iiberhaupt Wissen méglich sein, wenn nicht einmal die Zahlenlehre sich 
begriiriden heBe und wenn da nicht volle Einigkeit und absolute Richtig- 
keit erzwungen werden kénnte! . 

Es wire viel zu weitschweifig und auch iiberfliissig, alle die mannig- 
faltigen und verschiedenen Irrwege anzufiihren, die als solche heute erkannt 
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worden sind: Man hat versucht, die Zahlen rein logisch zu definieren; 
andere nahmen die itibliche SchluBweise der Zahlentheorie einfach als selbst- 
verstindlich an. Auf beiden Wegen gelangte man zu Einwendungen, die 
nicht widerlegt werden konnten. Ein Weg war noch nicht betreten worden, 
der dem Mathematiker gerade am nichsten lag. Bevor ich diesen Weg 
beschreibe, der tatsichlich ans Ziel fiihrt, méchte ich einige Bemerkungen 
machen iiber die wichtigsten Daten aus der Vorgeschichte des Problems. 

Im Jahre 1888 machte ich als junger Privatdozent von Kénigsberg 
aus eine Rundreise an die deutschen Universitéten. Auf meiner ersten 
Station, in Berlin, hérte ich in allen mathematischen Kreisen bei jung und 
alt von der damals eben erschienenen Arbeit Dedekinds ,Was sind und 
was sollen die Zahlen?“ sprechen — meist in gegnerischem Sinne. Die Ab- 
handlung ist neben der Untersuchung von Frege der wichtigste erste tief- 
greifende Versuch einer Begriindung der elementaren Zahlenlehre. Etwa zu 
gleicher Zeit, also schon vor mehr als einem Menschenalter, hat Kronecker 
eine Auffassung klar ausgesprochen und durch zahlreiche Beispiele erliutert, 
die heute im wesentlichen mit unserer finiten Einstellung zusammenfillt. 

Damals haben wir jungen Mathematiker, Privatdozenten und Studierende, 
den Sport getrieben, auf transfinitem Wege gefiihrte Beweise mathematischer 
Satze nach Kroneckers Muster ins Finite zu iibertragen. Kronecker machte 
nur den Fehler, die transfinite SchluBweise fiir unzulassig zu erkliren. Er 
erlieB Verbote gegen die transfinite SchluBweise, insbesondere sollte man 
nach ihm nicht schlieBen diirfen, da8, wenn eine Aussage U(n) nicht fiir 
jede ganze Zahl n zutrifit, es eine ganze Zahl n geben miisse, fiir die jene 
Aussage falsch ist. Damals lehnte die ganze Mathematik einmiitig seine 
Verbote ab und ging iiber sie zur Tagesordnung iiber. 

Wie verhalt es sich nun tatsichlich mit dem Gebrauch der trans- 
finiten SchluBweisen? 

Die Zahlkérpertheorie z. B. ist ein feingegliedertes, himmelhoch er- 
richtetes Gebaude, verbunden mit den weitest entwickelten Theorien der 
Analysis, das alle anderen Geistesprodukte der Menschheit an Schénheit und 
Vollkommenheit weit iiberragt, und in ihr wird auf Schritt und Tritt das 
Tertium non datur und iiberhaupt die transfinite SchluBweise der von 
Kronecker verbotenen Art angewandt. Alle die Geistesheroen vor Gau8 und 
ebenso die nach GauB, Hermite, Jacobi bis zu Poincaré, haben die trans- 
finite SchluBweise in mannigfaltigster und kiihnster Weise gebraucht, und 
niemals hat sich auch nur die geringste Unstimmigkeit gezeigt. Endlich, 
wenn! wir erst an alle Anwendungen denken und uns klarmachen, was fur 
eine Fiille von transfiniten Schliissen der schwierigsten und mihsamsten Art 
z. B. in der Relativitatstheorie und Quantentheorie steckt, und wie sich doch 
die Natur genau nach diesen Ergebnissen richtet: der Fixsternstrahl, der 
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Merkur und die kompliziertesten Spektren hier auf Erden und in der Ferne 
von hunderttausenden Lichtjahren; sollten wir bei dieser Sachlage wegen 
der schénen Augen Kroneckers und einiger als Mathematiker verkleideter 
Philosophen aus Griinden, die noch dazu vdllig willkiirlich und gar nicht 
einmal prazise formulierbar sind, auch nur einen Augenblick an der Be- 
rechtigung der Anwendung des Tertium non datur zweifeln? 

Es beruht ja iiberhaupt jede wissenschaftliche Erkenntnis auf einer 
verniinftigen Abschaitzung der Wahrscheinlichkeit durch Heranziehung der 
Ubereinstimmung und des gegenseitigen Verhaltens: Denken wir an die 
Theorien in der Physik oder Astronomie, z. B. den Aufbau der Sternenwelt, 
oder in der Biologie an die Vererbungsgesetze und den Entwicklungs- 
gedanken, alles Ergebnisse, die wir heute als festgestellte sichere Wahrheiten 
ansehen. Es wire ja der Tod aller Wissenschaft und die Unméglichkeit 
irgendeines Fortschrittes, wenn wir nicht einmal solche Gesetze wie die der 
elementaren Arithmetik als Wahrheit gelten lassen wollten. Trotzdem gibt 
es auch heute noch Anhanger Kroneckers, die an die Statthaftigkeit des 
Tertium non datur nicht glauben: Es ist das wohl der krasseste Unglaube, 
den wir in der Geschichte der Menschheit antreffen. 

Aber andererseits: Eine Wissenschaft wie die Mathematik, hat sich 
nicht auf Glauben zu stiitzen, so stark dieser auch sei, sondern die Pflicht 
einer restlosen Aufklirung. Da nun die Anwendbarkeit des Tertium non 
datur bei endlich vielen Aussagen eine Selbstverstandlichkeit ist, so wendet 
sich unsere ganze Aufmerksamkeit sofort dem Begriff ,unendlich“ zu, und 
ich habe iiber das Unendliche eine ausfiihrliche Untersuchung angestellt, 
kann aber hier nur das Fazit dieser Untersuchung mitteilen. 

Die Physik lehrt, da8 ein homogenes Kontinuum, welches die fort- 
gesetzte Teilbarkeit zulieBe und somit das Unendliche im Kleinen realisieren 
wiirde, in der Wirklichkeit nirgends angetroffen wird. Die unendliche Teil- 
barkeit eines Kontinuums ist nur eine in Gedanken vorhandene Operation, 
nur eine Idee, die durch unsere Beobachtungen der Natur und die Er- 
fahrungen der Physik und Chemie widerlegt wird. Andererseits stellen sich 
in der Astronomie schwerwiegende Bedenken gegen das Vorhandensein des 
unendlichen Raumes, also der Unendlichkeit im GroBen, ein. Auch all 
unser Handeln ist finit, und das Unendliche findet darin keinen Platz. Das 
Unendliche findet sich nirgends realisiert; es ist weder in der Natur vor- 
handen, noch als Grundlage in unserem verstandesmaBigen Denken zulissig. 
Die bedingungslose Anwendung des Tertium non datur und der Negation 
kénnen wir aber nicht entbehren, da sonst der liickenlose und einheitliche 
Aufbau unserer Wissenschaft unméglich wire. Das Operieren mit dem 
Unendlichen mu8 also durch das Endliche gesichert werden, und das ge- 
. schieht eben durch meine Beweistheorie. 
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Mit dieser Neubegriindung der Mathematik verfolge ich ein bedeutsames 
Ziel: Ich méchte namlich die Grundlagenfrage in der Mathematik als solche 
endgiiltig aus der Welt schaffen, indem ich jede mathematische Aussage 
za einer konkret aufweisbaren und streng ableitbaren Formel mache und 
dadurch die mathematischen Begrifisbildungen und Schliisse in eine solche 
Fassung bringe, daB sie unwiderleglich sind und doch ein Bild der gesamten 
Wissenschaft liefern. 

Der Grundgedanke meiner Beweistheorie ist nun folgender: 

Alles, was im bisherigen Sinne die Mathematik ausmacht, wird streng 
formalisiert, so daB die eigentliche Mathematik oder die Mathematik in 
engerem Sinne zu einem Bestande an Formeln wird. Diese unterscheiden 
sich von den gewdhnlichen Formeln der Mathematik nur dadurch, daB 
auBer den gewéhnlichen Zeichen noch die logischen Zeichen, insbesondere 
die fiir ,folgt* (—-) und fiir ,nicht* (—), darin vorkommen. Gewisse 
Formeln, die als Fundament des formalen Gebaudes der Mathematik dienen, 
werden Axiome genannt. Ein Beweis ist eine Figur, die uns als solche 
anschaulich vorliegen muB; er besteht aus Schliissen, wo jede der Primissen 
entweder Axiom ist oder mit der Endformel eines Schlusses iibereinstimmt, 
der vorher im Beweise vorkommt, bzw. durch Einsetzung aus einer solchen 
Endformel entsteht. An Stelle des inhaltlichen SchlieBens tritt in der 
Beweistheorie ein auBeres Handeln nach Regeln, nimlich der Gebrauch des 
SchluBschemas und der Einsetzung. Eine Formel soll beweisbar heiBen, 
wenn sie entweder ein Axiom oder die Endformel eines Beweises ist. 

Zu der eigentlichen so formalisierten Mathematik kommt eine gewisser- 
maBen neue Mathematik, eine Metamathematik, die zur Sicherung jener 
notwendig ist, in der — im Gegensatz zu den rein formalen SchluBweisen 
der eigentlichen Mathematik — das inhaltliche SchlieBen zur Anwendung 
kommt, aber lediglich zum Nachweis der Widerspruchsfreiheit der Axiome. 

Die Axiome und beweisbaren Sitze, d. h. die Formeln, die in diesem 
Wechselspiel entstehen, sind die Abbilder der Gedanken, die das iibliche 
Verfahren der bisherigen Mathematik ausmachen. 

Durch dieses Programm ist die Wahl der Axiome fiir unsere Beweistheorie 
schon vorgezeichnet. Was die Auswahl der Axiome betrifft, so unterscheiden 
wir analog wie in der Geometrie qualitativ einzelne getrennte Gruppen. 

I. Axiome der Folge: 

A--(B-— A) 

(Zufiigen einer Voraussetzung); 
(A+ B)-+{(B--0)-+(A—0)} 
(Elimination einer Aussage); 
{A-—-(A-—- B)}—-(A—B). 
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II. Axiome iiber ,und“ (&) sowie ,oder“ (\v). 
III. Axiome der Negation: 
{A--(B& B)} +A 
(Satz vom Widerspruch); 
AA 
(Satz von der doppelten Verneinung). 


Diese Axiome der Gruppen I, II, III sind keine anderen als die Axiome 
des Aussagenkalkiils. 


IV. Transfinite Axiome: 
(x) A(x)» A(b) 
(Schlu8 vom Allgemeinen aufs Besondere, Aristotelisches Axiom); 
Umkehrung durch das Schema: 
A—-B(a) . 


U—> (x) B(x)’ 
A(a)-—+(Ex) A(x) 
Umkehrung wiederum durch Schema. Weitere Formeln sind ableitbar, z. B. 
(#) A(x) (Ez) A (2) 
(wenn ein Pradikat nicht fiir alle Argumente gilt, so gibt es ein Gegen- 
beispiel, und umgekehrt); 


(Bx) A(x) +(x) A(z) 
(wenn es kein Beispiel fiir eine Aussage gibt, so ist die Aussage fiir alle 
Argumente falsch, und umgekehrt). 





Die Axiome dieser Gruppe IV sind die des Pridikatenkalkiils. 

Dazu kommen die speziell mathematischen Axiome: 

V. Axiome der Gleichheit: 

a=a; 
a = b-—+-(A(a)—» A(b)) 

und 

VI. Axiome der Zahl: 

a+1+0; 


sowie das Axiom der vollstandigen Induktion und das Schema der Re- 
kursion. 

Der Beweis der Widerspruchsfreiheit ist zuletzt von Ackermann und 
v. Neumann so weit durchgefiihrt worden, daB in der elementaren Zahlen- 
lehre die Widerspruchsfreiheit fiir die eben aufgezihlten Axiome folgt und 
mithin fiir den Bereich der elementaren Zahlenlehre die transfiniten SchluB- 
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weisen, insbesondere die SchluBweise des Tertium non datur, als zulissig 
erkannt worden sind. Unsere wichtigste weitere Aufgabe besteht darin, 
folgendes zu zeigen (vgl. Math. Annalen 102, 8. 6): 

1. Wenn eine Aussage als widerspruchsfrei erwiesen werden kann, so 
ist sie auch beweisbar; und ferner 

2. Wenn fiir einen Satz © die Widerspruchsfreiheit mit den Axiomen 
der Zahlentheorie nachgewiesen werden kann, so kann nicht auch fir S 
die Widerspruchsfreiheit mit jenen Axiomen nachgewiesen werden. 

Es ist mir nun gelungen, diese Sitze wenigstens fiir gewisse einfache Fille 
zu beweisen. Dieser Fortschritt wird erreicht, indem ich zu den bereits zu- 
gelassenen SchluBregeln (Einsetzung und SchluBfigur) noch folgende eben- 
falls finite neue SchluBregel hinzufiige: 

Falls nachgewiesen ist, daB die Formel 


YW (4) 


allemal, wenn 4 eine vorgelegte Ziffer ist, eine richtige numerische Formel 
wird, so darf die Formel 


(x) U(z) 


als Ausgangsformel angesetzt werden. 

Es sei hier daran erinnert, daB die Aussage (x) %(2x) viel weiter reicht 
als die Formel (4), wo 4 eine beliebig vorgelegte Ziffer ist. Denn im 
ersteren Falle darf in &(2z) fiir x nicht bloB eine Ziffer, sondern auch ein 
jeder in unserem Formalismus gebildete Ausdruck vom Zahlcharakter ein- 
gesetzt werden, und auBerdem ist die Bildung der Negation nach dem Logik- 
kalkiil ausfiihrbar. 

Zunachst erkennen wir, daB das Axiomensystem auch bei Hinzunahme 
der neuen Regel widerspruchsfrei bleibt. 

Es sei namlich eine Beweisfigur vorgelegt, die in einen Widerspruch 
miindet. 

Der bisherige Beweis der Widerspruchsfreiheit besteht nun darin, 
daB man nach einem bestimmten Verfahren alle Formeln des vorgelegten 
Beweises in numerische verwandelt; alsdann kommt es darauf an, festzu- 
stellen, daB alle Ausgangsformeln richtig sind. Nun werden bei unserem 
Verfahren auch aus denjenigen Formeln, die gemaB der neuen Regel hin- 
geschrieben worden sind, numerische Formeln, und zwar wird aus (x) U (2) 
eine Formel (4), wo 4% eine bestimmte Ziffer ist. Diese Formel ist 
aber nach der Voraussetzung der neuen Regel ebenfalls richtig. Unser 
Verfahren fiihrt also nach wie vor alle Ausgangsformeln der Beweisfigur in 
richtige Formeln iiber. Der Beweis der Widerspruchsfreiheit ist damit ge- 
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Sei nun eine Formel © der Gestalt 
(x) U(x), 


die auBer x keine weiteren Variablen enthalt, zu den Axiomen widerspruchs- 
frei. Dann ist %(4) sicher richtig, sobald fiir 4 eine Ziffer eingesetzt wird ; 
denn sonst wire %(4) richtig und daher beweisbar und wiirde somit einen 
Widerspruch zu (z)%(a) geben, entgegen unserer Voraussetzung. 

Also ist nach der neuen SchluBregel unsere Formel © _bewiesen. 
Satz 1 gilt also fiir jede Aussage GS von der Gestalt (2)W(a), die auBer 
x keine weitere Variable enthalt. Fiir eben diese Aussagen von der Art © 
folgt aus dem eben bewiesenen Satz 1 auch die Giiltigkeit von Satz 2. 

Gehen wir nun von einer Aussage T der Gestalt 


T:(Lxr)A(a) 
aus, so ist offenbar die Negation dieser Aussage 
T:(2) A(x) 


von der vorhin betrachteten Gestalt ©. Nach Satz 2 ist es daher nicht 
méglich, fiir jede der beiden Aussagen T und FT den Beweis der Wider- 
spruchsfreiheit zu fiihren. Setzen wir also voraus, daB fiir T der Beweis 
der Widerspruchsfreiheit gefiihrt sei, so folgt, daB fiir X nicht auch der 
Beweis der Widerspruchsfreiheit gefiihrt werden kann, und damit ist Satz 2 
auch noch fiir jede Aussage von der Gestalt T bewiesen. Freilich darf 
daraus noch nicht geschlossen werden, daB ZT beweisbar ist. — 

Gegen meine Beweistheorie sind verschiedenartige Einwendungen erhoben 
worden; sie sind samtlich unberechtigt. Es sei hierzu folgendes bemerkt: 

1. Der Beurteiler meiner Theorie mége genau die Stelle in meinem 
Beweis angeben, wo mein vermeintlicher Fehler liegen soll. Andernfalls 
lehne ich es ab, seinen Gedankengang zu priifen. 

2. Es wird meiner Theorie zum Vorwurf gemacht, daB die Satze zwar 
widerspruchsfrei seien, aber damit noch nicht bewiesen wiren. Freilich 
sind sie beweisbar, wie ich hier in einfachen Fallen gezeigt habe. Es stellt 
sich auch allgemein heraus, wie es von Anfang an meine Uberzeugung war, 
daB die Erzielung der Widerspruchsfreiheit das Wesentliche in der Beweis- 
theorie ist und die Frage der Beweisbarkeit bei eventueller sachgemiBer 
Ausdehnung der Festsetzungen unter Wahrung des finiten Charakters sich 
dann ebenfalls mit erledigt. Doch kann in einer Theorie nicht gleich ver- 
langt werden, daB darin alle einschlagigen Fragen zur vollen Lésung kommen; 
es geniigt, wenn der Weg dazu gezeigt wird. 

3. Begriffe, wie z. B. ,,widerspruchsfrei*, hat der Beurteiler meiner 
Theorie so zu verstehen, wie ich sie gebrauche, nicht wie andere Autoren 
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sie sich definiert denken. Meine Deutung ist deshalb hier die maBgebende, 
weil sie so fiir meine Theorie allein in Betracht kommt. 

4. Die Einwendungen gegen meine Theorie beziehen sich mitunter auf 
nebensiichliche und fiir den Erfolg véllig gleichgiiltige Dinge, wie z. B. 
wenn sie sich gegen die Bezeichnungsweise , ideal“ richten, die ich ge- 
brauche, und allerdings trotz der gegnerischen Erwagungen fiir auBerst zu- 
treffend und das Verstandnis férdernd halte. Auch sonst werden einseitige 
Vorurteile und Schlagworte gerne ins Feld gefiihrt. Uber den Vorwurf 
des Formalismus habe ich mich in friiheren Abhandlungen ausgesprochen. 
Die Formel ist ein notwendiges Hilfsmittel der logischen Untersuchung. 
Freilich erfordert ihr Gebrauch priizise Gedankenarbeit und macht leeres 
Geschwitz unmédglich. 

5. Es gibt bisher keine andere Theorie, ja es ist meiner Meinung nach 
gar keine andere Theorie mit gleichem Erfolge denkbar, denn meine Beweis- 
theorie tut nichts anderes als die intime Titigkeit unseres Verstandes nach- 
zubilden und ein Protokoll iiber die Regeln aufzunehmen, nach denen 
unser Denken tatsiichlich verfihrt. Das Denken geschjeht eben parallel 
dem Sprechen und Schreiben: durch Bildung und Aneinanderreihung von 
Satzen. Und zur Begriindung brauche ich weder den lieben Gott wie 
Kronecker, noch die Annahme einer besonderen auf das Prinzip der voll- 
standigen Induktion abgestimmten Fahigkeit unseres Verstandes wie Poincaré, 
noch die Urintuition wie Brouwer, endlich auch nicht wie Russell und 
Whitehead das Axiom der Unendlichkeit und Reduzierbarkeit, die ja wirk- 
liche inhaltliche und durch Beweise der Widerspruchsfreiheit nicht kom- 
pensierbare Voraussetzungen sind, von denen die letztere nicht einmal 
plausibel ist. 

In einem neueren philosophischen Vortrage finde ich den Satz: 

,Vas Nichts ist die schlechthinnige Verneinung der Allheit des 
Seienden.“ 

Dieser Satz ist deshalb lehrreich, weil er trotz seiner Kiirze alle haupt- 
sichlichen VerstéBe gegen die in meiner Beweistheorie aufgestellten Grund- 
sitze illustriert. Begriffe wie ,,Allheit des Seienden“ enthalten einen Wider- 
spruch in sich und gefahrden schon allein den Sinn einer jeden Behauptung. 
Aber hiervon abgesehen wird nun auf den probiematischen Begriff Allheit 
des Seienden die Negation angewendet. Es ist gerade eine der wichtigsten 
Aufgaben der Beweistheorie, Sinn und Zulassigkeit der Negation klarzustellen: 
die Negation ist ein formaler ProzeB, durch den aus einer Aussage © eine 
andere hervorgeht, die mit G durch die vorhin genannten Axiome der Ne- 
gation (also wesentlich principium contradictionis und tertium non datur) 
verbunden ist. Der ProzeB der Negation ist ein notwendiges theoretisches 
Forschungsmittel; seine unbedingte Anwendung erméglicht erst die Voll- 
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stindigkeit und Abgeschlossenheit der Logik. Aber im allgemeinen ist die 
durch Negation entstehende Aussage eine ideale, und es hieBe Natur und 
Wesen des Denkens verkennen, wenn man diese ideale Aussage selbst an 
sich als real nehmen wollte. — 

Ich glaube, das, was ich wollte, und versprach, durch die Beweistheorie 
vollstandig erreicht zu haben: Die mathematische Grundlagenfrage als 
solche ist dadurch, wie ich glaube, endgiiltig aus der Welt geschafit. 

Den Philosophen wird es schon interessieren, daB es eine Wissenschaft 
wie die Mathematik iiberhaupt gibt. Fiir uns Mathematiker ist es die 
Aufgabe, sie wie ein Heiligtum zu hiiten, damit einst alles menschliche 
Wissen iiberhaupt der gleichen Prazision und Klarheit teilhaftig wird. 
DaB dies kommen mu8 und geschehen wird, ist meine feste Uberzeugung. 


(Eingegangen am 21. 12. 1929.) 
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Einleitung. 

Die algebraische Struktur halbeinfacher hyperkomplexer Zahlsysteme 
beherrscht man bekanntlich vollstandig mittels der beiden grundlegenden 
Struktursétze von Herrn Wedderburn‘): 

Jedes halbeinfache System ist direkte Summe eindeutig bestimmter 
einfacher, und umgekehrt. 

Jedes einfache System ist als volles Matrizensystem aus einem eindeutig 
bestimmten Schiefkérper (System ohne Nuliteiler) darstellbar, und umgekehrt. 

Darauf aufbauend wurde die Arithmetik halbeinfacher hyperkomplexer 
Zahlisysteme iiber dem rationalen Zahlkérper zuerst von Herrn Speiser*) 
entwickelt. Dessen Theorie wurzelt in der Betrachtung der aus dem ge- 


*) J. H. Maclagan Wedderburn, On hypercomplex numbers, Proc. London Mathem. 

Soc. 6 (1907). — Siehe auch L.E. Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie (Ziirich- 
Leipzig 1927). — Das Dicksonsche Buch wird im folgenden zitiert mit D. 

*) A. Speiser, Allgemeine Zahlentheorie, Vierteljahresschrift d. Naturf. Ges. Ziirich 

71 (1926). — Siehe auch das von Speiser verfaBte letzte Kapitel in D. 
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gebenen System entspringenden Restsysteme nach Primzahlpotenzmoduln. 
Weiter gab dann Herr Artin*) eine neue Begriindung und Fortfiihrung, 
die ganz nach dem Muster der auf den Spezialfall der algebraischen Zahl- 
kérper beziiglichen Dedekindschen Idealtheorie vorgeht. Die Durchfiihrung 
der Artinschen Theorie erfordert eine Ausdehnung der Wedderburnschen 
Struktursitze auf allgemeinere Ringe, nimlich solche, wie sie etwa durch 
die Restsysteme eines hyperkomplexen Systems iiber dem rationalen Zahl- 
kérper nach Primzahlpotenzmoduln gegeben werden; denn diese Restsysteme 
sind (fiir héhere Primzahlpotenzmoduln) keine hyperkomplexen Systeme im 
Sinne der Wedderburnschen Theorie, weil sie nicht in bezug auf einen 
Kérper von endlichem Rang sind. Die erforderliche Verallgemeinerung der 
Struktursitze hat Herr Artin‘) in einer besonderen Veréffentlichung seiner 
arithmetischen Theorie vorangestellt. 

Wenn einerseits diese Artinschen Struktursiitze im Rahmen einer 
algebraischen Strukturtheorie allgemeiner nicht-kommutativer Ringe, wie 
sie etwa in der neuen groBen Arbeit von Friulein Noether®) niedergelegt 
ist, von hohem Interesse sind, so scheint es mir andrerseits fiir den be- 
sonderen Zweck des Aufbaus der Arithmetik hyperkomplexer Zahlsysteme 
wertvoll, allein mit den urspriinglichen Wedderburnschen Struktursitzen 
als immanenten Hilfsmitteln auszukommen. 

Das kann ich in der Tat erreichen. Ich baue dazu einfach den ur- 
spriinglichen Speiserschen Ansatz in demselben Sinne aus, wie es die 
Henselsche Arithmetik der algebraischen Zahlkérper mit dem urspriinglichen, 
in der Betrachtung der Restsysteme nach Primzahlpotenzmoduln wurzeln- 
den Kummerschen Ansatz tut*). Betrachtet man nimlich an Stelle des 
Restsystems nach einer geniigend hohen Primzahlpotenz p* gleichzeitig die 
Restsysteme nach jeder noch so hohen Potenz von p, so kommt das dar- 
auf hinaus, daB man den rationalen Koeffizientenkérper p-adisch erweitert. 
Man hat dann den Vorteil, daB die p-adischen Zahlen, im Gegensatz zu 
den rationalen Resten mod p*, einen Kérper bilden. An Stelle des Speiser- 
schen Restsystems mod p* tritt demzufolge ein System, das in bezug auf 
einen Kérper, den p-adischen Zahlkérper, von endlichem Rang ist, also 
ein hyperkomplexes System im Sinne der Wedderburnschen Theorie. 


*) E. Artin, Zur Arithmetik hyperkomplexer Zahlen, Abh. Mathem. Sem. Ham- 
burg 5 (1927). — Im folgenden zitiert mit A. 

*) E. Artin, Zur Theorie der hyperkomplexen Zahlen, Abh. Mathem. Sem. Ham- 
burg 5 (1927). 

5) E. Noether, Hyperkomplexe Gréfen und Darstellungstheorie, Math. Zeitschr . 
80 (1929). 

*) Die Durchfihrung dieses Gedankens bezeichnete mir Herr R. Kénig von einer 
anderen Seite her als wiinschenswert und gab so den unmittelbaren AnstoB zur Ab- 
fassung dieser Arbeit. 
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Auf dieser Grundlage gelingt es nun iiberraschend einfach, frei von 
allen in der Speiserschen Theorie auftretenden Schwierigkeiten, den Aufbau 
der hyperkomplexen Arithmetik zu vollziehen und die in ihr vorliegenden 
Verhiltnisse klar vor Augen zu fiihren. Insbesondere ergibt sich dabei ein 
neuer durchsichtiger Beweis des neuerdings von Herrn Brandt’) gefundenen 
allgemeinen Zerlegungsgesetzes fiir die Zentrumsprimideale in einem ein- 
fachen System, und es tritt der tiefere Grund fiir die besondere Einfach- 
heit dieses Zerlegungsgesetzes hervor, den man aus dem Brandtschen mit 
GréBenabschatzungen operierenden Beweis nicht recht ersehen kann. 

Nach dem ersten Wedderburnschen Struktursatz bedeutet es fiir den 
Aufbau der hyperkomplexen Arithmetik keine Einschrinkung, wenn allein 
der Spezialfall eines einfachen Systems A betrachtet wird. Ich werde 
ferner den Aufbau gleich fiir den allgemeinen Fall eines beliebigen 
algebraischen Zahlkérpers K, statt speziell des rationalen, als Koeffizienten- 
kérper durchfiihren. Da nach dem zweiten Wedderburnschen Struktursatz 
das Zentrum eines einfachen Systems A ein Relativkérper tiber dem Koeffi- 
zientenkérper K ist, so bedeutet es dann weiterhin keine Einschrinkung, 
wenn von vornherein K als das Zentrum von A vorausgesetzt wird. 

Fiir einen algebraischen Zahlkérper K tritt an Stelle der Primzahl p 
und des p-adischen Zahlkérpers ein Primideal p aus K und der zugehdérige 
p-adische Zahlkérper K,. Die Durchfiihrung des Aufbaus kommt dann 
wesentlich auf das Studium der Schiefkérper S, iiber dem p-adischen 
algebraischen Zahlkérper K, hinaus, das ich hier etwas weitergehend ver- 
folge, als es fiir die hyperkomplexe Arithmetik an sich erforderlich wire. 
Zuniachst iibertragen sich fast wértlich die grundlegenden Sitze, die Herr 
Hensel*) im kommutativen Spezialfall gewonnen hat. Diese Satze reichen 
zum Aufbau der hyperkomplexen Arithmetik im wesentlichen aus. Dar- 
liber hinaus gelingt es mir, eine einfache Ubersicht iiber alle iiberhaupt 
vorhandenen Schiefkérper iiber einem p-adischen algebraischen Zahlkérper 
als Zentrum und einen genauen Einblick in deren algebraische und arith- 





”) H. Brandt, Zur Idealtheorie Dedekindscher Algebren, Comment. Mathem. 
Helvetici 2 (1930). — Teilaussagen dieses Zerlegungsgesetzes siehe auch schon bei A. § 4. 

*) K. Hensel, Eine neue Theorie der algebraischen Zahlen, Math. Zeitschr. 2 
(1918). — Ich brauche im folgenden die Kenntnis der in dieser Arbeit entwickelten 
Theorie der p-adischen algebraischen Zahlkérper nicht vorauszusetzen. Vielmehr 
schlieBen meine Entwicklungen diese Theorie ein, wenn man speziell als Grundkérper K 
den p-adischen Zahlkérper und als Schiefkérper S den zu studierenden p-adischen 
algebraischen Zahlkérper nimmt. Wer auch diese Theorie aus der vorliegenden Arbeit 
lernen will, mu8 nur die Paragraphen 2, 8 zweimal lesen und dabei einmal den eben 
genannten Spezialfall im Auge haben, das zweite Mal dann den allgemeinen Fall, wo 
ein beliebiger p-adischer algebraischer Zahlkérper Grundkérper ist und somit die bei 
der ersten Lektiire gewonnenen Erkenntnisse den Ausgang bilden. 
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metische Struktur zu erhalten, in Analogie zu der bekannten Tatsache, 
daB es iiber dem reellen Zahlkérper als Zentrum nur einen Schiefkérper, 
den Quaternionenkérper, gibt. 


Bezeichnungsnormen. 


1. Grundkérper K { Elemente: kl. lat. kursive Buchst., insbes. p, 
und Erweiterung K, \ Ideale: kl. lat. steile Buchst. insbes. p, 0; 
{ Elemente: kl. griech. Buchst., insbes. =, 
\ Ideale: kl. lat. geschwungene Buchst., insbes. g, 0; 
{ Elemente: kl. griech. Buchst., 


bo 


. Schiefkérper S, 


3. Matrizensystem A, 


\ Ideale: kl. deutsche mit p indizierte Buchst., insbes. p, , o,: 
{ Elemente: kl. griech. Buchst., 
4. Ausgangesystem A \ Ideale: kl. deutsche Buchst., insbes p, o. 


Siehe auch die Bemerkung am SchluB von § 1. 


§ 1. 


p-adische Erweiterung des Zentrums K. 


A sei ein einfaches hyperkomplexes System iiber einem algebraischen 
Zahlkorper K als Zentrum. p sei ein Primideal aus K und K, die zu- 
gehérige p-adische Erweiterung von K. 

Ich betrachte das durch A bestimmte hyperkomplexe System A, iiber 
K,, das man erhalt, wenn man eine K-Basis von A unter Beibehaltung 
der Multiplikationsregeln als K,-Basis von A, zugrunde legt. Von welcher 
K-Basis von A man ausgeht, ist dabei, wie man sofort einsieht, gleichgiiltig. 

Satz1l. A, ist halbeinjach. ; 


dD 
Beweis. Dafiir ist bekanntlich notwendig und hinreichend, da8 eine 
gewisse aus den Multiplikationskonstanten einer K,-Basis von A, gebildete 
Determinante nicht verschwindet. Da A halbeinfach ist, ist das fiir A der 
Fall. Da K-Basis und Multiplikationskonstanten von A dieselbe Bedeutung 
fiir A, iiber K, haben, ist es dann auch fiir A, der Fall. 


Satz 2. A, hat K, als Zentrum. 


Beweis. Bilden die wm, (¢=1,..., M) eime K-Basis von A, so wird 
M 
die Zugehérigkeit eines Elementes « = S'x,;m,; aus A zum Zentrum von A 
i=1 
durch das Bestehen eines gewissen linearen homogenen Gleichungssystems 
fiir die Koordinaten 2; von « charakterisiert. Dasselbe Gleichungssystem 


M 
fiir die Koordinaten Z, eines Elementes @ = 3) %,w,; aus A, charakterisiert 
+d i=1 


dann die Zugehérigkeit von @ zum Zentrum von A,. Da das Zentrum 
von A der Kérper K, also ein Teilsystem vom Rang 1 ist, besitzt jenes 








' 
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Gleichungssystem genau eine linear-unabhingige Lésung, eine Tatsache, die 
bekanntlich unabhingig davon ist, ob das Gleichungssystem in K oder in 
K, betrachtet wird. Daher hat auch das Zentrum von A, den Rang 1, 
und fallt also mit dem Kérper K, zusammen. 

Satz 3. A, ist einfach. 

Beweis. Wire das nach Satz 1 halbeinfache System A), nicht ein- 
fach, so ware nach den Wedderburnschen Struktursaétzen sein Zentrum 
eine direkte Summe von mehreren Kérpern. Das widerspricht aber Satz 2.— 

Die beiden Satze 2 und 3 bilden die Wurzel fiir das schon in der 
Einleitung angefiihrte allgemeine Brandtsche Zerlegungsgesetz, namlich Satz 3 
dafiir, daB in p nur ein einziges zweiseitiges Primideal p von A aufgeht 
(bei fester Maximalordnung von A), und Satz 2 dafiir, daB dessen Ver- 
zweigungsordnung e und Relativgrad f iibereinstimmen. 

Satz 4. A, ist als volles Matrizensystem aus einem Schiefkorper S, 
mit dem Zentrum K, darstellbar. 


Beweis. Das folgt ohne weiteres aus den Satzen 2 und 3 nach dem 
zweiten Wedderburnschen Struktursatz. 


In den folgenden Paragraphen 2 bis 6 wird ein solcher Schiefkorper S, iiber 
K, eingehend untersucht, in § 7 werden diese Ergebnisse dann auf die Unter- 
suchung des vollen Matrizensystems A, aus S, angewendet, und in § 8 
wird schlieBlich der Obergang von den einzelnen Systemen A, zum Aus- 
gangssystem A vollzogen. 

Der Einfachheit halber lasse ich in den Paragraphen 2 bis 7 den Index p 
bei K,, S,, A, und einigen weiteren noch einzufiihrenden Zeichen fort; erst in 
§ 8 betone ich wieder die Zugehérigkeit zu einem einzelnen Primideal p 
von K durch Anfiigung eines Index p. 


§ 2. 
Grundlegende Sitze tiber g-adische Schiefkérper S °). 


S sei ein Schiefkérper iiber dem p-adischen Kérper K. S habe iiber 
K den Rang m und den Grad n. Wenn K zugleich das Zentrum von S 
ist, ist bekanntlich m= n*. Ich will aber zunichst — in Verfolg der Aus- 
fiihrungen in Fubnote *) — von dieser speziellen Voraussetzung absehen. 
Dann ist jedenfalls n ein Teiler von m. 


Satz 5. Jedes Element « aus S ist Wurzel eines eindeutig bestimmten 
normierten irreduziblen Polynoms in K. 








*) Die Entwicklungen dieses Paragraphen und des ersten Teils des folgenden 
Paragraphen sind weitgehend parallel, ja fallen teilweise zusammen mit denen der 
in FuBnote *) zitierten Henselschen Arbeit. Der Vollstandigkeit halber fihre ich aber 
hier alle Beweise noch einmal aus. 
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Beweis. Da in S keine Nullteiler vorhanden sind, kann das eindeutig 
bestimmte normierte Polynom niedrigsten Grades aus K, das « zur Wurzel 
hat, nicht reduzibel in K sein. — 


Neben der eben betrachteten irreduziblen Gleichung hat man fiir jedes 
Element « aus S noch die charakteristische Gleichung vom Grade m und 
die Hauptgleichung vom Grade n. Die charakteristische Gleichung ist die 
charakteristische Gleichung derjenigen Matrizendarstellung m-ten Grades 
von §, die sich durch Vermittlung einer K- Basis von S ergibt (sogenannte 
regulire Darstellung). Die Hauptgleichung ist die charakteristische Gleichung 
derjenigen Matrizendarstellung n-ten Grades von S, die sich nach den 
beiden Wedderburnschen Struktursatzen ergibt, wenn man den Koeffizienten- 
kérper K von S algebraisch abschlieBt (oder auch nur hinreichend algebraisch 
erweitert). Ist r der Grad des Zentrums von S, so entsteht dabei eine direkte 


. . fssy _s : \ 
Summe von r vollen Matrizensystemen (iibrigens gleichen Grades ¢ = ~ ). 
\ r/ 


Satz 6. Die linke Seite der charakteristischen Gleichung von « ist 
eine Potenz des zu « gehdrigen normierten irreduziblen Polynoms in K. 
Dasselbe gilt fiir die linke Seite der Hauwptgleichung von «. 

Beweis. Das erstere ergibt sich unmittelbar, wenn man die charak- 
teristische Gleichung von « mittels einer K-Basis der besonderen Art 
wa? (i =0,...,1—1; 7 =0,...,& —1) bildet, wo k& der Grad des zu « 


gehérigen irreduziblen Polynoms und i= ist. 


Das letztere ergibt sich dann daraus, daB die linke Seite der Haupt- 
gleichung ein Teiler der linken Seite der charakteristischen Gleichung ist. 
Wie in A. § 4 ist namlich auch hier, wo K nicht notwendig das Zentrum 
von § ist, fiir unbestimmte Koordinaten die Gleichung niedrigsten Grades 
invariant bei beliebiger algebraischer Erweiterung von K. Nach algebraischem 
AbschlieBen von K ist nun ersichtlich die oben definierte Hauptgleichung diese 
Gleichung niedrigsten Grades. Somit ist auch vorher diese Hauptgleichung 
fiir unbestimmte Koordinaten als die Gleichung niedrigsten Grades charakteri- 
siert und als solche offenbar Teiler der charakteristischen Gleichung. - 

Ich nenne ein Element « aus S ganz, wenn die Koeffizienten des 
zugehérigen normierten irreduziblen Polynoms in K ganze Zahlen aus K sind. 

Satz 7. Ein Element a aus S ist dann und nur dann ganz, wenn 

10) 


seine Norm*®) ganz ist. 


Beweis. Nach Satz 6 kommt der Satz auf die folgende Behauptung 
iiber irreduzible Polynome aus K zuriick: 


1) Unter Norm und Spur eines Elements « (Bezeichnung n («) und s(«)) ver- 
stehe ich in dieser Arbeit stets die aus der Hauptgleichung von « definierte 


Norm und Spur 
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Sind der erste und der letzte Koeffizient eines irreduziblen Polynoms 
aus K ganz, so sind auch alle mittleren Koeffizienten ganz. 

Durch Ubergang zum zugehérigen ganzzahligen primitiven Polynom 
ordnet sich diese Behauptung ohne weiteres der folgenden unter: 

Ein ganzzahliges primitives Polynom f(x) =a,2* + a,2*~*+...+ a, 
aus K, fiir das ein mittlerer Koeffizient a,==0 mod p, aber der letzte 
a, = 0 mod p ist, ist reduzibel in XK. 

Ist a, der letzte nicht durch p teilbare Koeffizient, so hat man 
jedenfalls mod p die Zerlegung 


k-r 


f(x) =(a,2"+...+a,)2°~” mod p 


in zwei ganzzahlige, mod p teilerfremde, nicht-triviale Faktoren. So ordnet 
sich die Behauptung weiter dem folgenden, spiter noch anderweitig anzu- 
wendenden Hilfssatz unter: 


Hilfssatz. Zerfdllt ein Polynom f(x) aus K mod p in zwei ganz- 
zahlige, mod p tetlerfremde Faktoren: 
f(x) = go(x) hg(x) mod p, 
so zerfallt f(x) in K in zwei zu jenen mod p kongruente Faktoren: 
f(x) =g(x) h(x) 
mit 
g(x) = g(x), h(x) = hg(x) modp. 

Beweis. g,(2), h(x) seien in ihren Restklassen mod p so gewihlt, 
daB ihre Grade r,s als Summe r+s=k den Grad k von f(x) haben, 
und da8 ihre héchsten Glieder als Produkt das héchste Glied von f(2) haben. 

Angenommen, man habe, mit einem Primelement p zu p, schon zwei 
ganzzahlige Polynome 

9,1 (2) — GJo(x) T pu, (x) tet p’*u,_,(2), 
h,_,(@) =ho(xz) + pv,(z) +...+ 9 oe, as! x) 
aus K der Grade r,s derart, da8 
f(z) =9, _3(%) h,_, (x) mod p’, 
9,-1(%) =9o(%), h,_,(%) = hy(x) mod p, 
und daB das Produkt der héchsten Glieder von g,_,(xz), h,_,(x) das 
héchste Glied von f(z) ist. Dann setze man an: 


9, (2) — 9,-1(2) + p'u,(x), h, (x) — h,_,(2) i p’v,(zx), 


wo u,(z), v,(z) zu bestimmende ganzzahlige Polynome aus K sind. Da- 
mit dann 


f(x) = 9,(x) h(x) mod p"** 


Mathematische Annalen. 104. 
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wird, ist notwendig und hinreichend, daB u,(x), v,(z) der Bedingung 


b, -s(2) 4, (2) +.9,-1(2) 0, (2) = £22 2) eas) mod p 


geniigen. Da g, (x), h,_,(x) wie g,(x), h,(x) modp teilerfremd sind, 
kénnen u,(x), v,(z) dieser Bedingung gemaS gewahit werden, und da der 
Grad der rechten Seite héchstens k —1—r-+-s —1 ist, wihrend g (2), 
h,_,(z) die Grade r,s haben, sogar so, daB u,(z), v,(z) héchstens die 
Grade r—1, s —1 haben und folglich das Produkt der héchsten Glieder 
von g,(z), h,(x) unverandert gleich dem héchsten Glied von f(x) ist. 
Dann erfiillen g(x), A,(z) die fiir g, ,(x), h,_,(x) angenommenen 
Voraussetzungen mit » statt » —1. 

So erhailt man zwei unendliche Polynomfolgen g(x), h(x). Diese 
sind ersichtlich p-adisch konvergent, und ihre Grenzfunktionen g(x), h(z) 
leisten der Behauptung des Hilfssatzes Geniige. 

Satz 8. Die ganzen Elemente « aus 8 bilden eine Ordnung o. 

Beweis. Es sind die Ordnungspostulate (A. § 1) zu bestitigen: 


la. Mit zwei Elementen «, #8 ist auch das Produkt af ganz. Das 
folgt mittels Satz 7 ohne weiteres aus n(af)=n(a)n(f). 

1b. Mit zwei Elementen «,f ist auch deren Summe «+f ganz. 
Ohne Einschrankung seien zum Beweis «,8+0. Dann ist entweder 
n(«p-*) = non oder n(pa*) — ={6 ganz. Ohne Einschrankung sei 
das erstere der Fall. Nach Satz 7 ist dann «8~* ganz, also das zugehérige 
irreduzible Polynom g(x) aus K mit héchstem Koeffizienten 1 ganzzahlig. 
Dann ist auch g(z—1), das zuaf~*+1 gehorige irreduzible Polynom 
aus K mit héchstem Koeffizienten 1, ganzzahlig, also « pu*+1 ganz. 
Nach 1a. ist daher schlieBlich auch («8~*+1)8 =a+ ganz. 

le. Jede ganze Zahl a aus K ist auch als Element von S ganz"). 
Das folgt ohne weiteres aus der Definition der Ganzheit in S. 


2. Fiir jedes a aus S gibt es ein ganzes g aus K derart, daB ga 
ganz ist. Ist namlich nicht schon @ selbst ganz, also n(«) genau durch p~* 








k 
mit k > 0 teilbar, so ist doch pg ganz, wegen n(p) = p”. 

8. Die bei der Darstellung der ganzen Elemente durch eine K-Basis 
von S in den Koordinaten auftretenden Nenner sind beschrankt. Zum 
Beweis seien — nach 2. ohne Einschriankung — die w, eine aus ganzen 
Elementen bestehende K-Basis von S. Dann bestimmen sich die Koor- 


") Dieses Postulat mu8 hier zu denen. in A. § 1 hinzugenommen werden; es 
folgt hier nicht, wie in A. § 1, fir Maximalordnungen aus den iibrigen Postulaten, weil 
hier der Koeffizientenkérper nicht der rationale Zahlkérper ist. 
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dinaten 2, eines Elementes « = Sz, ;, durch Spurbildung aus dem 
linearen Gleichungssystem saa 


a(wa,) = 3'8(a,0) 2, (k=1,...,m), 


dessen Determinante |8(w;,m,)| nicht verschwindet, weil S halbeinfach ist. 
Ist « ganz, so sind nach Teil 1a. dieses Beweises und Satz 6 die s(«m,) 
ganz. Daher sind die Nenner der Koordinaten x; durch die (aus den- 
selben Griinden ganze) Determinante | s(m,,)| beschrinkt. — 

o bedeute die Maximalordnung der ganzen Elemente aus K. 

Satz 9. o und auch jede weitere Ordnung in S bestizi eine o- Basis, 
und zwar ist die Anzahl der Basiselemente gleich dem Rang m von S. 

Beweis. Das folgt in geliufiger Weise aus den Ordnungspostulaten 
1 bis 3 und der Tatsache, daB8 die Maximalordnung o von K ein Haupt- 
idealring ist. 

Satz 10. o tst Maximalordnung. Weitere Mazximalordnungen gibt 
es in S nicht. 

Beweis. Jede weitere Ordnung o* ist in o enthalten. Denn durch 
Bildung der charakteristischen Gleichungen mittels einer o-Basis von o* 
folgt in geliufiger Weise unter Beachtung von Satz 6, daB alle Elemente 
aus o* ganz sind. — 

Elemente aus S, deren Norm eine Einheit, d. h. ganz und nicht durch p 
teilbar ist, nenne ich Hinheiten. Ferner sei a ein ganzes Element aus S, 
dessen Norm durch eine méglichst niedrige, aber positive Potenz von p 
genau teilbar ist. 

Satz 11. Jedes Element « +0 aus S besttzt eine eindeutige Zerlegung 

a=en® 
in eine Hinhett « und eine Potenz von x mit ganz-rationalem Exponenten a. 

Beweis. Ist n(a) genau durch p*, n(x) genau durch p’ teilbar, so 

mu8 a@=af ein Multiplum von f sein, weil sonst n(ana~’) = = bei 

n 
geeignetem b durch eine positive niedrigere Potenz als p’ genau teilbar 
wire, im Widerspruch zur Wahl von 2. Also ist n(a2~“°) eine Einheit 
aus K, d.h. ax *=e eine Einheit aus S. — 

Der Exponent a, den ich auch die Ordnungszahl von a nenne, ist 
durch die in bezug auf p verstandene Ordnungszahl @=af von n(g) 
eindeutig bestimmt, und damit auch die Zerlegung a = ex*. 

Die Ordnungszahl a von « hat nichts mit der in Satz 11 zugrunde 
gelegten Reihenfolge der Faktoren zu tun; denn aus a=ex" folgt 


a=n*-n “en* =n’, wo e’ =a “en wegen n(e’)=n(e) mit ¢ Ein- 


heit ist. 


33* 
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Satz 12. Hin Element « aus S ist dann und nur dann ganz, wenn 
seine Ordnungszahl a>0 ist, und dann und nur dann Hinheit, wenn 
a= 0 ést. 

Beweis. In den Bezeichnungen des vorigen Beweises ist »« ganz« 
bzw. »« Einheit« nach Satz 7 gleichbedeutend mit »@ > 0« bzw. »d = 0«, 
d.h. mit »a >0« bzw. a = 0«. — 

Das Element 2 hat die Ordnungszahl 1 und kann durch jedes andere 
solche Element ersetzt werden. 

Satz 13. Haben die Elemente «, 8 aus S die Ordnungszahlen a, b, 
so hat «B die Ordnungszahl a +-b und «+ 8 mindestens die Ordnungs- 
zahl Min (a, 6). 

Beweis. Es sei 

a=en", B=na’ 
im Sinne von Satz 11. Dann hat wf im Sinne von Satz 11 die Zerlegung: 


aB=Cn**’) wo C=e-n*yna*; 


denn n(¢) = n(e) n(m) ist eine Einheit, also ¢ eine Einheit. Daher hat «/ 
die Ordnungszahl a +- b. 


Ist ferner etwa a < 6, so hat man: 
a+ B=(e+nn’~*)x*, 
wo der erste Faktor jedenfalls ganz ist. Daher ist die Ordnungszahl von 
«+f mindestens a. 

Satz 14. Die Elemente « aus S mit einer Ordnungszahl a> 0 
(also a=>1) bilden ein zweisettiges o-Ideal y. 

Beweis. Es sind die Idealpostulate (A. § 2) zu bestitigen: 

1. Gehéren « und § zu g, so gehért auch a+ mz gy. Das ist 
klar nach Satz 13. 

2. Gehért « zu gy und ist y ganz, so gehéren auch ay und ye zu gy. 
Das ist klar nach den Satzen 12 und 13. 

3. Es gibt eine feste ganze Zahl g+ 0 aus K derart, daB ga ganz 
ist fiir alle « aus yg. Das leistet etwa g = 1. 

4. Es gibt in g ein ganzes Element A aus K. Das leistet etwa ein 
Primelement h = p zu p, weil ja n(p) =p” ganz und keine Einheit ist, 
also p auch als Element von S ganz und keine Einheit ist, d.h. eine 
Ordnungszahl e > 0 hat. 

Satz 15. ist Primideal. 

Beweis. Das Produkt zweier ganzen Elemente hat nach den 
Satzen 12 und 13 nur dann eine positive Ordnungszahl, d.h. gehért zu ¢g, 
wenn dies fiir mindestens einen der Faktoren gilt. 
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Satz 16. g ist Hauptideal, ndmlich yg =(z2). 

Beweis. g besteht aus den Elementen « von S, deren Ordnungs- 
zahl a=>1 ist. Nach den Satzen 11 bis 13 besagt das g =(z). — 

Das Element 2 kann also auch als ein beliebiges Primelement zu 
dem Primideal g von S charakterisiert werden. 

Satz 17. Jedes o-Ideal aus S ist eine Potenz des Primideals y, 
insbesondere also zweiseitig und Hauptideal, und y ist also das einzige 
Primideal von 8S. 

Beweis. Ist @ ein o-Ideal aus S, so sind wegen des dritten Ideal- 
postulates die Ordnungszahlen der Elemente aus g nach unten beschrankt. 
Es gibt also in @ ein Element niedrigster Ordnungszahl a. Nach den Sitzen 11 
bis 13 und den iibrigen Idealpostulaten besteht dann ¢ aus der Gesamtheit 
aller Elemente von S, deren Ordnungszahl > a ist; d. h. aber g = g*. — 

Zusammenfassend hat man also: 


Satz 18. Die o-Ideale aus S bilden eine multiplikative Gruppe 
mit o =(1) als Hinheitselement. Diese Gruppe ist ein unendlicher Zyklus 
mit y =(2) als erzeugendem Element. 

Ferner gilt: 

Satz 19. Der Restklassenring von 0 mod ist ein Korper. 

Beweis. Nach Definition von g@ werden die von Null verschiedenen 
Restklassen mod y durch die Einheiten reprisentiert und bilden mithin 
nach den Siatzen 12 und 13 eine multiplikative Gruppe. Da der Rest- 
klassenring mod y zudem der Primidealeigenschaft wegen keine Nullteiler 
hat, ist er ein Schiefkérper. Wie sich aus Satz 9 und dem vierten Idealpostulat 
in gelaiufiger Weise ergibt, ist er ferner endlich. Als endlicher Schiefkérper ist er 
aber nach einem bekannten Wedderburnschen Satz‘*) ein gewdéhnlicher 
(kommutativer) Kérper. 

Satz 20. Durchlaufen y,, y,, ---> 7%, unabhdngig voneinander je 
ein volles Restsystem mod y, und bedeutet x, fiir jedes i ein festes genau 
durch y' teilbares Element aus S (speziell etwa x,=2'), so durchléuft 


Yo + ¥y%y +++» + Mya M_a (speziell also y. +7," +... + M1") 
ein volles Restsystem mod ¢*. 
Beweis. Das folgt in geliufiger Weise aus Satz 16. — 


Es sei p= ex‘ die eindeutige Zerlegung eines Primelements p zu p 
im Sinne von Satz 11, oder also kurz p = g*, indem hier, wie im folgenden 





2) J. H. Maclagan Wedderburn, A theorem on finite algebras, Trans. Amer. 
Mathem. Soc. 6 (1905). — Siehe auch D. § 127 und E. Artin, Uber einen Satz von 
Herrn J. H. Maclagan Wedderburn, Abh. Mathem. Sem. Hamburg 5 (1927). 
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in entsprechenden Fallen stets, p gleichzeitig als Zeichen fiir das durch p 
in S bestimmte o-Ideal po genommen wird. Den Exponenten e nenne 
ich die Verzweigungsordnung von S. 

Ferner sei g die Restklassenzahl mod p in K. Da der Restklassen- 
kérper mod gy in § eine endliche Erweiterung des Restklassenkérpers mod p 
in K darstellt, so ist die Restklassenzahl mody in S eine Potenz q’. 
Den Exponenten f nenne ich, als Grad des Restklassenkérpers mod w in S 
iiber dem Restklassenkérper mod p in K, den Restklassengrad von S. 

Satz 21. Der Rang m von S ist das Produkt aus der Verzweigungs- 
ordnung e von S und dem Restklassengrad f von 8. 

Beweis. Ist @,,...,@,, eime o-Basis von 0, so durchlauft 
€,@,+...+¢,@,, ein volles Restsystem modp in S, wenn ¢,,...,¢,, un- 
abhangig voneinander je ein volles Restsystem mod p in K durchlaufen. 
Die Restklassenanzahl mod p in S ist also gleich q™. 

Andrerseits ist nach Satz 20 diese Restklassenanzahl gleich (q")". 

Satz 22. Die Festsetzungen 

|O0|=0; |a|=—w* fiir a+0, wenn a die Ordnungszahl von «, 
wo w eine feste reelle Zahl mit 0 < w <1 ist, liefern eine nichtarchime- 
dische Bewertung von 8. 

Beweis. Aus Satz 13 ergeben sich ohne weiteres die Bewertungspostulate: 

|ap|—|a||A|, «+ | <Max(\e|,|A|). — 

Diese Bewertung von S ist diskret, denn das System der Werte 
besteht aus den Potenzen mit ganz-rationalen Exponenten von w. Der 
Teilkérper K ist bei ihr wegen p=‘ in der bekannten Weise p-adisch 
bewertet. Ich nenne sie die y-adische Bewertung von S und daher S 
einen yv-adischen Schiefkérper. 

Satz 23. Jedes Element « +0 aus S besitzt eine eindeutige y»-adisch 
konvergente Entwicklung: 

@ = YA, + My Mey ts: (Yo == 0 mod p), 
deren Koeffizienten y,,7,,... einem festen vollen Restsystem mod y ent- 
stammen, wahrend x, fiir jedes i ein festes genau durch g' teilbares Ele- 
ment aus S bedeutet; speziell also mit x,= 2°: 

& = yon" +y,2°t* +... (% == 0 mod g). 

Beweis. Durch Ubergang zu «’ = a2~', wo a die Ordnungszahl von 
« ist, und zu den a,2;*=<2{_, reduziert sich der Beweis zunichst auf 
den Fall, da8 « eine Einheit ist (a = 0). Nach Satz 20 bestimmt dann « 
eindeutig eine Folge y,, y,,... (y, = 0 mod g) derart, dab 

© = Yom + 71%, +--- +7, 1%, mody" fiir jedes k>0. 








d 
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Das bedeutet aber, daB die Partialsummenfolge y, 2, +- 7,2, +... +7431 
gegen « g-adisch konvergiert. 

Satz 24. S ist beziiglich der y-adischen Bewertung perfekt. 

Beweis. Stellt man die Glieder einer g-adisch konvergenten Folge aus S 
durch eine o-Basis von o dar, so bilden wegen p = g* die einzelnen Koor- 
dinaten p-adisch konvergente Folgen aus K. Da K beziiglich der p-adischen 
Bewertung perfekt ist, haben also die einzelnen Koordinaten Grenzwerte 
in K. Das mit diesen Grenzwerten als Koordinaten gebildete Element aus 
S ist dann Grenzwert der gegebenen Folge aus S. 


§ 3. 
Der (die) Tragheitskérper W von S. 


I, 


Ich betrachte zunichst — in Verfolg der Ausfiihrungen in FuBnote *) — 
den Spezialfall, daB S kommutativ ist. Rang m und Grad n von S 
stimmen dann bekanntlich iiberein: m =n. 

Satz 25. S enthdlt den Kérper W=K(m), wo w eine primitive 
(q' — 1)-te Hinhettswurzel ist. Diese ist zugleich primitive Wurzel mod g. 

W hat tiber K den Restklassengrad f und die Verzweigungsordnung 1. 

S hat itiber W den Restklassengrad 1 und die Verzweigungsordnung e. Es ist 

S=W(x)=K(o, 2). 

Beweis. Es sei w, eine beliebige primitive Wurzel mod g aus S, also 
ein erzeugendes Element des Restklassenkérpers mod y von 8S. 

w, ist Wurzel der Kongruenz x#-!—1=0mody. Daher besteht 
eine Zerlegung: 

r@-1_ 1 = (x — w,) p(x) modg, 
wo ¢,(z) ein Polynom in S§ bedeutet. Durch Anwendung des Hilfssatzes 
aus § 2 (mit S als Grundkérper!**)) folgt daraus das Bestehen einer Zerlegung: 
z¥-'_1=(r—q@)9(xz) mit w=o,modg, 

wo auch g(x) ein Polynom in S bedeutet. S enthalt also eine primitive 
(q' — 1)-te Einheitswurzel w, die zugleich primitive Wurzel mod ist, und 
enthalt also auch deren Kérper W = K(o). 

Ferner ist w, Wurzel einer irreduziblen Kongruenz g,(x) = 0 mod» 
vom Grade f mit Koeffizienten aus K. Es besteht also eine Zerlegung: 

a¢-!— 1 = 9,(x)hy(x)modp, 


18) Hier wird die Voraussetzung, daS S kommutativ sei, wesentlich benutzt. 
Denn wie man leicht einsieht, verliert der Hilfssatz aus §2 in nichtkommutativen 
y-adischen Schiefkérpern seine allgemeine Giiltigkeit. 
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wo auch h,(x) ein Polynom in K bedeutet. Durch nochmalige Anwendung 
des Hilfssatzes aus § 2 (jetzt mit K als Grundkérper!) folgt daraus das 
Bestehen einer Zerlegung 


2-11 = g(x) h(z) 


in ein Polynom g(x) = g,(z)modp vom Grade f und ein Polynom A(z) 
aus K. Es ist dann jedenfalls g(w)=Omody. Weil aber die Wurzeln 
1,@,...,@%-* von x@-1—1 untereinander inkongruent mod g sind - 
@ ist ja primitive Wurzel mod gy —, so mu8 sogar g(w) = 0 gelten. Da- 
her hat w und also auch W=K(wm) den Grad f iiber KX. Da der Rest- 
klassengrad von W iiber K nach Konstruktion mindestens gleich /f ist, 
so folgt jetzt nach Satz 21, daB er genau f und die Verzweigungsordnung 
von W iiber K gleich 1 ist. 


Fiir den Restklassengrad von S iiber W bleibt dann nur der Wert 1 
iibrig, wahrend die Verzweigungsordnung von S iiber W den vollen Wert e 
haben muB. 


Nimmt man 0,1,@,...,@%-* als volles Restsystem mody und 
1, 2,..., 2°"; p, pa,...,pm°-*;..., wo p ein Primelement zu p in K 
bedeutet, als Folge x, im Sinne von Satz 23, so folgt aus der dort fest- 
gestellten Entwickelbarkeit der Elemente von S, da8 a primitives Element 
von S in bezug auf W ist, dh. S= W(x) =K(o,2). — 

Der durch S eindeutig bestimmte Teilkérper W kann in Anlehnung 
an die Hilbertsche Theorie des Galoisschen Kérpers der Trdghettskérper 
von S genannt werden. 

Satz 26. W ist zyklisch in bezug auf K, und w —+ w" liefert einen 
primstiven Automorphismus von W. 

Beweis. Ist wieder g(x) das in K irreduzible Polynom, das w zur 
Wurzel hat, so ist jedenfalls g(m*)=0modg (g ist eine Potenz der zu 
y gehérigen natiirlichen Primzahl). Wie im Beweis zu Satz 25 folgt aber 
daraus g(w*)=0. Daher liefert m —- w* einen Automorphismus von W 
in bezug auf K, ebenso auch w —w,...,.0-—+> w=. Damit ist ein 
Zyklus von f verschiedenen solchen Automorphismen aufgewiesen. Da W 
den Grad f iiber K hat, folgen die Behauptungen. 


Satz 27"). Bin Element aus K ist dann und nur dann Norm eines 
Elementes aus W, wenn seine (in bezug auf p verstandene) Ordnungszahl 
durch f teilbar ist. Insbesondere sind alle Hinheiten aus K Normen von 
Einheiten aus W. 


4) Siehe hierzu K. Hensel, Uber ein neues Normenrestsymbol und sei e Anwen- 
dung auf die Theorie der Normenreste in allgemeinen algebraischen Kérpern, Journ. 
f. Mathem. 152 (1923), Satz C’. 
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Beweis. Weil W die Verzweigungsordnung 1 hat, behalt ein Prim- 
element p zu p aus K seine Rolle in W bei. Jedes Element « +0 aus W 
besitzt also nach Satz 11 eine Darstellung « — ep“, wo e eine Einheit aus 
W ist. Weil f der Grad von W ist, ist dann n(«) = n(e)p*’, wobei n(e) 
eine Einheit aus K ist. Daher sind die Ordnungszahlen aller Normen durch 
f teilbar. 

Umgekehrt sei g ein Element von durch f teilbarer Ordnungszahl 
aus K, also g =hp*’, wo h eine Einheit aus K ist. Wegen p*! = n(p*) 
geniigt es dann zu zeigen, daB die beliebige Einheit A aus K als Norm 
darstellbar ist. 

h kann weiter in der Form h = w’k zerlegt werden, wo w eine pri- 
mitive (q —1)-te Einheitswurzel und k eine Hinseinheit aus K ist, d. h. 


ef-1 
k=1modp. Da offenbar n(w) = w'*¢+--+@~' (nach Satz 26) = w¢e-! 


eine primitive (q—1)-te Einheitswurzel aus K ist, also als w gewahlt 
werden kann, so bleibt zu zeigen, da die beliebige Einseinheit k aus K 
als Norm aus W darstellbar ist. 

Angenommen nun, man habe bereits eine Einseinheit 


‘..3™ (1 + &,p) tia (1 + | say F 
wo &,,...,&,_, Restklassenreprisentanten mod p aus W sind, derart, daf 
k=n(e,_,) mod p’ 


ist. Dann wird ein Restklassenreprisentant ~,mod p aus W derart gesucht, 
da8 fiir die Einseinheit 


&, = é,_4(1 + Ep") 
sogar gilt: 
k =n(e,) mod p’*’. 
Wegen 
n(1+ é,p") = 1+ 8(&,)p" mod p’** 
ist dazu notwendig und hinreichend, daB & der Bedingung 
Shee, \ 
#(8) = 55 (ape, —) —1) mod P 
geniigt. Da nun die Kongruenz 
s(€)=é+é%+...46%" =O modp 


nicht fiir alle g/ Elemente des Restklassenkérpers mod p 
von W erfiillt sein kann, gibt es ein ganzes y in W mit s(y) == 0 mod p; 


1 


vom Grade g/~ 


dann ist s(- iy 7) =cmodp fiir beliebiges ganzes c aus K. Da somit 


jede ganze Zahl aus Kmodp als Spur aus W darstellbar ist, kann die 
obige Bedingung fiir ¢, stets erfiillt werden. 
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Man erhilt also eine unendliche Folge ¢,, die ersichtlich p-adisch kon- 
vergent ist, also nach Satz 24 einen Grenzwert « in W hat. Fiir diesen ist 
nach Konstruktion: 

n(e) =n(e,)=kmodp’** fiir jedes v, 
so daB nach Satz 11 n(e)=—& sein mu&. 

Satz 28. 1,@,...,@‘~* sist eine o-Basis fiir die ganzen Elemente 
aus W. 

Beweis. Das folgt in gelaufiger Weise daraus, da8 w der Gleichung 
x¢-!—1=—0 mit zu p primer Diskriminante geniigt. 

Satz 29. 1,2,...,2°~* ist eine Basis fiir die ganzen Elemente aus 
S in bezug auf die Mazimalordnung der ganzen Elemente aus W. 

Beweis. Das folgt ohne weiteres aus der schon zuvor herangezogenen 
y-adischen Entwicklung mit 0,1,,...,@%-* als vollem Restsystem 
mod g und 1,2,...,2°~*; p, pa,..., pa*~*; ... als Folge 2, im Sinne von 
Satz 23. 

Satz 30. w*a’ (u=0,1,...,f—1; »=0,1,...,e—1) tet eine 
o-Basis fiir die ganzen Elemente aus 8S. 

Beweis. Das folgt ohne weiteres aus den Siatzen 28 und 29. 


Il. 


Ich betrachte nunmehr wieder den allgemeinen nicht-kommuta- 
tiven Fall, und mache iiberdies von jetzt an durchweg die schon in der 
Einleitung eingefiihrte Annahme iiber das Zentrum, die sich nach Satz 4 
auf § iibertrigt. Es sei also der Grundkérper K zugleich das Zentrum 
von 8S. Diese Annahme bedeutet das strikte Gegenteil zum kommutativen 
Fall; denn alles Kommutative wird jetzt in den Grundkérper einbezogen 
gedacht. Wie schon zu Beginn von § 2 festgestellt, stehen dann Rang m 
und Grad n von S in der Beziehung m = n*. 

Satz 31. Jede primitive Wurzel w, mod erzeugt einen Teilkérper 
W = K(m,) von S vom Restklassengrad n und der Verzweigungsordnung 1. 

Jedes Primelement x zu g erzeugt einen Teilkérper P = K(x) von S 
vom Restklassengrad 1 und der Verzweigungsordnung n. 

Restklassengrad f und Verzweigungsordnung e von S stimmen mit 
dem Grad n von S tiberein: 

ex=f=n. 

Beweis. W hat den Restklassengrad f, also nach Satz 21 einen Rang 
=f, und da W Karper ist, ist dieser Rang zugleich der Grad. 

P hat die Verzweigungsordnung e, also nach Satz 21 einen Rang > e, 
und da P Kérper ist, ist dieser Rang zugleich der Grad. 
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Wahrend hiernach einerseits die Grade von W und P resp. >/f und 
=>e.sind, sind sie andrerseits beide <n, weil S den Grad n hat. So 
ergibt sich: 

e<n, fsn. 


Nach Satz 21 ist aber ef=m-=n*. Daher muB iberall das Gleich- 
heitszeichen gelten. Das ergibt alle Behauptungen. 

Satz 32. S enthdlt einen Korper W=K(m), wo w eine primitive 
(q” —1)-te Hinhettswurzel ist. Diese ist zugleich primitive Wurzel mod g. 

Es ist 

S=W(x)=K(o,z2). 

Beweis. Es sei w, eine beliebige primitive Wurzel modg aus S. 
Nach Satz 31 hat dann W= K(q@,) den Restklassengrad n und die Ver- 
zweigungsordnung 1. Nach Satz 25 ist also W= K(w), wo eine primitive 
(q" —1)-te Einheitswurzel ist, und @ ist zugleich primitive Wurzel nach 
dem Primideal p von W. Da dessen Restklassenanzahl g” bereits die volle 
Restklassenanzahl mod g in § darstellt, ist w auch primitive Wurzel mod g. 

Wie im Beweis von Satz 25 folgt dann weiter S = W(x) = K(w, 2). — 

Der Teilkérper W= K(mw) von S ist jetzt nicht mehr eindeutig be- 
stimmt. Denn die Gleichung z“-'—1=0 hat in S auBer w und seinen 
Potenzen noch alle transformierten w’=«wa~* (a +0 beliebig aus S) 
und deren Potenzen zu Wurzeln. Nach einem grundlegenden Satze von 
Herrn Artin*®) gibt es in S auBer diesen keine weiteren Wurzeln jener 
Gleichung. W ist also bis auf transformierte eindeutig bestimmt. Ich 
nenne W und seine transformierten Trdagheitskérper von S. 

Nach dem Muster der Sitze 28 bis 30 beweist man hier noch: 

Satz 33. wa” (u,y=0,1,...,n—1) ist eine o-Basis fiir die 
Mazximalordnung o der ganzen Elemente aus 8. 


§ 4. 
Normierung des Primelementes 2 von S. 

Es sei eine primitive (¢"—1)-te Einheitswurzel m in S und damit 
ein Tragheitskérper W= K(w) von S fest gewiahlt. 

Satz 34. Zu ow existiert ein Primelement x in S derart, daB 

non *=wt 

mit einem gewissen Exponenten r gilt. 

Beweis. Es sei x, ein beliebiges Primelement zu y in S. Die Trans- 
formation mit 2, bewirkt einen Automorphismus des Restklassenkérpers 


45) Siehe Satz 1 der in FuBnote **) zitierten Artinschen Arbeit. 








512 H. Hasse. 


mod g, bei dem die Restklassen aus K invariant bleiben. Es gilt also 
jedenfalls : 
mom =o" modg 
mit einem gewissen Exponenten r. 
Angenommen, man habe bereits ein Primelement zu g: 
m, = My + gmat... +2, 

wo é,,...,&, Restklassenreprisentanten mod sind, derart, da 

2,o2,'=o modg”, dh. 2,0 =" 2,modg’** 


ist. Es wird dann ein Restklassenreprasentant £,,,modg derart gesucht, 
da8 diese Kongruenzen mit dem Primelement 


+1 
443 4, + F417 


statt 2 auch nach um 1 héheren Potenzen von y als Moduln gelten: 
(2, + 8.4170" ')o = ow" (x, + &,,,%9°')mod p”*?. 


Weil nun durch Iteration der Ausgangskongruenz folgt: 


v+1 —(¥+1) (v+i)r 


y (e+i)r » 
WM =w* modg, dh. 2° w=" 2)*' modg’*’, 


wahrend nach Satz 19 & ., und w mod vertauschbar sind, so ergibt sich 
zur Bestimmung von §£,,, die Forderung: 


(x,@ — ow" a,)a,"* +&,,(w" — ow") =0mod g. 

Wird nun n, = oa gesetzt, so ist diese Forderung erfiillbar, wenn 
wt” se" mod g, dh. g”*””=q” mod (q"—1), d.h. g”’==1 mod (g"— 1), 
d.h. »r==Omodn, d.h. »==0 mod n, ist. 

Ist aber y= Omodn,, dh. w*”*”’ =w% mody, so zeige ich, dab 


die Forderung identisch erfiillt ist, indem dann auch der erste Summand 
links mod gy verschwindet: 


(r+i)r 


a, =(a,0 —w" a,)a,"*” = Omody. 
Das ergibt sich, indem man die «, definierende Relation 


-1 r vr+1_ —1 
a,on, =o +a,2,5° 2, , 


die man wegen 2, = 2, mod’, also 22, =1mody auch in der Form 


1 


- ° +1 
2,a2, =a" + 4,2 modg” 


schreiben kann, mit g” potenziert. Wegen » = 0 mod xn, sind dabei x) und w 
mod g vertauschbar, wie sich ohne weiteres durch Iteration der Ausgangs- 
kongruenz 12, | = mod ergibt. Ferner sind wieder «, und w mod y» 
vertauschbar. Die Potenzierung mit g" kann also modg’** nach dem 
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binomischen Satz ausgefiihrt werden und ergibt: 


a,on, =o +q" (w*’) a, m mod g”** 
=o modg’** wegen g=Omodg. 
Das bedeutet aber in der Tat «, =0mody, wie behauptet. 

Man erhialt also eine unendliche Folge von Primelementen z,, die er- 
sichtlich g-adisch konvergiert, also nach Satz 24 einen Grenzwert 2 in S 
besitzt. Dieser Grenzwert leistet der Behauptung des Satzes Geniige; denn 
fiir ihn gilt nach Konstruktion: 


r aa r we ° 
*=2,w2, —ow* =Omody” fiir jedes v, 


so daB nach Satz 11 2awa~'— ow" =O sein muB. 


Satz 35. Hs ist (r,n)=1. Die Transformation mit dem normierten 
Primelement x von S bewirkt also einen primitiven Automorphismus des 
Tragheitskérpers W = K(o). 

Beweis, Es werde wieder n, = at gesetzt. Dann folgt aus Satz 34, 
daB 2% aa-"% = w?"’’ = q@, also 2® mit w vertauschbar ist. Folglich ist 
K(@,2™) = W(a™) ein Teilkérper von S. Als solcher ist er héchstens 
vom Grade n. Nun hat aber bereits W den Grad n. Daher gehért 2™ 
zu W. Weil ferner nach Satz 31 die Verzweigungsordnung von W gleich 1 
ist, muB n, = 0modn sein. Das ergibt (r,n)=—1. 


—1 
aw —_ 


Anderer Beweis der Satze 34 und 35. 


Unter Berufung auf den bereits in FuBnote *°) zitierten Artinschen Satz 
kann der Beweis der beiden vorangehenden Siatze auch so gefiihrt werden: 

Nach jenem Satz und unter Beachtung von Satz 26 existiert ein « +0 
in S derart, daB «wa™* = w* ist. Es sei « genau durch g* teilbar. Ich 
zeige dann zunachst, da8 (a,n) = 1 ist. 


Sei dazu n, = aay so daB a” als friiheste Potenz von « die Form « p? 


hat, wo p ein Primelement zu p aus K und « eine Einheit aus S ist. 
Dann ergibt sich « wa-™% =qw?”™. Fiihrt man hierin a” =e p? ein und 
beachtet, daB natiirlich p mit w vertauschbar ist, wihrend ¢ mit w nach 
Satz 19 jedenfalls mod g vertauschbar ist, so ergibt sich w = w*™ mod y, 
also n, = Omodn. Das bedeutet aber (a,n) = 1, wie behauptet. ; 

Ist nun ar —nl=1, so leisten ersichtlich das Primelement 2 = 


‘ 


und der Exponent r den Behauptungen der Sitze 34 und 35 Geniige. ” 


Satz 36. Das normierte Primelement x von S geniigt einer reinen 
Gleichung in K: 
n" =p, 


wo p ein Primelement aus K ist. 
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Beweis. 2x” ist erstens mit wm vertauschbar, weil 2*w2-* = w?" = ™ 
ist, und zweitens trivialerweise mit 2 vertauschbar. 2” ist also mit jedem 
Element von S = K(w, 2) vertauschbar und gehért daher zum Zentrum K 
von 8. 


Satz 37. Das Primelement x von S kann, unter Einhaltung der 
Bedingung nw2~*=w"', noch so gewdhlt werden, dap xn" =p ein be- 
liebig vorgegebenes Primelement aus K wird. 

Beweis. Es sei 2* ein beliebiges Primelement von S, also 2* =e2 
mit einer Einheit « aus S. Damit auch 2*wa*~*="" ist, ist not- 
wendig und hinreichend, daB ewe~* =, also ¢ mit w vertauschbar ist. 
Wie im Beweis zu Satz 35 bedeutet das, daB « im Teilkérper W= K(m) 
liegt. Dann wird aber nach den Satzen 34 und 35 


2@-2 n 


a" =n(e)p, 

wo e’,e”,... die aus ¢ durch die Automorphismen w—w?’, w—+w?"’,... 
enstehenden konjugierten Elemente aus W bedeuten. Da nach Satz 27 n(«) 
alle Einheiten aus K durchlauft, wenn « alle Einheiten aus W durchlauft, 
ergibt sich die Behauptung. 


n*" = (en) —en...en = 88’... 


§ 5. 
Die Typen g-adischer Schiefkérper. 

Im vorhergehenden wurde, noch einmal zusammengefaBt, gezeigt : 

Satz 38. Hin g-adischer Schiefkérper S vom Grade n iiber dem 
p-adischen Zentrum K lapt sich in der Form S= K(w,2) durch zwei 
Elemente w, 2 mit den Relationen 

g,(»)=0, 2"=p, zona =o" 
erzeugen. 

Dabei bezeichnet q die Restklassenanzahl nach dem Primideal p 
von K, ferner ist g,(x) ein beliebiger in K irreduzibler Teiler n-ten 
Grades von x*"-*—1, p ein beliebiges Primelement zu p und r ein zu n 
primer Exponent. 

Hiernach ist S von derjenigen Art, die Herr Dickson (D. § 35) als 
»Typus D* bezeichnet. 

Nach Satz 37 ist das Primelement p nicht als invariantes Be- 
stimmungsstiick von S anzusehen. Als solches bleibt demnach auSer dem 
Grade n einzig und allein noch der Exponent r. Dieser hat wirklich eine 
invariante Bedeutung fiir S. Der Restklassenkérper nach dem Prim- 
ideal » von S erfahrt bei Transformation mit einem beliebigen Primelement 
zu g den Automorphismus »Potenzierung mit g’«. Natiirlich kommt es 
auf r nur modn an. Somit gilt: 
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Satz 39. Fiir jeden Grad n gibt es héchstens p(n) Typen y-adischer 
Schiefkorper vom Grade n tiber K, entsprechend den y(n) primen Rest- 
klassen, denen der Exponent rmodn angehéren kann. 

Ich zeige jetzt weiter: 

Satz 40. Jeder dieser p(n) Typen existiert. 

Beweis. lch gebe eine Realisierung durch Matrizen an. 

Sei dazu w eine zum Polynom g,(2) gehérige primitive (q”— 1)-te 
Kinheitswurzel, W = K(m), und werde die Anwendung der Automorphismen 
wo—-o’, w—-aw’,... von W auf ein Element a aus W durch a’, a”,... 
gekennzeichnet. 

S sei das Matrizensystem, welches durch Adjunktion der folgenden 
beiden Matrizen zu K entsteht: 


lo , “Se Fee 

wo = = . x= Phar 
| , (ae 
eri | “0 


In S sind zuniachst die formalen Relationen von Satz 38 erfiillt, wie 
man ohne weiteres bestatigt. 
Ferner hat S den Rang n*. Denn auf Grund jener Relationen la8t 
sich jedes « aus S in der Form 
a= "5 a,,00" x” 
u,v =0 
mit Koeffizienten a,, aus K darstellen. Fihrt man dann die Elemente 


n—1 


“= Sa,,o" (vy =0,...,n—1) 
w=0 
aus W ein, so hat die Matrix a die Gestalt 
ty Gye eee ee é. | **) 
| pa’_ ~ ee ee 

Q = as e ie “gam 

par-2,.. pair gia 
Aus «=0 folgt daher, daB alle «,—0 sind, und daraus, weil 
1,@,...,@"~* eine K-Basis von W ist, weiter, daB alle a,,—0 sind. 


In der Tat hat also S den Rang n’. 
Weiter besitzt S keinen Nullteiler. Diesen wichtigsten Nachweis fiihre 
ich folgendermaBen: Angenommen, « sei ein Nullteiler aus S. Dann ist 


16) Mit einer solchen Matrizendarstellung arbeitet auch Dickson (D. § 41) bei 
der Konstruktion von Schiefkérpern vom ,Typus D*. 
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die Determinante |«|=0. Da mit @ auch ca fiir jedes c+0 aus K 
Nullteiler ist, kann ohne Einschrankung vorausgesetzt werden, daB die 
Koeffizienten a,, in obiger Darstellung ganz und ohne gemeinsamen Teiler 
sind. Aus der angegebenen Gestalt der Matrix « liest man dann ohne 
weiteres ab: 
|| = n(a,) modp. 
Es wire daher: 
n(a,) = 0 modp, 


und also, weil p in W nicht verzweigt ist, auch 
«, = 0 modp. 


Setzt man demgema8 «,=— pf, mit ganzem f, aus W und vertauscht in 
der angegebenen Matrix « die erste Spalte mit der letzten, so erhilt man 
weiter ahnlich wie vorher: 
ja| = (—1)"~*pn(a,) mod p*. 

Es folgte somit: 

n(a,) = 0modp, 
also 

«, = 0 mod p. 

So fortfahrend zeigt man, daf alle «, = 0 mod p sein miiBten. Nach Satz 28 
bedeutet das, daf alle a,,= 0 modp sein miiBten. Das steht im Wider- 
spruch zu der vorausgesetzten Teilerfremdheit der a,,. 

Auf andere Art ergibt sich die Nullteilerfreiheit von S unmittelbar 
durch Kombination von Satz 27 mit einem Dicksonschen Satz (D. § 42) 
der aussagt, daB ein System vom .Typus D* nullteilerfrei ist, wenn die 
n-te Potenz von p als friiheste als Norm eines Elementes aus W= K(a) 
darstellbar ist. 

Nachdem gezeigt ist, daS S nullteilerfrei, also ein Schiefkérper ist, 
bleibt noch zu zeigen, daB K das Zentrum und n der Grad von § ist. 
Weil schon feststeht, daB n* der Rang von S§ ist, geniigt es, das erstere 
zu zeigen. Das ergibt sich nun nach analogen Schliissen wie im Beweis 
zu Satz 2, wenn man einen Erweiterungskérper von K hat, iiber dem das 
durch S bestimmte Matrizensystem n-ten Grades das vollstandige Matrizen- 
system ist. Ein solcher Erweiterungskérper ist aber der Kérper W= K(«). 
In der Tat ergibt sich aus der obigen Gestalt der Matrix a, daB diese 
jede beliebige Matrix aus W darstellt, wenn man fiir die Koordinaten a,, 
jetzt beliebige Elemente «,, aus W zulaBt; denn die «,, (u =0,...,n —1) 


bestimmen sich dann fiir jedes feste »=0,...,2—1 aus einem linearen 
Gleichungssystem in W, dessen Determinante bis auf eine Potenz von p 
als Faktor die Cauchysche Determinante von w,’,...,@”~” ist und 


daher nicht verschwindet. — 





rr 
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Auf Grund der Resultate von R. Brauer und E. Noether**) folgt aus 
den Resultaten dieses Paragraphen: 

Satz 41. Fiir eine irreduzible Gruppe linearer Substitutionen, deren 
Charakter in K liegt, vom Schurschen Index n in bezug auf K ist der 
zyklische Kérper W= K(w) der (q"—1)-ten Hinhettswurzel tiber K ein 
minimaler Zerfallungskorper. 

§ 6. 
Die Differente von S. 

Unter der Differente 2 von S ist das durch folgende Relation definierte 
o-Ideal aus S zu verstehen: 

Ein Element « aus S gehért dann und nur dann zu @~*, wenn die 
Spur s(«y) ganz ist fiir jedes ganze Element y aus S. 

Satz 42 Die Differente von S ist @= g"~*. 


Beweis. Die Spur berechnet sich als Matrixspur aus der in § 5 an- 
gegebenen Matrizendarstellung. Es ist also 


8(a) = 8(a), 
wenn 
n-1 ‘ n—1 
a= San" mit «,= Sao" (vy=0,...,.n—1) 
v=0 w=0 


die Darstellung von « durch die o-Basis m“2” von § ist. 
Nach den Satzen 38 und 17 ist nun w“2’~“- —1+on’** eine 


P 
o-Basis fiir das Ideal p“"~ =(a~“"~”). Fir diese Basiselemente findet 
sich nach dem zuvor Bemerkten: 


s(+w*x’**) = 0 fir »=0,....n—2, 
P / 
s(—w"2") = (o") jedenfalls ganz. 

Daher gehéren alle Elemente von ~~” zu a7*. 

Dagegen gehéren nicht alle Elemente von g~" zu @~*. Denn fiir das 
Element > hat man: 

BS 
s(2) == a(7), 

und dies ist nicht fiir jedes ganze y aus S ganz; denn es gilt nicht durch- 
weg s(y)=0 modp, wie schon im Beweis zu Satz 27 festgestellt wurde. 


Zusammengenommen ergibt sich g~"~" = @-* und damit die Be- 
hauptung. 


17) R. Brauer und E. Noether, Uber minimale Zerfaillungskérper irreduzibler Dar- 
stellungen, Berliner Akad.-Ber. 1$27. — Siehe dazu auch die in FuBnote ) zitierte Arbeit 
von E. Noether, sowie R. Brauer, Uber Systeme hyperkomplexer Zehlen, Math. Zeitechr. 
30 (1929). . 

Mathematische Annalen. 104. 34 








H. Hasse. 
§ 7. 
Ubergang zur Arithmetik im Matrizensystem .4 aus S. 

A sei als das System aller k-reihigen Matrizen aus Elementen des 
y-adischen Schiefkérpers S darstellbar. Es gibt unendlich viele solche Dar- 
stellungen, die aber alle auseinander durch Transformation mit Elementen 
aus A (innere Automorphismen von A) hervorgehen**). Bei einer festen 
solchen Matrizendarstellung bezeichne ich mit «,;, die speziellen Matrizen, 
die nur im Schnitt der i-ten Zeile und der j-ten Spalte ein von Null ver- 
schiedenes Element, nimlich 1 haben ( Matrizeneinheiten ). 


Satz43. Die Elemente aus A, die bei einer festen Matrizendarstellung 
von A Matrizen aus Elementen der Maximalordnung o von S sind, bilden 
eine Maximalordnung 0 von A. 


Beweis (vgl. D. $114). Diese Elemente bilden jedenfalls eine Ord- 
nung o von A, die alle Matrizeneinheiten &; enthalt. Angenommen, 0 wire 
in einer umfassenderen Ordnung o* enthalten. Dann giibe es in o* eine 

k 
Matrix « = |\«,;|| = S’a,,e;;, in der mindestens ein Element «;; nicht zu 0 
i, j=1 ; > 
gehért. Mit « ist nun ‘auch ¢,,¢¢,,—=«,,;e,; in o* enthalten, also weiter auch 


J ty 8) 
= «,-e,,, und allgemeiner ¢,,«, -¢ e,, fiir 7=1,..., &, mit- 


Os 5 O55 E55 = ij “ii? ij iy jt ¢ 


k a, 
hin schlieBlich auch die Diagonalmatrix «,; S’¢,,—=| ~~. . Das geht 
l=1 *&;. 
aber nicht; denn wie bereits im Beweis zu Satz 10 festgestellt, haben die 
charakteristischen Gleichungen aller Elemente einer Ordnung ganze Ko- 
effizienten, also auch die Hauptgleichungen, als Teiler der charakteristischen 
a5. 


Gleichungen, wahrend die Hauptgleichung des Elements | aus A, 


a; 
d. i. die k-te Potenz der zu «,; gehérigen irreduziblen Gleichung in K, 
gebrochene Koeffizienten hat. 
Satz 44. om" e,5( Mm, y=0,...,.n—1;¢,7=—1,..., &) tst eine o- Basis 
von O. 
Beweis. Das folgt ohne weiteres aus Satz 33. 


Satz 45. In A gibt es an zweiseitigen o-Idealen nur ein einziges 
Primideal p und dessen Potenzen. p und somit alle zweiseitigen o-Ideale 
sind Hauptideale. 

Die zweiseitigen 0-Ideale bilden also eine multiplikative Gruppe mit o 
als Einheitselement. Diese Gruppe ist ein unendlicher Zyklus mit » als 
erzeugendem Element. 

Es ist p =p". 


48) Siehe Satz 11 der in FuBnote *) zitierten Artinschen Arbeit. 








_«s ewe or =—- —-~ © eee 


—_— sae 
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Beweis. Das folgt ohne weiteres aus den Sitzen 17, 18 und 31, 
wenn man die zweiseitigen o-Ideale a aus A und die o-Ideale g aus S 
in bekannter Weise eineindeutig zuordnet: 


a = Gesamtheit aller Elemente «;;, die in den Matrizen « = |\«, ||| 
aus a vorkommen, 

a = Gesamtheit aller Matrizen « = |\«,;||, deren Elemente «,, zu @ 
gehdéren. 


Insbesondere wird so: 


p — Gesamtheit aller Matrizen « = |e; _, deren Elemente «;, durch 


y = (2) = 20 teilbar sind, d. h. p=(a)=a20. 

Satz 46. Auch jedes o-Rechtsideal oder o-Linksideal aus A ist 
Hauptideal. 

Beweis. a sei ein o-Rechtsideal. Dann bildet die Menge aller Spalten, 
aus denen sich die Matrizen aus a zusammensetzen, einen o-Modul im 
Bereich aller k-gliedrigen Spalten von Elementen aus S. Nun gelten in 
einem Schiefkérper S die Siatze der determinantenfreien linearen Algebra 
(unter Beachtung der Faktorenfolge). Es gibt also héchstens k rechtsseitig 
linear unabhingige k-gliedrige Spalten von Elementen aus S. Weil ferner o 
nach Satz 17 ein Hauptidealring ist, folgt in geliufiger Weise, daB jener 
o-Modul eine o-Basis aus héchstens & rechtsseitig linear unabhingigen 
Spalten besitzt. Diese Basisspalten seien, eventuell unter Hinzufiigung von 
Nullspalten’*), zu einer k-reihig quadratischen Matrix « zusammengestellt. 
Zufolge der Basiseigenschaft ist dann jede Matrix «* aus a in der Form 
«*=ay mit einer Matrix y aus o darstellbar. Es ist dann also a = ao. 
Zufolge des vierten Idealpostulates ist dabei « kein Nullteiler, wie es der 
Definition eines Hauptideals (A. § 2) entspricht. 


Satz 47. Jede Mazximalordnung von A ist von dem in Satz 43 ge- 
nannten Typus. Die Sdtze 44—46 gelten also fiir eine beliebige Maximal- 
ordnung 0 von A, 

Beweis. Sei o eine Maximalordnung des in Satz 43 genannten Typus, 
o* eine beliebige Maximalordnung von A. Dann ist 00” ein o-Linksideal, 
also nach Satz 46 von der Form 90* = o«. Ferner ist 00* ein o*-Rechts- 
ideal und daher o«0* < o«, insbesondere also, weil o die Haupteinheit 1 
enthalt, co*< oa, 9*< a ‘oa. Nun ist mit 0 auch a ‘oa eine Ordnung 
(Maximalordnung). Als Maximalordnung ist mithin 0*=« *o«. Somit 


* 





**”) Diese kommen in Wahrheit nicht vor. Denn a enthalt wegen des vierten 

Idealpostulats ein ganzes Element A aus K, also auch die & linear unabhiingigen 
|| h. || 

Spalten von ° h i. 
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entsteht o* aus o bei dem durch die Transformation mit a bewirkten 
inneren Automorphismus von A und ist also in der Tat ebenfalls von dem 
in Satz 43 genannten Typus. — 

Die nachfolgenden Siatze haben die von Herrn Brandt*°) skizzierte 
Theorie der einseitigen Ideale zum Vorbild. 


Satz 48. Jedes Rechtsideal in bezug auf eine Mazimalordnung 0, 
von A ist Linksideal in bezug auf eine Mazximalordnung 0, von A, und 
umgekehrt. 

Beweis. Ist a ein o,-Rechtsideal und gema8 den Siatzen 46 und 47 
a= «0,, so ist a ersichtlich ein 0,-Linksideal, wo 0, = «o,« *=ao,a’. 

Satz 49. 0, und o, sind durch a eindeutig bestimmt, namlich 0, als 
Gesamtheit aller 1 aus A mit 4a <a, und 0, als Gesamtheit aller 9 aus A 
mit ao<a. 

Beweis. Diese Gesamtheiten sind ersichtlich Ordnungen, und sie um- 
fassen die in Satz 48 festgestellten Maximalordnungen 0, und o,. — 

Ich nenne 0, und o, die Linksordnung und die Rechtsordnung von a. 

Wegen der in Satz 49 ausgesprochenen Eigenschaft nenne ich ferner 
die echten Rechtsideale und Linksideale nach dem Vorgange von Herrn Brandt 
ungleichseitige Ideale, weil fiir sie die Rechtsordnung und Linksordnung ver- 
schieden sind, im Gegensatz zu den bisher zweiseitig genannten gleichsettigen 
Idealen, fiir die Rechtsordnung und Linksordnung iibereinstimmen. Mit der 
Bezeichnung Ideal aus A schlechthin fasse ich im folgenden die gleich- 
seitigen und ungleichseitigen Ideale in bezug auf irgendwelche Maximal- 
ordnungen von A zusammen. 

Weiter nenne ich mit Herrn Brandt das Produkt ab zweier (gleich- 
seitiger oder ungleichseitiger) Ideale eigentlich, wenn es nicht méglich ist, 
a oder 6 unter Erhaltung des Produktes durch einen echten Teiler zu 
ersetzen. 

Satz 50. Dann und nur dann ist ein Idealprodukt ab aus A eigent- 
lich, wenn die Rechtsordnung von a mit der Linksordnung von 6 iiber- 
einstimmt. 

Beweis. Ist o, die Rechtsordnung von a und oj die Linksordnung 
von b, also ao,—a, oj6=b, so ist jedenfalls ab=—ao,b—aojb. Ist 
das Produkt ab eigentlich, so muB also 0.6 = 6 und aoj=—a sein, dh. 
0, = 0; nach Satz 49. 

Es sei umgekehrt 0, — oj. Sei dann 6, ein Teiler von 6, 6, > 6, mit 
ab=ab,. Diese Relation multipliziere man mit dem Reziproken a™’, 


®) H. Brandt, Idealtheorie in einer Dedekindschen Algebra, Vortrag auf der 
Kissinger Tagung der D. M.-Y. 1927, Jahresber. d. D. M.-V. 87 (1928). 
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dessen Existenz hier wegen der nach Satz 46 bestehenden Hauptideal- 
darstellung a = ao, trivial ist: 

a*=o,0*, a *a=o,. 
Es folgt 0,6 =0,6,, also nach der Voraussetzung 6 = o,6,, und daher, 
weil 0, die 1 enthalt, b >b6,, so daB der Teiler 6, mit 6 zusammenfallen 
mu8. Daher ist das Produkt ab eigentlich. 

Satz 51. Die sdmtlichen Ideale aus A bilden im Sinne der eigent- 
lichen Multiplikation ein Gruppoid mit den Mazximalordnungen von A 
als Hinheiten. 

Beweis. Das folgt ohne weiteres aus den Sitzen 46, 48 bis 50, ins- 
besondere das Divisionspostulat, wie schon im Beweis zu Satz 50 fest- 
gestellt wurde, aus Satz 46. — 


Ein Ideal a aus A heiBt ganz, wenn es-seine Rechtsordnung 0, als 
Teiler enthalt: a<o,. Diese Definition ist symmetrisch, weil dann fiir 
die Linksordnung 0, = aa~*=ao,a~* folgt: 0, >aaa~*=ao,>a. 

Ein ganzes Ideal heiBt ferner primitiv®*), wenn es keinen zu seiner 
Rechtsordnung gehérigen ganzen gleichseitigen Teiler hat, von seiner Rechts- 
ordnung selbst abgesehen. Auch diese Definition ist symmetrisch. 

Satz 52. Zwei Ideale a,b aus A stehen dann und nur dann in der 
Beziehung: 

b ist Teiler von a, 
wenn sie im Sinne der eigentlichen Multiplikation in einer Beziehung stehen: 
a=Ibr mitt ganzen Idealen |, r. 
Beweis. Sei im Sinne der eigentlichen Multiplikation 
=Ibr mit ganzen [, r. 


Dann stimmt die Linksordnung of von 6 mit der Rechtsordnung von [ 
iiberein, und es ist [ < 0/; entsprechend stimmt die Rechtsordnung 0; von b 
mit der Linksordnung von r iiberein, und es ist r<o;. Daraus ergibt 
sich, daB 
a=Ibr< o/bo; = 5, 

also 6 Teiler von a ist. 

Sei umgekehrt 6 Teiler von a. Mit 0,, 0, seien Links- und Rechts- 
ordnung von a, mit o/, 0; wieder Links- und Rechtsordnung von b bezeichnet. 
Es sei dann {* ein links zu o;, rechts zu oj gehdriges Ideal und r* ein 


%*) Anmerkung bei der Korrektur. Wie mir Herr Brandt mitteilt, ge- 
braucht er die Bezeichnung ,primitiv“ (in Anlehnung an die gel&ufige Bedeutung dieses 
Begriffes in der Formentheorie und Substitutionstheorie) in etwas anderer Bedeutung, 
namlich ,ohne ganze Zentrumsideale als Teiler“. 








5,22 H. Hasse. 


links zu of, rechts zu o, gehériges Ideal, etwa zunichst {* = 0,0; und 


r* = o/o,. Man hat dann die Transformationsbeziehungen : 
=-3 » , 1 , 
a*oa=o,, 1° of*=0/, b*ob=0,, +t* o,t*=0,, 


aus denen sich zusammengenommen 


at 
(a-*1*br*) o(a*1*br*)=0 


ergibt. Hiernach ist a~*{*6r* ein gleichseitiges o,-Ideal. Nach den 
# g r 
Sitzen 45 und 47 ist dieses eine Potenz des zu o, gehérigen Primideals p : 


(*br* =ap" 


Durch die Konstruktionsvorschrift ist nun 1* nur bis auf ein gleich- 
seitiges 0,-Ideal, also eine Potenz des zugehdérigen Primideals p, als vorderen 
Faktor bestimmt, und ebenso r* nur bis auf eine Potenz von p, als hin- 
teren Faktor. Diese Potenzen kann man zunichst auf die rechte Seite 
ziehen und dann ferner mit der dort schon stehenden Potenz von p, ver- 
einigen, wenn man heachtet, daB a~*o,a =o, und daher a~* p,a = 9, ist. 
Eine Anderung in der Wahl von |* und r* bedeutet also nur eine Ande- 
rung des Exponenten a. 

Es werde nun iiber die in {* und r* noch verfiigbaren Primideal- 
potenzen eindeutig so verfiigt, daB {* und r* ganze primitive Ideale werden. 
Die Méglichkeit dazu liegt auf der Hand, wenn man gemiB Satz 47 
o, bzw. o, als Maximalordnung vom in Satz 43 genannten Typus darstellt. 
Ich zeige, daB bei dieser Normierung der Exponent a < 0 sein mub, was 
ersichtlich mit {=1*, r= t*p-* die Behauptung ergibt. 

Um diesen Nachweis zu erbringen, ziehe ich die bisher noch gar nicht 
benutzte Veraussetzung a <b heran. Durch (a priori nicht iiberall eigent- 
liche!) Multiplikation mit {* und r* ergibt sich daraus nach dem vorher- 
gehenden: 

[*ar* <ap’, 
also 
-1 {* 


a 


a a-t*<p 


Nun ist {*o, ein gleichseitiges 0,-Ideal. Da {* ganz, also {* < o, ist, gilt 
fiir dieses Ideal 1* 0, < 0,, wahrend andrerseits, weil o, die Haupteinheit 1 
enthalt, {*< {*o, ist, zuasammengenommen also: 


I*<1"0,<o,. 


Da {* primitiv ist, mu8 dann aber notwendig {*o,= 0, sein, und daher 


-1)% 


a a=a*I*o,a=a *0,a=0,. 


Es folgt also: 


o,c* < pt. 





w 


dk 


ol 


SO 
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ke 
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Fiir o,r* hat man, analog zu {*o,, die Relation o,r*=o0,. Es folgt 
also weiter: 
o.S py, 

was in der Tat a < 0 besagt. 

Satz 53. Bei etgentlicher Idealmultiplikation gilt fiir die Norm*) 
das Produktgesetz: 

N(ab) = N(a) N(b). 

Beweis. Es sei o die gemeinsame Linksordnung von b und Rechts- 

ordnung von a. GemaB Satz 46 seien 


a=«o, b=o07 


Hauptidealdarstellungen von a und 6. Bedeutet e eine o-Basisspalte fiir 0, 
so ist dann we eine o-Basisspalte fiir a und ef eine o-Basisspalte fiir b. 
Es sei nun 
ce=T,e, ef=—Sz,e 
mit Matrizen 7, S, aus K vom Grade n° k* (regulire Darstellung von A!). 
Dann ist nach Definition der Idealnorm: 


N(a)=|T,|, N(b)=|S,|, 


« 


genauer: die Normen sind die durch die rechten Seiten erzeugten o-Haupt- 
ideale in K. 

Um analog N(ab) auszudriicken, sei 0* = «oa! die Linksordnung 
von a. Sie besitzt e* = « ea! als o-Basisspalte. Wegen ab = aof = o*ap 
ist dann e*a@/ eine o-Basisspalte fiir ab. Fir sie ist nach obigem: 


e*afB=—aep=T,ef = T,S8,e = T,S,a-'e*a. 
Es sei dann weiter ahnlich wie vorher: 


* 1* * ~$-% * «1 
ea=8 ec, «8 e =Te=fF Ce’, 


also auch 
S2| =|T?| = N(a). 


a 


Damit ergibt sich: 
= at 
e“af=T.8,«*e°a=T8,Ts e°a=T,8,To Sre°, 
und demgemaB 


N(ab) ={|T,||S,||T*| |S*| = N(a) N(6). — 


a “6 a a 


*1) Die Norm eines Ideals a (Bezeichnung N(a)) verstehe ich hier im selben 
Sinne, wie in A. $2, also aus der o-Basisdarstellung definiert. Diese Idealnorm 
korrespondiert mit der aus der charakteristischen Gleichung definierten Element- 
norm N(«). Eine mit der Norm n(«) aus der Hauptgleichung korrespondierende 
Idealnorm ist bisher nirgends eingefiihrt worden. Wie mir Herr Brandt mitteilte, 
kann er eine sinngem&Be Definition dieser n(a) geben. 
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Ich nenne ein ganzes Ideal u wnzerlegbar, wenn es keine Maximal- 
ordnung ist und im Sinne der eigentlichen Multiplikation keine Zerlegung 
in zwei ganze Ideale besitzt, von den trivialen Abspaltungen u = 0, u = uo, 
der Links- und Rechtsordnung abgesehen. 

Satz 54. Hin ganzes Ideal ist dann und nur dann unzerlegbar, wenn 
es, von sich selbst und seinen zugehdrigen Maximalordnungen abgesehen, 
keinen ganzen Teiler besitzt. 

Beweis. Das folgt ohne weiteres aus Satz 52. 

Satz 55. Jedes ganze Ideal ist im Sinne der eigentlichen Multipli- 
kation in ganze unzerlegbare Ideale zerlegbar. 

Beweis. Das folgt ohne weiteres mit Hilfe von Satz 53, wenn man 
beachtet, daB die Norm eines ganzen Ideals ganz ist. 

Satz 56. Alle ganzen unzerlegbaren Ideale entstehen auseinander durch 
Transformation mit Elementen aus A. 

Beweis. u sei ein ganzes unzerlegbares Ideal, 0 seine Rechtsordnung 
und u = vo eine zugehérige Hauptidealdarstellung. Die Matrizendarstellung 
von A sei so gewahit, da8 o den in Satz 43 genannten Typus hat. v ist 
dann also eine Matrix aus Elementen der Maximalordnung o von S. 

Wie schon einmal angefiihrt, gelten in einem Schiefkérper die Sitze 
der determinantenfreien linearen Algebra (unter Beachtung der Faktoren- 
folge). Nimmt man hinzu, da die Maximalordnung o von S ein Haupt- 
idealring mit nur einem Primideal ist, so lassen sich auch die Schliisse der 
arithmetischen Elementarteilertheorie in S durchfiihren. In geliufiger Weise 
beweist man so: Es gibt zwei Einheiten ¢, 7 aus o (d.h. auch e~', »-* 
gehéren zu o) derart, daB ev eine Diagonalmatrix der Gestalt 


v° =evn= 





a* 
gant 
“— mit ---+e% 








ist, Wo @,,...,@, nicht-negative ganze Zahlen sind. (Weil v kein Nullteiler 
ist, treten keine Nullglieder in der Diagonale auf.) 
Ich betrachte dann das aus u durch Transformation entstehende Ideal 


u* = enue*= enone? =—evn-n-'oe = v* 0. 


Weil auch u* unzerlegbar ist, mu8 notwendig a,,...,a, ,=—0 und a,=1 


sem. Denn sonst zerfallt ersichtlich v* in 0 in zwei Faktoren: v* = v,; v3, 
deren keiner eine Einheit ist, und dann ist 


° -1 
u*=v*o9=v*o’-v¥o mit o’ =vFove 


eine ecite Zerlegung von u*, die es nicht geben darf. 
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Damit ist gezeigt, daB ein beliebiges unzerlegbares Ideal u durch 
Transformation auf den Typus 
1. 

‘1 


u=oto| ry 











na 


zuriickgefiihrt werden kann, der sich bei der eingangs eingefiihrten, o auf 
den in Satz 43 genannten Typus bringenden Matrizendarstellung von A 
dadurch charakterisieren laBt, daB die letzte Zeile der Matrizen aus u* 
durch g teilbar ist. — 

Der allgemeine Typus eines unzerlegbaren Ideals ist daher iibrigens — 
bei Darstellung als o-Rechts- bzw. Linkshauptideal — durch eine lineare 
Kongruenz mod g fiir die Zeilen bzw. Spalten der Matrizen aus u 
charakterisiert. 

Satz 57. Die Anzahl der unzerlegbaren Faktoren im Sinne von 
Satz 55 ist eine Invariante fiir alle méglichen Zerlegungen. 

Beweis. Das folgt ohne weiteres mittels Satz 53 durch Normbildung, 
wenn man beachtet, daB die nach Satz 56 alle untereinander ahnlichen 
unzerlegbaren Ideale natiirlich dieselbe Norm haben. 


Satz 58. Insbesondere ist das Primideal p einer Maximalordnung 0 
das eigentliche Produkt von k unzerlegbaren Faktoren: 


p—u,...,- 
Beweis. Es ist 


lz, 
p=20=> 





und jedenfalls 


Fs 4 


1, 
‘1 


1, 


r= 





“. == Uy «++ Uy 
i 4 























Daraus folgt aber die Zerlegung im Sinne der eigentlichen Multiplikation: 
. P= 7D = U1 0, Ug Og .-- Uy_y Op_ 1° Up Dy 
mit 
%=0, Ky =%RM sD «> 0, = 40,05 + — 
Unter der Differente > einer Maximalordnung o von A ist wieder das 
durch folgende Relation definierte gleichseitige o-Ideal aus A zu verstehen: 


Ein Element « aus A gehért dann und nur dann zu 6~*, wenn s(wy) 
ganz ist fiir jedes Element y aus o. 


Satz 59. Die Differente b einer Maximalordnung 0 von A ist die 
Potenz p"~' des zugehérigen Primideals p. 





H. Hasse. 





Beweis. Die Matrizendarstellung von A sei so gewahit, dab o den 
in Satz 43 genannten Typus hat. Nach Satz 44 ist dann @“a'¢,, 
u,v 0,...,.n—1;%,j7 =—1,..., &) eine o-Basis von o. 

Die Spur der Elemente aus A berechnet sich aus derjenigen kn-reihigen 
Matrizendarstellung von A, die man erhalt, wenn man in den k-reihigen 
Matrizen aus A fiir die Elemente aus S die n-reihige Matrizendarstellung 
aus § 5 einfiihrt, also durch Summation der Spuren der Diagonalelemente 
der k-reihigen Matrizen aus A. 


ma ; . n—1 a aid ns | 
Fiir die o-Basiselemente w“2'~~"e,,=—qw“a'~"*e,, des Ideals 
( . ‘ P 
yp ‘"~”» hat man also wieder: 
\° fiir i + j | 
l +1 ae) a . 
8\—w"n'*'e,.) = 40 fir <= 7; y=0,....n—2 
P , 
le s(m") fir i=—j; y= n--1 | 
+ - 3) ‘ ° 1 
so daB alle Elemente von p ganze Spuren haben und somit zu dD 
gehoren. 
- . . + ‘ 1 1 
Dagegen gehéren wieder nicht alle Elemente von p “=p zu d™~. 
= . 1 
Denn fiir das Element = hat man: 
? 1 
8 = Siyv 
P po” 
, 


und dies ist nicht fiir jedes y aus o ganz, z. B. nicht fiir y = y,¢,, = 


| Yo 
! 
1 


wo y, ein ganzes Element aus S mit s(y,) == 0 mod p ist, wie es im Beweis 


zu Satz 27 als vorhanden festgestellt wurde; fiir y ist nimlich s(y) = s(y,). 


e P . - ) =»% . . 
Zusammengenommen ergibt sich p~"~” = bd und damit die Be- 
a 


hauptung. 
§ 8. 
Ubergang zur Arithmetik im einfachen Ausgangssystem 1. 


A habe den Grad N, also den Rang M = N* iiber seinem Zentrum K. 
Fiir jedes Primideal p von K besteht dann eine Aufspaltung N=nk 
derart, daB die in §1 eingefiihrte Erweiterung A, von A sich als System 
aller k-reihigen Matrizen aus einem ,-adischen Schiefkérper S, vom 
Grade n darstellen laBt. 

Ist WM eine beliebige Menge von Elementen aus A und p ein Prim- 


ideal von K, so verstehe ich unter der p-adischen Grenzmenge MN, die 
Menge aller p-adischen Grenzwerte p-adisch konvergenter Folgen von Ele- 
menten aus 3. Grenzwert und Konvergenz im p-adischen Sinne sind 
dabei koordinatenweise in bezug auf eine feste K-Basis von A verstanden, 
hiingen jedoch von der besonderen Wahl dieser Basis nicht ab. Speziell 











Se 
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ist in diesem Sinne A, die p-adische Grenzmenge von A, K, die p-adische 
Grenzmenge von K, und die Maximalordnung o, von K, die p-adische Grenz- 
menge der Maximalordnung o von K. 


Satz 60. Fiir eine Mazximalordnung 0 von A ist die p-adische 
Grenzmenge 0, eine Maximalordnung von A,. 


Beweis. Man bestatigt zuniachst, daB 0, eine Ordnung ist: 


1. Mit zwei Elementen «, # gehéren auch « + # und «f zu o,. Jede 
ganze Zahl a aus K, gehért zu o,. Das folgt ohne weiteres aus dem 
ersten Ordnungspostulat fiir o. 


2. Zu jedem Element « aus A, gibt es eine ganze Zahl g+0 aus K, 


derart, daB ge zu o, gehért. Ist nimlich om 3 x,@, die Darstellung 
i= 

von « durch eine K-Basis von A mit Koordinaten x; aus K,, so wihle 

man ein ganzes g, aus K, so, da® alle y,2; ganz werden, und ein ganzes 

g, aus K so, daB alle g,m, zu o gehdren. Letzteres geht nach dem 

zweiten Ordnungspostulat fiir 0. Dann leistet g=—g,g, das Verlangte. 

Denn die gz,w;= 9,2,;-9,,; gehéren nach der Definition von 0, zu o,. 

3. Die bei der Darstellung der Elemente aus 0, durch eine K,-Basis 
von A, in den Koordinaten auftretenden Nenner sind beschrinkt. Das 
folgt ohne weiteres aus dem dritten Ordnungspostulat fiir o. 

Angenommen nun, 0, ware keine Maximalordnung, und es wire 
Of eine o, echt umfassende Ordnung in Ap. Dann sei o* das System der- 
jenigen Elemente « aus A, die den folgenden beiden Bedingungen geniigen: 

a) « gehért zu o,;. 

b) Der gréBte gemeinsame Teiler aller g aus K, fiir die ge zu o 
gehért, ist eine Potenz von p. 

Man bestatigt zunichst wieder, daB o* eine Ordnung ist: 

1. Das erste Ordnungspostulat folgt ohne weiteres aus dem ersten 
Ordnungspostulat fiir 0; und o. 

2. Das zweite Ordnungspostulat folgt ebenfalls ohne weiteres aus dem 
zweiten Ordnungspostulat fiir o,* und o. 

3. Das dritte Ordnungspostulat ergibt sich, indem die in den Koordi- 
natennennern der Elemente aus o* méglichen Potenzen von p nach a) 
und dem dritten Ordnungspostulat fiir off beschrankt sind, wahrend nach 
b) und dem dritten Ordnungspostulat fiir 9 die in jenen Koordinaten- 
nennern mdglichen zu p primen Bestandteile beschrankt sind. 

Da nun o <0, ist, so folgt nach der Definition von o* jedenfalls 
o <o*. Um ferner aus 0,)< 07 auf 0 < o* und damit auf einen Wider- 
spruch mit der Maximaleigenschaft von o zu schlieBen, gehe ich so vor: 
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Es sei zunichst « ein beliebiges zu o>, aber nicht zu 0, gehdriges 
Element. « werde durch eine K-Basis w, von A mit Koordinaten z; aus 


M 
K, dargestellt: «= S2,m,. Ist das ganze h+0 aus K, gemaS dem 
t=1 


zweiten Ordnungspostulat so gewahit, daB alle hw, zu o, gehéren, so 
mégen die p-adischen Entwicklungen der Koordinaten z; von « derart 
abgebrochen werden, daB die Reste durch hf teilbar werden. Damit wird 
« zerspalten in ein Anfangsglied «, und einen in 0, liegenden Rest ;. 
Mit « ist auch a, ein zu o,, aber nicht zu 0, gehdriges Element; «, ge- 
hért sogar zu A. Ist ferner das ganze k +0 aus K gemaS dem zweiten 
Ordnungspostulat so gewahit, daB ka zu o gehdrt, und ist k der zu p 
prime Bestandteil von k, sowie k’ eine durch k teilbare, zu p prime Zahl 
aus K, so gehért k’«, ebenfalls zu o,;*, aber nicht zu 0,; k’a, gehdrt 
ferner natiirlich zu A, und es geniigt schlieBlich nach Konstruktion der 
Bedingung b). Daher gehért k’a, zu o*. Dagegen gehért k’«, nicht zu 0, 
weil es ja nicht einmal zu 0, gehért. Damit ist der Widerspruch 0 < o* 
nachgewiesen. 

Satz 61. Fiir ein Rechts- bzw. Links- bzw. zweiseitiges o-Ideal a 
von A ist die p-adische Grenzmenge a, ein Rechts- bzw. Links- bzw. zwei- 
seitiges 0p-Ideal von A. 

Beweis. Man bestitigt ohne weiteres, daB die Idealpostulate fiir a, 
aus denen fiir a folgen. — 

Unter einer p-Basis von a verstehe ich eine derartige K-Basis «, | 
daB erstens die a, zu a gehéren, und da zweitens die Koordinaten z, 


M 
der Elemente « = 5’z,«; aus a zu p prime Nenner haben. Die Existenz 
t=1 


einer solchen p-Basis fiir jedes a erschlieBt man in gelaufiger Weise (siche 
fiir den Spezialfall a= o in A. §4). 

Satz 62. Hine p-Basis von a ist eine 0,-Basis von a,. 

Beweis. Benutzt man eine p-Basis «, von a fiir die zu a, fiihrende 
Grenzbildung, so erkennt man sofort, daB alle a aus a bei der Darstellung 
durch sie p-adisch ganze Koordinaten haben. Da die Basiselemente <«; 
selbst zu a, gehéren, ergibt sich in der Tat, daB sie eine o,-Basis von a, 
bilden. 

Satz 63. Fiir ein o-Links- oder Rechisideal a von A ist a,=ao,. 

Beweis. Nach Satz 62 ist jedes Element « aus a, als Summe von 
M Produkten je eines Elementes a, aus a und eines Elementes x; aus der 
Maximalordnung 0, von K, darstellbar. Es ist also a, < ao,. 

Umgekehrt ist jedes Element aus ao, eine Summe endlich vieler 
Produkte je eines Elementes aus a mit einem p-adischen Grenzwert einer 














y-adische Schiefkérper und hyperkomplexe Zahlsysteme. 529 


p-adisch konvergenten Folge aus o, also eine Summe endlich vieler Grenz- 
werte p-adisch konvergenter Folgen aus a, und diese Grenzwerte gehéren 
zu a,. Es folgt also auch ao, <a,. 

Satz 64. Es gilt (ab), —a,b,. 

Beweis. Das folgt ohne weiteres aus Satz 63. 

Satz 65. Die Norm von a, ist die in der Norm von a steckende 
Potenz von p: 

N(a,) = N(a),. 

Insbesondere sind also bei gegebenem a nur endlich viele der a, von 
0, verschieden. 

Beweis. N(a), ist definiert als die in der Determinante der Uber- 
gangssubstitution von einer p- Basis fiir 9 zu einer p-Basis fiir a steckende 
Potenz von p.**) Daraus ergibt sich die Behauptung sofort nach Satz 62. 


Satz 66. Jedes Links- oder Rechisideal a in bezug auf eine Mazximal- 
ordnung 0 von A ist der Durchschnitt von A und allen ihm zugeordneten 
Idealen a, aus den A,. Hiernach ist auch umgekehrt a durch die a, 
eindeutig bestimmt. 

Insbesondere ist jede Maximalordnung 0 von A der Durchschnitt 
von A und allen thr zugeordneten Mazximalordnungen 0, der A,, d.h. auch: 

Hin Element « aus A ist dann und nur dann »ganz im Sinne o«, 
wenn es »ganz im Sinne 0,« ist fiir jedes Primideal p von K. 

Beweis. Wie sich aus der Definition der p-adischen Grenzmenge 
ergibt, ist a <a, fiir jedes p. Es bleibt also zu zeigen, da8 ein zu allen 
a, gehériges Element « aus A zu a gehdrt. 

Nach dem dritten und vierten Idealpostulat gibt es nun jedenfalls 
ganze g+0 aus K, fiir die ga zu a gehért. Die Gesamtheit dieser g 
(einschlieBlich 0) bildet ein ganzes Ideal g aus K. 

Da a zu jedem Ideal a, gehéren soll, so existiert fiir jedes p eine 


Folge «,” von Elementen aus a derart, da8 im p-adischen Sinne lim. wen” = 


ist. Sei « a+ yf gesetzt, so werden also die Koordinaten der »,” in 
bezug auf eine K-Basis w, von A durch beliebig hohe Potenzen von p 
teilbar, wenn nur » hinreichend groB gewahit wird. Nach dem dritten und 
vierten Idealpostulat existiert nun ein ganzes h+0 aus K derart, daB 
alle hw, zu a gehdren. Da die Koordinaten der y\ schlieBlich auch 
durch diejenige Potenz von p teilbar werden, die in h steckt, so existiert 
also eine zu p prime ganze Zahl h, aus K derart, da hy 7,’ m a gehért. 
Dann gehért aber auch h,« zu a, dh. hy zu g. 


*) Weil nicht notwendig eine o-Basis von o und von a vorhanden ist, ist man 
auf diese Definition von N(a) angewiesen. 
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Fiir jedes Primideal p von K existiert also in g eine zu p prime 
Zahl h,. Hiernach ist das ganze Ideal g aus K durch kein Primideal von 
K teilbar, und daher g= 0 = (1). Das bedeutet aber, daB « selbst zu a 
gehért, was zu zeigen war. — 

Ich nenne die p-adische Grenzmenge ap auch die p-Komponente 
von a. 

Satz 67. Zu jedem vorgegebenen System von Rechtsidealen a‘ in 
bezug auf die zu einer festen Maximalordnung 0 von A gehdrigen p-Kom- 
ponenten 0,, wobei nur endlich viele der a’) von 0, verschieden seien, 
gibt es ein o-Rechtsideal a, dessen p-Komponenten a, gerade die vor- 
gegebenen a‘ sind. Entsprechend fir Linksideale. 

Beweis. Wenn iiberhaupt ein o-Rechtsideal a, so leistet nach Satz tit) 
der Durchschnitt von A und allen a‘ der Behauptung Geniige. 


In der Tat ist nun dieser Durchschnitt zunichst ein o-Rechtsideal a. 
Die Idealpostulate ergeben sich nimlich wie folgt: Das erste und das 
zweite sind evident, das dritte und das vierte folgen unter Beriicksichtigung 
der Endlichkeit der Anzahl der a‘”) + o, aus Satz 66. 

Fiir das Durchschnittsideal a wird ferner a,= a‘. Zunichst ist 
namlich a, = ao, < ao, = a”. Um umgekehrt a” < a, zu zeigen, sei «'?) 
ein beliebiges Element aus a®) und w, eine — nach dem zweiten Ordnungs- 
postulat vorhandene — zu o gehérige K-Basis von A. Es sei dann 


M- 
«P= S2,m, mit x, aus K,. Ferner sei die Potenz p* so hoch gewahlt, 
‘=1 


daB sie in a‘ enthalten ist. SchlieBlich sei fiir die endlich vielen Prim- 
ideale q +p von K mit a” +0, entsprechend eine zu a” gehérige Potenz 
von q gewahlit, und diese Potenzen seien zu dem Produkt g_ vereinigt. 
Bestimmt man dann fiir jedes » >0 ein,System von Zahlen z,, aus K 
mit den Eigenschaften: 

x;, = x,;mod p**’g, 


die z;, haben héchstens Potenzen der Primidealfaktoren 
von pg im Nenner, 


M 
. . . ( . . . . . . 
und bildet mit ihnen «,”’= S'2z,,@,, so wird einerseits im p-adischen 
i= 
Sinne «‘») — lim «,”’, andererseits gehéren die a)” zu A, ferner zu a?) und 


zu allen a mit q|g wegen der Kongruenzen fiir die z;,, schlieBlich zu 


allen iibrigen a‘ =o,, weil die 2z,, diese q nicht im Nenner haben. 


(P) 


Daher gehéren die «,"' zu a, und es ist daher wirklich das beliebige Ele- 


(p) 


ment «‘'?) aus qa’) als p-adischer Grenzwert einer Folge «,” aus a dar- 
gestellt, also a <a,. — 
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Nach diesen vorbereitenden Siatzen, die in gewisser Analogie zur Priifer- 
v. Neumannschen Theorie der idealen Zahlen bei algebraischen Zahlk6rpern ***) 
stehen, entwickle ich zunichst die Theorie der zu einer festen Maximal- 
ordnung 9 von A gehdérigen zweiseitigen Ideale, indem ich sie auf die 
Theorie der zweiseitigen Ideale beziiglich der p-Komponenten 0, aus 
den A, zuriickfiihre. Ich bezeichne dabei dasjenige eindeutig bestimmte 
zweiseitige o-Ideal, dessen p-Komponente das zu p gehérige Primideal p, 
ist, wahrend fiir jedes andere q die q-Komponente gleich 0, ist, mit p. 

Satz 68. p ist ein Primideal von A. 

Beweis. p ist zunichst ein ganzes Ideal, d-h. p<o, wie sich aus 
p<p,So, und p<o, nach Satz 66 ergibt. 

Sind ferner a und 6 zweiseitige o-Ideale und ist p|ab, so folgt durch 
Grenzbildung p,|(ab), =a, 6, nach Satz 64, also p,|a, oder p,|b, wegen 
der Primidealeigenschaft von p,, und daraus nach Satz 66 durch Durch- 
schnittsbildung mit A und den iibrigen 0, schlieBlich p|a oder p|b. 


Satz 69. Die zu einer festen Maximalordnung 0 von A gehdrigen 
zweiseitigen Ideale bilden eine Abelsche Gruppe. Diese ist das direkte 
Produkt von unendlich vielen Zyklen, die den Primidealen p von K ein- 
eindeutig zugeordnet sind und durch die zugehdrigen Primideale » erzeugt 
werden. 

Diese » sind also die einzigen o-Primideale, und jedes zweiseitige 
o-Ideal a besttzt eine eindeutige Darstellung als Potenzprodukt von end- 
lich vielen Primidealen: 


a, 


a=>p,.. 


er 
i. 
Dann und nur dann ist a ganz, wenn alle Exponenten a;>0 sind. 
Es ist 
p= p*, 
wo n ein gewisser Teiler des Grades N von A ist. 


Beweis. Das ergibt sich mittels der vorstehenden Satze 60, 61, 
64 bis 68 unmittelbar aus den friiheren Sitzen 45 und 47. 


Satz 70. Die Differente d einer Maximalordnung 0 von A ist genau 
durch p"~' tetlbar *®>), 

Beweis. Auf Grund von Satz 59 geniigt es zu zeigen, daB d die 
Differente >’ = pp~* von A, zur p-Komponente , hat. 

8) H. Priifer, Neue Begriindung der algebraischen Zahlentheorie, Math. Annalen 
94 (1925). — J. v. Neumann, Zur Priiferschen Theorie der idealen Zahlen, Acta litt. 
ac scient. Szeged 2 (1926). 


%2>) Dieser Satz wurde zuerst von Herrn Brandt, in der in FuBnote ”) zitierten 
Arbeit, bewiesen. 
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Ist nun w, eine p-Basis von 0, so ist in einer von der algebraischen 
Zahlentheorie her gelaufigen Weise das mittels der linearen Gleichungen 


M 
Xm) B= en (s,d=1,..., M) 
bestimmte System 
M 
@= S2;,0 


j=l 

eine p-Basis von }~*, also nach Satz 62 auch eine o,-Basis der p-Kom- 
ponente (d~*), = b>*. Da, wiederum nach Satz 62, die w, gleichzeitig eine 
o-Basis von 0, sind, so sind ferner % nach Definition der Differente > 
von A, auch eine op-Basis von >”. Daher ist in der Tat b;'=b"™’, 
also d, ae py, pei 

Zu Satz 70 sei noch bemerkt: n hangt gema8 §1 nur von dem Prim- 
ideal p des Grundkérpers K ab, und ist somit eine Invariante fiir allie 
Maximalordnungen 9 von A. Dagegen sind } und die p nicht invariant. 
Beim Ubergang zu einer anderen Maximalordnung 0* = c~*oc — auf diese 
Weise entstehen alle solchen, c = 9 0* — treten b* = c~*dDc und p* = c~* pc 
an die Stelle von d und p. 

Ich wende mich ferner zur Theorie der einseitigen Ideale von A *). 


Satz 71. Jedes Rechtsideal in bezug auf eine Maximalordnung 0, 
von A ist Linksideal in bezug auf eine Maximalordnung 0, von A, und 
umgekehrt. 

Beweis. Das folgt nach Satz 66 ohne weiteres aus dem entsprechenden 
Satz 48 fiir die einzelnen p-Komponenten. 

Satz 72. o, und o, sind durch a eindeutig bestimmt, ndmlich 0, als 
Gesamtheit aller 4 aus A mit 4a<a, und o, als Gesamtheit aller 0 aus a 
mit ago<a. 

Beweis. Diese Gesamtheiten sind ersichtlich Ordnungen, und sie um- 
fassen die in Satz 71 festgestellten Maximalordnungen 0, bzw. o0,. — 

Tinks- und Rechtsordnung, Ideal schlechthin, gleichseitiges und un- 
gleichseitiges Ideal, ganzes Ideal, unzerlegbares Ideal, eigentliche Multi- 
plikation seien nun fiir A entsprechend definiert, wie in §7 fiir A,. 

Satz 73. Dann und nur dann ist ein Idealprodukt ab aus A eigent- 
lich, wenn die Rechtsordnung von a mit der Linksordnung von b iiber- 
einstimmt; oder also auch dann und nur dann, wenn alle Produkte a, b, 
eigentlich sind. 

*) Die folgenden S&tze haben wieder die Brandtsche Theorie der einseitigen 
Ideale zum Vorbild. Vgl. FuSnote *). 
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Beweis. Wie der Beweis von Satz 50. — Die Existenz des Rezi- 
proken a~' ist hier durch Zuriickfiihrung auf die a, nach den Satzen 66, 67 
trivial: a~* ist dasjenige Ideal, dessen Komponten die a,” sind. 

Satz 74. Die sdmtlichen Ideale aus A bdilden im Sinne der eigent- 
lichen Multiplikation ein Gruppoid mit den Mazximalordnungen von A als 
Einhetten. 

Beweis. Das folgt aus den Satzen 71 bis 73 und der schon eben fest- 
gestellten Existenz des Reziproken. 


Satz 75. Zwei Ideale a,b aus A stehen dann und nur dann in der 
Beziehung: 
b ist Tetler von a, 
wenn sie im Sinne der eigentlichen Multiplikation in einer Beziehung 


stehen: 
a=I[br mit ganzen Idealen |, rt. 


Beweis. Das folgt ohne weiteres aus Satz52 nach den Siatzen 61, 
63, 64, 66, 67, 73. 
Satz 76. Bei etgentlicher Idealmultiplikation gilt fiir die Norm das 
Produktgesetz: 
N(ab) = N(a) N(b) *). 
Beweis. Das folgt ohne weiteres aus Satz 53 nach den Satzen 65 
und 73. 


Satz 77. Hin ganzes Ideal ist dann und nur dann unzerlegbar, wenn 
es, von sich selbst und seinen zugehdrigen Maximalordnungen abgesehen, 
keinen ganzen Teiler hat. 


Beweis. Das folgt ohne weiteres aus Satz 75. 


Satz 78. Ist u\ ein ganzes unzerlegbares Ideal aus A, und u ein Ideal 
aus A, fiir das u, =u" ist, aber alle anderen u, Maximalordnungen 
sind**), so ist u unzerlegbar. 

Beweis. Das folgt ohne weiteres aus Satz 77 nach den Siatzen 66 
und 67, oder auch aus der Definition der Unzerlegbarkeit nach den 
Satzen 73, 66, 67. 

*4) In A. § 8 findet sich dieses Gesetz nur fiir den Spezialfall eines gleichseitigen 
und eines beliebigen Idealfaktors. — Wie mir Herr Brandt mitteilt, hat jedoch Herr 
Artin in einer Hamburger Vorlesung, sowie er selbst in einem Hamburger Vortrag, 
auch schon den Beweis im allgemeinen Falle gefiihrt. 

5) Da die Rechtsordnung o, von u?) aus verschiedenen Maximalordnungen 0, 0’... 
als p-adische Grenzmenge entspringt, so gibt es verschiedene Ideale u, u’,... mit 
dieser Eigenschaft. — Mittels Satz 47 iiberlegt man sich leicht, daB zu jeder Maximal- 
ordnung 0, (sogar zu jedem endlichen System von Maximalordnungen Op ress o,,) 
eine erzeugende Maximalordnung 0 existiert. 

Mathematische Annalen. 104. 35 
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Satz 79. Jedes ganze Ideal ist im Sinne der eigentlichen Multépli- 
kation in ganze unzerlegbare Ideale des in Saiz 78 genannten Typus 
zerlegbar. 

Andere unzerlegbare Ideale gibt es nicht. 

Die zum selben p gehérigen unzerlegbaren Ideale haben dieselbe Norm. 

Beweis. Es seien p,,..., p, die endlich vielen Primideale von K, fiir 
die die Komponenten a,,,...,@p, des gegebenen ganzen Ideals a von 
Maximalordnungen verschieden sind. Ist 0, die Linksordnung von a, so sei 
zunichst a, das nach Satz 67 vorhandene eindeutig bestimmte 0, -Links- 
ideal, das als einzige wesentliche Komponente a;p, = dp, besitzt. Dessen 
Rechtsordnung sei 0,. Dann sei a, das eindeutig bestimmte o,-Linksideal, 
das als einzige wesentliche Komponente ae», = dp, besitzt. So fortfahrend 
erhalt man die Ideale a,,...,a,, deren Produkt a,...a, eigentlich ist. 
Nach Satz 64 sind dessen Komponenten gerade die Komponenten von a. 
Nach Satz 66 hat man also im Sinne der eigentlichen Multiplikation die 
Zerlegung 

a= 4a,...a,. 
Die Faktoren a; zerfallen ferner, entsprechend einer Zerlegung der jp, 
gemaB Satz 55, in unzerlegbare Faktoren vom in Satz 78 genannten Typus. 

Nach den Satzen 56 und 65 haben unzerlegbare Ideale dieses Typus, 
die zum selben p gehéren, dieselbe Norm (eine Potenz von p). 

Andere unzerlegbare Ideale kann es nach dem ersten Teil des Beweises 
nicht geben. 

Satz 80. Die Anzahl der unzerlegbaren Faktoren im Sinne von Satz 79 
ist eine Invariante fiir alle méglichen Zerlegungen. 

Beweis. Das folgt ohne weiteres aus Satz 57. 

Satz 81. Insbesondere ist ein Primideal p, fiir das p =p" ist, das 
eigentliche Produkt von k =~ unzerlegbaren Faktoren. 


Beweis. Das folgt ohne weiteres aus Satz 58. 


Halle, den 26. Februar 1930. 


(Eingegangen am 18. 6. 1930.) 
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Einleitung’). 


Diese Arbeit setzt sich zum Ziel einen Satz iiber Zerlegung in direkte 
primaire Summanden des Ranges 1 und zugehdérigen Isomorphiesatz fiir 
unendliche Abelsche Gruppen aufzufinden, der dem bekannten Basissatz fiir 
endliche Abelsche Gruppen entspricht. 

Nachdem engere spezielle Fille von unendlichen Abelschen Gruppen 
von F. Levi und H. Priifer untersucht worden waren, schuf H. Priifer dann 
die entscheidenden Methoden fiir die Untersuchung des allgemeinen Pro- 
blems in P 1 und P 2. Er erkannte, daS ein Zerlegungssatz fiir beliebige 
Abelsche Gruppen sich nicht aufstellen laBt, und legte seinen Untersuchungen 
eine gewisse Sonderklasse, seine sogenannten idealen Gruppen zugrunde. 
Diese Klasse ist, wie er zeigte, immerhin so allgemein, daB man jede be- 
liebige Abelsche Gruppe in eine ideale einbetten kann. Es gelang Priifer, 
die Zerlegung idealer Gruppen mit endlich vielen direkten Summanden zu 


1) Diese Arbeit hat im Mai 1930 der mathematisch-naturwissenschattlichen Fa- 
kultaét der Universitat Erlangen als Inauguraldissertation vorgelegen. Meinem Lehrer 
Herrn W. Krull bin ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit wie fiir die unermiidliche 
Unterstiitzung bei Abfassung derselben zu gréB8tem Dank verpflichtet. 
35* 
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erhalten und Methoden zu entwickeln, die uns hier nach leichter Verallge- 
meinerung im allgemeinsten Falle zum Ziele fiihren. 

Wir wihlen eine etwas andere Darstellung als Herr Priifer. Nach be- 
kannten Mustern*) stellen wir eine unendliche Abelsche Gruppe als topo- 
logischen Punktraum dar, indem wir jedes Gruppenelement als einen Punkt 
auffassen und gewisse Untergruppen (sie gehéren zu den Priiferschen ,,groBen 
Untergruppen“) mit ihren Restklassen zu Umgebungen machen. Dabei 
kénnen, je nach Wahl des Untergruppensystems, wesentlich verschiedene 
(nicht homéomorphe) topologische Raume entstehen. Priifers ideale Gruppen 
haben dann als topologische Punktraume eine Abgeschlossenheitseigenschaft, 
die sich ungefahr mit der Eigenschaft kompakter Raume vergleichen laBt**). 
Doch ist diese Eigenschaft insoforn eine relative, als sie von der Wahl des 
Untergruppensystems, also von der gewahlten Topologisierung abhingt. 
Eine Gruppe kann nach einem Untergruppensystem, also bei einer gewissen 
Topologisierung, abgeschlossen sein, einen kompakten Raum bilden; nach 
einem andern System nicht. 

Wir bezeichnen die idealen Gruppen wegen ihrer topologischen Eigen- 
schaft in dieser Arbeit als abgeschlossene Gruppen. Die topologische Wen- 
dung la§t die wichtigen Sondereigenschaften der abgeschlossenen (= idealen) 
Gruppen klarer zutage treten. 

Bei zweckmaBiger Ubertragung der Begriffe zyklische Gruppe, Ordnung, 
direkte Summe, insbesondere Einfiihrung unendlicher Summen von Gruppen- 
elementen*) gelangt man zu dem gesuchten Zerlegungssatz. 

Betrachtet man gewdhnliche Abelsche Gruppen als verallgemeinerte 
Abelsche Gruppen‘) mit ganzrationalem Operatorenbereich, so laBt sich bei 
den abgeschlossenen Gruppen der Operatorenring auf ,natiirliche Weise“ 


*) Vgl. PZ, v. Neumann, Zur Theorie der Priiferschen idealen Zahlen, B., K. 
28) Es ist die Eigenschaft der Bikompaktheit. Vgl. P. Alexandroff, Math. An- 
nalen 92, 8. 260. 

*) Die Einfithrung unendlicher Summen von Gruppenelementen geht nach einer 
freundlichen brieflichen Mitteilung von Herrn G. Kéthe parallel zu dessen Einfiihrung 
unendlicher Summen von Ringelementen in transzendent vollreduziblen Ringen. (Vgl. 
Abstrakte Theorie nichtkommutativer Ringe mit einer Anwendung auf die Darstel- 
lungstheorie kontinuierlicher Gruppen, Math. Annalen 103 (1930), S.545—572.) Doch 
wihrend Herr Kéthe auf diesen Begriff die Definition unendlicher direkter Summen 
von Ringen stiitzt, miissen wir die Definition unendlicher direkter Summen von Grup- 
pen anders fassen (vgl. Def. 3,$3), um sicher zu sein, daB wir wieder eine abge- 
schlossene Gruppe erhalten. Wir weisen dann nachtraglich die Aquivalenz unserer 
Definition mit der Kétheschen nach (Satz 3, § 3). 

*) Verallgemeinerte Abelsche Gruppen sind Abelsche Gruppen, bei denen fiir alle 
Elemente distributive Operatoren erklirt sind. -Vgl. W. Krull, Theorie und Anwendung 
der verallgemeinerten Abelschen Gruppen, Heidelberger Sitzungsberichte oder die 
Wiedergabe bei Haupt, Algebra S. 617. 
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abschlieBen zum Ring der ganzen g-adischen®) Zahlen, den man genau so wie 
die abgeschlossenen Gruppen erhalt, wenn man nach Priifer-v. Neumannschem 
Vorbild*) auf die Gruppe der ganzen rationalen Zahlen ebenfalls die Topo- 
logie anwendet. 

Die abgeschlossenen Gruppen, die durch den Zerlegungssatz einen ein- 
fachen Aufbau erhalten, sind auch mathematisch wichtig. Es sind gerade 
die, von denen W. Krull in K. gezeigt hat, daB sie allein in der Theorie 
der unendlichen relativ-Abelschen Kérper eine Rolle spielen. Auf diesen 
Punkt gedenke ich spater einmal zuriickzukommen. 

Wir wollen noch einen kurzen Uberblick iiber die Anordnung im ein- 
zelnen geben. In § 1 werden zum groBen Teil aus P1 bekannte Tatsachen 
iiber groBe Untergruppen abgeleitet. In § 2 werden die abgeschlossenen 
Gruppen topologisch gekennzeichnet und ihre Eigenschaften behandelt. 
§ 3 enthalt die Definition des direkten Durchschnitts und der direkten 
Summe, ferner zwei Satze iiber die Aquivalenz dieser Begriffie und einen 
fiir die Behandlung allgemeinster abgeschlossener Gruppen fundamentalen 
Konstruktionssatz. § 4 bis 6 enthalten gruppentheoretische Uberlegungen: 
Die Zerlegung in direkte primaire Summanden, die Konstruktion direkter 
Summanden des Ranges 1, die den endlichen zyklischen Summanden ent- 
sprechen. § 7 enthalt den Beweis des Zerlegungssatzes, § 8 den des Iso- 
morphie- und Auswechselsatzes**). Hiermit ist die allgemeine Theorie der 
abgeschlossenen Gruppen erledigt. Es bleiben noch drei wichtige Fragen 
offen. Erstens: Wie verhalten sich die nichtabgeschlossenen Gruppen zu 
den abgeschlossenen? Wir zeigen in § 9, daB man zu jeder beliebigen un- 
endlichen Abelschen Gruppe @ eine abgeschlossene Hiille  konstruieren 
kann, d. h. eine abgeschlossene Obergruppe, die aus lauter Hiufungspunkten 
von ®& besteht. Die Konstruktion ist i. allg. auf mehrere Weisen méglich. 
Wir untersuchen und beantworten daher zweitens in § 9 die Frage: Wie 
verhalten sich alle verschiedenen abgeschlossenen Hiillen von % zueinander? 
Es wird sich ergeben, daB sie alle zu Quotientengruppen einer ,,gréBten™ 
unter ihnen isomorph sind. SchlieBlich geben wir in § 10 noch ein Beispiel 
einer Gruppe, die bei zwei verschiedenen Topologisierungen als abgeschlossener 
topologischer Raum anzusehen ist, und zeigen, daB aber wenigstens bei 
geeigneter Festlegung des Operatorenbereiches die Zerlegungen der Gruppe 





5) Unter dem Ring der g-adischen Zahlen soll der Ring der zu den rationalen 
Zahlen gehérigen idealen Zahlen (PZ) verstanden werden, nicht wie bei Hensel der 
der formalen Potenzreihen in g. 

*) Vgl. PZ. Die Umgebungen sind hier die Gruppen der durch eine feste ganze 
rationale Zahl teilbaren Elemente und deren Restklassen, 


**) Von hier bis zum Ende des Absatzes bei der Korrektur (November 1930) 
zugefiigt. 





538 St. Pietrkowski. 


bis auf Isomorphie identisch sind. Als Anhang bringen wir ein Beispiel 
einer nicht abgeschlossenen und nicht zerlegbaren Gruppe und schlieBen 
diese dann nach dem Vorbilde von § * ab. 

Die Definitionen dieser Arbeit staramen mit Ausnahme der topologischen 
Fassung und der unendlichen direkten Summe schon von Priifer (P 1 und 
P 2). Die Saétze aus den Paragraphen 1, 4, 5, 6 sind zum Teil ebenfalls 
von Priifer, insbesondere der ganze § 6 mit Ausnahme des Hilfssatzes. Die 
mitgeteilten Beweise sind mit Ausnahme der des § 6 fast alle neu. In § 6 
glaubten wir des Zusammenhangs haiber die Priiferschen Konstruktionen 
und Beweise noch einmal anfiihren zu miissen. 


Bezeichnungen. 


In dieser Arbeit werden Gruppen additiv geschrieben. Das Zeichen 
fiir die Gruppenverkniipfung ist also +-. Das Nullelement bezeichnen wir 
mit w. Fiir die Anwendung eines Operators verwenden wir das Zeichen -. 
Unter der Vereinigungsgruppe einer Menge von Untergruppen einer Gruppe 
verstehen wir die Gruppe der Summen aus je einem Element aus je endlich 
vielen Gruppen der Menge. Unter der durch das Element « reprisentierten 
Restklasse*) einer Untergruppe in G: (« +-%) verstehen wir die Gesamt- 
heit der Elemente, die Summe aus « und einem Element von § sind. 
Diese Elemente sind alle Lésungen der Kongruenz 


f=a(h), di modF, 


wo « ein beliebiges Element der Restklasse ist. Die Vereinigungsgruppe 
heiBt direkte Summe von endlich vielen Gruppen, wenn jede Gruppe mit 
der Vereinigungsgruppe aller iibrigen nur w zum Durchschnitt hat. 


§ 1. 
GroBe Untergruppen‘*). 


Ein wichtiges Hilfsmittel der Untersuchungen der folgenden Abschnitte 
werden die groBen Untergruppen sein. Wir fiihren diesen Begriff hier fiir 
verallgemeinerte Abelsche Gruppen mit ganz rationalem Operatorenring 
== gewohnliche Abelsche Gruppen ein, obwohl die folgenden Satze sich fiir 
jeden kommutativen Operatorenring mit Hauptidealzerlegung beweisen lassen. 

Wie immer bei verallgemeinerten Abelschen Gruppen, sollen als Unter- 
gruppen nur die gewdhnlichen Untergruppen betrachtet werden, deren 
Operatorenbereich mit dem der Gesamtgruppe identisch ist. Die Begriffe 





*) Restklasse = Nebenschar = Nebengruppe. 

*) Alle Satze bis auf Satz 5 stammen aus P 1. Die Beweise, die angegeben sind, 
sind neu, die anderen sehe man in P 1, S. 181/182 nach. Der Priiferschen Definition 
der groBen Untergruppen haben wir eine andere Fassung gegeben. 
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,5umme zweier Gruppen“, ,,.Restklasse nach einer Untergruppe“ iibertragen 
sich sofort auf verallgemeinerte Abelsche Gruppen. Es gilt auch hier die 
fundamentale Beziehung 

(M+ B)|B<+A|/ (AA B). *) 


Wir ¢efinieren nun 
} tst eine groBe Untergruppe von &, wenn jede Untergruppenkette 
G > G, > GD... dF *) 
endlich ist, d.h. wenn in G\% der Untergruppenkettensatz gilt. 
Z. B. sind alle Untergruppen von endlichem Index groBe Untergruppen. 
Fiir groBe Untergruppen gelten folgende Siatze: 
Satz 1. Ist % groBe Untergruppe von 9, und 9 groBe Untergruppe 
von &, so ist % groBe Untergruppe von &. 


Ist namlich © = AU, > A, > UW, >... > F irgendeine endliche oder un- 

endliche Kette, so bilden wir YU, ~\ 9 = B,, dann ist 
9 = B, 2B, 2B, 2... 28. 

In dieser Kette kann es nach Voraussetzung nur endlich viele verschiedene 
Glieder geben. Es gibt aber auch nur endlich viele gleiche. Denn ist 
%,= B,41= +++, 80 bedeute ¢,= w+ 9, dann ist €,|9<> U,| B,. 
Wegen U,>U,,,>--. und B= B,,,—... gibt es in W,|B, eine ab- 
steigende Kette U,|B,>%,,,/B,>.... Dann gibt es aber wegen der 
Isomorphie auch eine absteigende Kette €,|9 > €,,,|>.... Diese muB 
nach Voraussetzung endlich sein, also auch die der B;, also auch die der 
Y,, w. z. b. w. 

Satz 2. Der Durchschnitt endlich vieler groBer Untergruppen ist 
selbst eine groBe Untergruppe. 


Satz 3. Ist G, groBe Untergruppe von G, % beliebige Untergruppe 
von &, so ist §, = § \ G, groBe Untergruppe von F. 

Denn | G, ist Obergruppe von (G, + §) | G,<+F!|F,. Da G, grohe 
Untergruppe von @ und damit von G, + %, so ist es %, von %. 

Ist E eine Gruppe derart, daB ein Element « in allen ihren Unter- 
gruppen vorkommt, so heiBe € durch das Element « beherrschi. 

Satz 4. € ist entweder eine endliche zyklische Gruppe von der Ord- 
nung p* (k endlich, p Primzahl) oder vom Typus der Additionsgruppe 
der rationalen Briiche, in deren Nennern alle Potenzen der Primzahl p 
vorkommen, mod 1 reduziert, w ist also immer eine groBe Untergruppe. 


*) /\ bedeute Durchschnitt, G, > G, bedeute: G, ist echte Untergruppe von G,, 
«—» bedeute holoedrische Gruppenisomorphie (hier kurz Isomorphie genannt), @ | § Quo- 
tientengruppe (Faktorgruppe). 
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Satz 5. Enthdlt die Untergruppe § von 9 das Element 5 nicht, so 
gibt es eine gréBte %, aber nicht 5 enthaltende groBe Untergruppe von 9. 
Wir ordnen die nicht in § enthaltenen Elemente von 9 wohl 


ey re, Ss [o<o] 
(o = Limeszahl entspricht kein «,). 
8, ist das erste «,,, fiir das (+ {ao,}), 6 nicht enthilt. 

Ist + + Limeszahl, %,_, schon gebildet, so sei f, das erste a,,, das 
hinter a, , steht, fiir das (%,-1-+- {@.,}) 6 nicht enthalt. 

Ist t = Limeszahl, so sei %, die Vereinigungsgruppe aller §, [o <r]. 
Da jedes Element von §, schon in einem %, [» < t] enthalten ist, so ent- 
halt %, 4 nicht. Der ProzeB bricht spitestens bei D = %, ab. Jede Ober- 
gruppe von ® enthalt 6, denn sie enthalt mindestens ein einem «,, in der 
Wohlordnung vorangehendes Element, das selbst kein £,=a,, ist. $|2 
wird durch (6+) beherrscht, D ist also gro8e Untergruppe. 

Satz 6. Jede groBe Untergruppe ) von & ist Durchschnitt endlich 
vieler groBer Untergruppen, deren Quotientengruppen durch ein Element 
beherrscht werden. 

Ist das Element 4, nicht in 9 enthalten, so konstruiere man nach 
Satz 5 eine gréBte 6, nicht enthaltende Obergruppe 9, von 9. Sind 
,, ,,.--, 9, schon konstruiert, und gibt es ein Element 6,,, aus 
9, 9,4... 9,, das nicht in 9 enthalten ist, so konstruiere man eine 
gréBte 6,,, nicht enthaltende Obergruppe 9,,, von 9. Das Verfahren 
bricht nach endlich vielen Schritten ab, weil $ groBe Untergruppe ist. 


Dann ist 
9=O.N940 Dn: 
Aus den vorhergehenden Siatzen folgt leicht 


Satz 7. Ist § groBe Untergruppe von G, so ist G|F eine abzahlbare 
Gruppe mit Elementen nur endlicher Ordnung. 


§ 2. 
Abgeschlossene Abelsche Gruppen**). 


Will man versuchen, den Zerlegungssatz fiir endliche Abelsche Gruppen 
auf unendliche Abelsche Gruppen zu iibertragen, so zeigen schon sehr ein- 
fache Beispiele (siehe Anhang), daB dies sicher nicht fiir ganz allgemeine 





%°) Die Definitionen und Satze 1 bis 7 und Hilfssatz 3 dieses Paragraphen gelten 
in Shnlicher Form auch fir nichtkommutative Gruppen. Vgl. B., 8. 220ff., wo die ab- 
geschlossenen Hiillen der S-Gruppen ungefaéhr unseren abgeschlossenen Gruppen ent- 
sprechen. Sie werden sich wohl auch leicht fir beliebige verallgemeinerte Abelsche 
Gruppen iibertragen lassen. 
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unendliche Abelsche Gruppen méglich ist. Wir legen daher eine besondere 
Klasse von unendlichen Abelschen ‘fruppen unseren Untersuchungen zu- 
grunde, fiir die wir dann die Giiltigkeit eines Zerlegungssatzes im folgenden 
nachweisen. Es wird sich zeigen, daB jede unendliche Abelsche Gruppe in 
eine Gruppe unserer Sonderklasse eingebettet werden kann, so da8 uns der 
Zerlegungssatz auch iiber allgemeinste Abelsche Gruppen Auskunft gibt. 

Damit die Eigenschaften unserer Sonderklasse unendlicher Abelscher 
Gruppen — wir nennen sie abgeschlossene Gruppen — besser zur Geltung 
kommen, stellen wir eine unendliche Abelsche Gruppe als topologischen 
Punktraum dar*™), indem wir jedes Gruppenelement zu einem Punkte 
machen und gewisse Untergruppen mit ihren Restklassen als Umgebungen 
einfiihren. 

Wir definieren daher: 


Eine abgeschlossene Gruppe & ist eine Abelsche Gruppe, die folgenden 
Postulaten geniigt: 


1. Man kann in © ein System von groBen Untergruppen mit ihren 
Restklassen so auswahlen, da es ein topologisches Umgebungssystem bildet, 
und daB 

2. jedes vertrdgliche Kongruenzensystem™) nach den groBen Unter- 
gruppen dieses Systems in G eine Lésung hat**) **). 

Hierbei soll unser Umgebungssystem gegeniiber den von Hausdorff, 
Mengenlehre, 2. Aufl. 8. 228 aufgestellten Axiomen folgenden verschiarften ‘**) 
Bedingungen geniigen: 

B’. Jede Umgebung ist Umgebung aller ihrer Punkte. 

C’. Der Durchschnitt zweier Umgebungen ist selbst eine Umgebung. 


1. ist fiir jede Abelsche Gruppe erfiillbar durch das System aller grofen 
Untergruppen mit ihren Restklassen. Denn Axiom A ist selbstverstindlich 
erfiillt, Offenheitsaxiom B’ ebenfalls, da jede Restklasse nach einer groBen 
Umgebungsuntergruppe fiir alle ihre Elemente Umgebung ist. Durchschnitts- 
axiom ©’ wird mit Satz 2 §1 bewiesen. Auch das Trennungsaxiom D ist 
erfiillt, denn seien «, 8 zwei Elemente von y,+-,, wo 9, groBe Untergruppe ist, 


it) Vgl. Anm. *). 

12) Ein Kongruenzensystem soll vertriglich heiBen, wenn je endlich viele Kon- 
gruenzen eine gemeinsame Lésung haben. 

18) Vgl. die analoge Definition der idealen Gruppen in P 2, 8S. 223 ff. 

™4) Die so definierten abgeschlossenen Gruppen @ haben die Eigenschaft, da8 
sie in jedem umfassenden Gruppenraum © relativ abgeschlossen sind, dessen Um- 
gebungen mit G entweder eine Umgebung von & zum Durchschnitt haben oder die 
Nullmenge, und der so beschaffen ist, daB jede Umgebung von @ Durchschnitt einer 
Umgebung von 9 mit © ist. 
148) Die Verschirfung ist jedoch nur eine scheinbare. 
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so konstruiere man nach Satz 5 §1 eine gréBte (« — #) nicht enthaltende 
Untergruppe , von ®. (« +9) A (7,+9,), (B+9,) 0 (7, +9) sind 
punktfremd und nach Satz 2, § 1 Umgebungen, die zudem in (y,+ 9,) 
hegen. 

Zu 2. ist zu bemerken, daB ein vertrigliches Kongruenzensystem nach 
allen groBen Umgebungsuntergruppen sicher héchstens eine Lésung hat, weil 
nach 1. das Trennungsaxiom gilt. 

Bei unseren Untersuchungen spielen nur gewisse Untergruppen einer 
abgeschlossenen Gruppe eine Rolle. Diese ,,abgeschlossenen“ Untergruppen 
miissen folgendem Postulat geniigen: 

3. Jede abgeschlossene Untergruppe von @ ist im topologischen Sinne 
relativ © abgeschlossen. 

Satz 1. Jede relativ zur abgeschlossenen Gruppe © abgeschlossene 
Untergruppe % tst eine abgeschlossene Gruppe, d.h. geniigt den Postulaten 
1 und 2. 

Unter dem Umgebungssystem einer abgeschlossenen Untergruppe § 
von & sind die Untergruppen %, von % mit ihren Restklassen zu verstehen, 
die Durchschnitt groBer Umgebungsuntergruppen @, von & mit § sind. 
Die §, sind groBe Untergruppen in § (vgl. Satz 3 §1), die mit ihren Rest- 
klassen in 9 die Umgebungsaxiome erfiillen. 

Ein vertragliches Kongruenzensystem nach allen %, bestimmt eindeutig 
ein vertragliches Kongruenzensystem nach allen %,, das daher in & eine 
Lésung 5 hat. Dieser Punkt 6 ist aber ein Hp**) von § in G, denn in 
jeder seiner Umgebungen kommt mindestens ein Element von § vor. Also 
gehért 5 schon zu § und jedes vertrigliche Kongruenzensystem nach groBen 
Umgebungsuntergruppen von % hat in § eine Lésung. 

Man sieht sofort, daB mit 9% auch jede Restklasse von % zugleich ab- 
geschlossen oder nicht abgeschlussen ist. Deshalb ist im folgenden bei Ab- 
geschlossenheit immer nur von Gruppen die Rede. 

Satz 2. Jede Umgebung ist in © abgeschlossen. 

Jede Umgebung Ul ist offen. Ebenso die Restklassen (« + U1) [« == (U)] 
und deren Vereinigungsmenge %. Also ist li Komplement der offenen 


Menge &% in @, und daher relativ @ abgeschlossen, also nach Satz 2 ab- 
geschlossen **). 


Satz 3. Jede Obergruppe einer Umgebung \l und jede ihrer Rest- 
klassen %& ist abgeschlossen. 


%%) Hp bedeute cinen a-Punkt im Hausdorfischen Sinne, d. h. einen Punkt, in 
dessen jeder Umgebung mindestens ein Punkt der zugehérigen Menge liegt. Mengen- 
lehre 2. Aufl. 8. 112. 

1®) Dieser elegante Beweis stammt von B., 8. 210. 
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U ist offen, ebenso seine in YW enthaltenen Restklassen. Also ist WW 
offen und nach dem Schlu8 im Beweise von Satz 2 auch abgeschlossen. 

Wir kénnen und wollen daher unser bisheriges Umgebungssystem er- 
weitern durch alle Restklassen nach Obergruppen unserer bisherigen Um- 
gebungen. Das neue System ist mit dem alten aquivalent im Hausdorfischen 
Sinne, denn jede Umgebung des neuen Systems enthalt eine Umgebung des 
alten Systems und umgekehrt. 

Die Wichtigkeit gerade der grofen abgeschlossenen Untergruppen er- 
gibt sich einerseits aus der Ubersichtlichkeit ihrer Quotientengruppen. andrer- 
seits aus folgendem Satz: 

Satz 4. Jede abgeschlossene Untergruppe % einer abgeschlossenen 
Gruppe & ist Durchschnitt groBer Umgebungsuntergruppen. 

Durchlaufe ©, alle (abgeschlossenen) Umgebungsuntergruppen von 
und bedeute © = G+ %. Alle 9, sind nach Satz 3 auch Umgebungs- 
gruppen von &. f sei ein Element, das in allen 9, vorkomme. Es geniige 
dem vertriglichen Kongruenzensysteme in & 


B= 8, (G,) 
und damit auch dem vertraglichen Kongruenzensystem in @ 
B = B, (9,). 


Da f Element von 9, fiir jedes o, so mu8 auch f, Element von 9, sein. 
Also ist 8,=9,+7,, Wo p, aus §, 7, aus G,. 8 geniigt also dem ver- 
triglichen Kongruenzensystem in & 

b= 9, (G,). 
Es gibt also in jeder Umgebung von f ein Element von %. Dann ist ~ 
aber Hp von % und damit Element von %. Die 9, haben also genau § 
zum Durchschnitt. 

Aus dem Beweise von Satz 4 folgt sofort 

Satz 5. Die Gruppe % sei eine abgeschlossene Untergruppe der ab- 
geschlossenen Gruppe ©. Dann ist die Gruppe @|% abgeschlossen hin- 
sichtlich des Umgebungssystems aus allen 9,|% und thren Restklassen, 
wo 9, alle Umgebungsgruppen von % durchlaufe, die Obergruppen von 
% sind. 

Satz 6. Die Summe endlich vieler und der Durchschnitt beliebig 
vieler abgeschlossener Gruppen ist abgeschlossen. 

Fiir den Durchschnitt behauptet der Satz eine bekannte topologische 
Tatsache. Sind G, und G, abgeschlossene Gruppen, so sind es auch G, -\ G, 
und nach Satz 5 G,|G,~\ G,. Wegen (G, + G,) | G++ G,| G, > G, ist 
(G, + G,)|G, abgeschlossen hinsichtlich der Umgebungen, die Umgebungen 
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von &,-+ @, sind und G, enthalten. Da jeder Hp von (G,+ G,), der 
nicht Hp von G, ist, also nicht zu G, und damit zu (G, + G,) gehért, 
einen Hp von (G,-+ G,)|G, reprisentiert, ist (G,-+ G,) abgeschlossen. 

Unser Umgebungssystem © enthialt alle beziiglich © ab- 
geschlossenen groBen Untergruppen von ©. Denn diese sind nach 
Satz 4 Durchschnitt groBer Umgebungsuntergruppen von ©. Sie sind sogar 
schon Durchschnitt endlich vieler, weil sie groBe Untergruppen sind, und 
daher nach Umgebungsaxiom C’ schon in ©. Unser Umgebungssystem ist 
also in gewissem Sinne maximal. 

Mit Hilfe dieser Saitze kénnen wir nun die fundamentale Eigenschaft 
einer abgeschlossenen Gruppe und ihrer abgeschlossenen Untergruppen her- 
leiten, von der im folgenden immer wieder Gebrauch gemacht wird. 

Satz 7. Jedes vertragliche Kongruenzensystem nach abgeschlossenen Unter- 
gruppen einer abgeschlossenen Gruppe & hat in & mindestens eine Losung. 

Denn man kann aus diesem System nach Satz 4 ein vertriigliches 
Kongruenzensystem nach Umgebungsuntergruppen von & ableiten, das nach 
Postulat 2 mindestens eine Lésung in © hat. 

Eine feinere Eigenschaft der vertriglichen Kongruenzensysteme nach 
beliebigen abgeschlossenen Untergruppen zeigt uns folgender oft zu_ver- 
wendender 

Hilfssatz 1. Durchlaufe %, ein System abgeschlossener Untergruppen 
der abgeschlossenen Gruppe &, das die Higenschaft hat, mit je endlich 
vielen Gruppen auch deren Durchschnitt zu enthalten. Und sei 


f=a, (5) 
ein vertrdgliches Kongruenzensystem nach allen },, in dem die «, aus 


einer abgeschlossenen Gruppe U gewdhlt werden kénnen, dann hat das 
Kongruenzensystem mindestens ein Element von YU zur Lésung. 


Nach Satz7 hat das Kongruenzensystem in & iiberhaupt eine Lésung. Sind 
g = Go, (Bo,) 
g = Ga,, (Bon) 
beliebige endlich viele Kongruenzen des Systems, so haben diese nach 
Voraussetzung eine Lésung. Eine solche ist, wenn ¥,,, = Ju, \ Bo, --- O Bon 
bedeutet, das Element «,, aus %, das auf der rechten Seite der Kongruenz 
€ = Or, (Se,) 
des Systems steht. Es gilt dann 
&, — Co, = w (Fo,) 
&,, — &, =o (WM) 
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Also auch 
O,,— Gq, = w (AA Fo,). 

Wir bezeichnen die abgeschlossenen Gruppen &/\ §, mit W,. Das Kon- 
gruenzensystem in A 

f=a, (U,) 
ist nach dem Vorhergehenden dann vertriglich, denn «,, ist eine gemein- 
same Lésung von 

é = Go, (Y.,,) 

g = Gq, (W.,) 


g = Qo, (U,,,) 


in &. Nach Satz 7 hat daher das Kongruenzensystem eine Lésung in Y, 
die dann zugleich Lésung von 

F=a, (§,) 

ist, w. z. b. w. 

Wir wollen nun sehen, wie die kleinste abgeschlossene Untergruppe 
{a}**) der abgeschlossenen Gruppe © aussieht, die das Element « von & 
und seine ganzrationalen Vielfachen enthalt. Dazu ist nur nétig, die Hp 
der Gruppe der ganzrationalen Vielfachen von a in @ zu suchen. Sei # 
ein solcher. Dann geniigt er dem vertriglichen Kongruenzensystem 


(1) B=n,-a (G,) (nm, ganzrational), 


wo &, die groBen Umgebungsgruppen von © durchliuft. Da ©, groBe 
Untergruppe von @ ist, ist nach Satz 7, § 1 schon ein endliches Vielfaches 
von « in &, enthalten. Sei m,-a« das kleinste. Dann und nur dann ist 
(1) vertrdglich, hat also einen gesuchten Hp zur Lésung, wenn 


(2) z =n, (m,) 
vertraglich ist. (2) definiert aber nach PZ eine oder mehrere g-adische 


Zahlen g. 
Die Lésung £ von (1) bezeichnen wir dann mit 


B= @-a. 
Damit sind fiir jedes « aus @ alle g-adischen Vielfachen auf ,natiirliche 


Weise“ definiert. © wird nun im folgenden als verallgemeinerte Abelsche 
Gruppe mit g-adischem Operatorenbereich aufgefabt'**). 


*") {a} werden wir auch als die durch das Element « erzeugte Gruppe be- 
zeichnen. 

178) Man sieht sofort, daB die so definierten g-adischen Operatoren einen Ring 
bilden und distributiv sind. 
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Wenn die m, nicht gerade alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen, 
so sind die g i. a. nicht eindeutig bestimmt, sondern nur modulo der Ge- 
samtheit aller g-adischen Zahlen, die dem Kongruenzensystem nach allen m, 


(3) y = 0(m,) 
geniigen. Sie bilden ein Ideal o,. Fiir jede Zahl aus dem Ideal 0, ist: 
yao. 


Wir nennen das so definierte Ideal 0, die Ordnung von «**). 


Die Ordnung von « ist in jeder abgeschlossenen Ober- und Unter- 
gruppe von © dieselbe, da die Operatoren dieselben sind. Elemente a, 
die im iiblichen Sinne eine endliche Ordnung (0,) **) haben, haben sie auch 
nach vorstehender Definition, denn « hat (0,) schon in der abgeschlossenen 
Untergruppe {«} zur Ordnung. 


Satz 8. In der abgeschlossenen Gruppe G ist die durch « ,,erzeugte“ 
Gruppe {a}, die Gruppe aller g-adischen Vieljachen von «, eine abge- 
schlossene Gruppe. 

Satz 9. Ist % eine gewdhnliche Untergruppe der abgeschlossenen 
Gruppe &, die relativ G abgeschlossen ist, so enthdlt sie mit jedem Ele- 
ment auch alle g-adischen Vielfachen. 

Denn mit « enthailt % auch die kleinste abgeschlossene Gruppe, die 
« enthalt. Das ist aber {a}, wie aus dem Beweis von Satz 8 zu sehen ist. 

Hilfssatz 2. Jede verallgemeinerte Abelsche Gruppe & mit g-adischem 
Operatorenring, in der der Untergruppenkettensatz™) gilt, in der also w 
groBe Untergruppe ist, ist auf eine einzige Weise abgeschlossen. 

Denn was fiir ein Umgebungssystem auch zugrunde gelegt wird, « ist als 
groBe Untergruppe Durchschnitt endlich vieler Umgebungsgruppen (Trennungs- 
axiom) und damit relativ G abgeschlossen. Nach Satz 3 § 2 ist damit jede 
Untergruppe von @ abgeschlossen relativ &. Da also bei ganz beliebiger 
Wahl des Umgebungssystems alle Untergruppen relativ % abgeschlossen sind, 
wahlen wir eine absteigende Untergruppenkette mit ihren Restklassen als Um- 
gebungssystem. Da diese nur endlich viele Gruppen enthiilt, ist jedes ver- 
tragliche Kongruenzensystem lésbar. Die Postulate 1 und 2 sind also erfiillt. 

Hilfssatz 3. Ist ¥ eine abgeschlossene Untergruppe der abgeschlossenen 
Gruppe G, die das Element 5 aus & nicht enthdlt, so gibt es eine grdpte 
%, aber nicht 5 enthaltende abgeschlossene Untergruppe ) von &. 


18) {a} ist also eine verallgemeinerte Abelsche Gruppe, deren Operatorenbereich 
isomorph ist zum Restklassenring des Ringes der ganzen g-adischen Zahlen nach o0,. 
™) (0,) bedeutet das durch die ganze rationale Zahl o, erzeugte Hauptideal. 


*°) Der Untergruppenkettensatz sagt aus, daB jede absteigende Kette endlich ist. 
Vgl. Def. § 1. 
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Sei | % irgendeine abgeschlossene groBe Untergruppe von @|%, die 
das Element (6+ 9%) nicht enthalt. Es gibt ein solches $, denn nach 
Satz 4 §2 ist der Durchschnitt aller 9 gleich %, enthilt also (6 + 3) 
nicht. © ist abgeschlossene groBe Untergruppe von @. Wir konstruieren 
nach Satz 5 § 1 eine gréBte 4 nicht enthaltende Obergruppe § von 9. Diese 


ist als Obergruppe einer Umgebung nach Satz 3 § 2 selbst abgeschlossen 
und daher die gesuchte Gruppe. 


§ 3. 
Direkter Durchschnitt und direkte Summe. 
Wir miissen nun zwei wichtige neue Begriffe einfiihren: Die direkte 
Summe und den direkten Durchschnitt abgeschlossener Gruppen. 
Definition 1%): (... G,...) ™) sed eine Menge abgeschlossener Unter- 
gruppen der abgeschlossenen Gruppe G. Ist jedes beliebige Kongruenzen- 
system nach allen G, vertrdglich und ist 46,= m**), ist also jedes 


Kongruenzensystem nach allen &, in © lésbar, so soll G der direkte 
Durchschnitt aller G|G_ heiBen**): 


(1) A G =o. 
Wir fiihren nun neve Gruppen %, ein durch 
(2 ) 4,9 = ve 4 
Wegen (1) gilt dann 
(3) oe 6,= @. 
Es ist aber auch: 
(4) 3+ G,= G. 


Denn geniigt das Element 6 von % dem Kongruenzensystem: 
d6=06, (G,) [...1...], *) 
so ist dieses die Summe der gleichfalls vertriglichen Kongruenzensysteme 
F=o (G,) [t+0]; ¢=4, (G,) 
und 
E= od, (G,) [t+ 0]; f= (G,), 
deren Lésungen py, bzw. y, Elemente von §, bzw. &, sind, und 


5=9,+ 7.5 
womit (4) bewiesen ist. 


*1) Vgl. P2, 8. 232. 

*) ¢ durchlauft eine beliebige Indexmenge. 
*%) 4G, bedeutet Durchschnitt aller G,. 

ae Val. Anm. *). 

*) [...¢...] bedeutet irgendeine Indexmenge. 
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®. ist als Durchschnitt abgeschlossener Gruppen selbst abgeschlossen. 
Jede Restklasse nach @, hat einen und nur einen Reprasentanten in %,. 
Irgendein Element « von & geniige dem Kongruenzensystem 
(5) é=a, (G) [...t...], 
wobei die « aus den %, gewahlt sein mégen. Dann wollen wir « auch be- 
zeichnen als die unendliche Summe 
(6) a= Sa. 


Definition 2. In der abgeschlossenen Gruppe & soll die unendliche 
Summe a=a,+a,+...+@+... 
existieren, wenn es eine direkte Durchschnittszerlegung von © in 

(..-, G| G,, ..-) 
gibt, so dap «, Element von %,, wobei die %, dieselbe Bedeutung wie oben 
haben. Es ist dann « eindeutig bestimmt durch 
c= a, (G,) as 

Es ist also die abgeschlossene Gruppe &% isomorph zur Gruppe der 
unendlichen Summen aus je einem Element von Gruppen %,, die durch 
eine direkte Durchschnittszerlegung von @ bestimmt sind. 

Unter > Y, soll im folgenden die abgeschlossene Hiille der Vereinigungs- 


Tu 0 dee Gre n 
oe - ae, nS | ee 


verstanden werden. Wir nennen > %, kurz Summe aller Y%,. 


Definition 3. Sind (...U,,...)[...0...] abgeschlossene Untergruppen 
der abgeschlossenen Gruppe & und ist G= > YU,, ist weiter UA >_ A =o, 
o ata 
so soll & die direkte Summe der U, heiBen. 
Zur Bezeichnung der direkten Summe schreiben wir ¥ statt > und @ 
statt +. ®— ry 


a 


Wir beweisen nun die folgenden Aquivalenzsitze fiir direkte Summe 
und direkten Durchschnitt. 


Aquivalenzsatz 1. Ist G die direkte Summe der Untergruppen 
aS 
G=Ds. 
und bedeutet G_ die Gruppe 


Gg, = = Be» 
so ist © der direkte Durchschnitt aller ©|G.,. 





(2 


Je 
Te 
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Nach der Definition der direkten Summe ist immer 
(20) GS = GPF,.- 


Jede Restklasse von G, in @ ist durch ein einziges Element von %, 
reprisentierbar. 
Je endlich viele Kongruenzen 

E=a,, (G,,) 


(21) 


SOx, (G.,,) (Gn, aus Om) 


haben die gemeinsame Lésung e,,a.,Q ...Dax,. Jedes Kongruenzen- 
system nach allen ©_ ist also vertriglich und damit lésbar. Jedes Kon- 
gruenzensystem nach allen @, ist sogar eindeutig lésbar, denn: 


(22) 46,=4( 28) =o, 


w. z. b. w. 


é 


Aquivalenzsatz 2. Ist die abgeschlossene Gruppe @ direkter Durch- 
schnitt der Gruppen 


(... G|G,. ...) 
und bedeutet 


o,.= 4% ’ 
so ist G die direkte Summe aller §,: 
G = 23.- 

a) Die %, bilden eine direkte Summe. Denn nach Voraussetzung ist 
5.\ 6, =4G6,=m. G, enthilt aber die abgeschlossene Hiille der Ver- 
einigungsgruppe aller %, [t+ 0}. 

b) Jedes Element y von @ ist einzige Lésung eines vertriglichen 


Kongruenzensystems nach allen &,. Da © PF,—G, kann man fiir die 
rechten Seiten der Kongruenzen Elemente aus 5%, wahlen. Nach Hilfs- 


¢ 
satz 1 §2 ist dann aber dies Element y Element von Y%,. Also G= J §,. 
w. z. b. w. ol : 


Direkte Summe und direkter Durchschnitt sind also vollkommen aqui- 
valent. Daraus folgt der 


Satz 3. Die unendliche Summe von Gruppenelementen 
a=)'a, 
a 


existiert dann und nur dann, wenn es eine direkte Summenzerlegung von 
® gibt, so daB G= SF, und a, aus §,. 


Mathematische Annalen. 104. 36 
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Uber die Méglichkeit, von einer Gruppe nacheinander direkte Sum- 
manden abzuspalten, gibt uns der folgende Konstruktionssatz Auskunft, 
der fiir das ganze Folgende von grundlegender Wichtigkeit ist, da er zur 
Konstruktion einer Zerlegung der Gruppe benutzt werden muB. 

Konstruktionssatz. Sind §,, §.,---, %>---3 G,, Gy, ..., G,,-.. [oe] 
wohlgeordnete Mengen abgeschlossener Untergruppen der abgeschlossenen 
Gruppe @ und ist 


6 = G08: 
6, = G.0% 
G., a 6.0%. (wenn t + Limeszahl), 


G,=— 4 G,; S,=@ (wenn t = Limeszahl), 
so haben wir die Zerlegung 
O= F3.0,4,0.— 25.08, 
Den Beweis fiihren wir durch transfinite Induktion. Der Satz ist 
richtig fir 9 =1. Wir nehmen an, er gelte fiir 9 < pw. 
1. w ist keine Limeszahl. Dann ist 


(7) G= Py 5-DG,-1= 2 5.O3,04,= F3HG,. 


oSnu-1 


2. « ist Limeszahl. Zur Abkiirzung fiihren wir die Gruppen 


(8) C= ZS. («<6 Su) 
ein. Unser Satz stellt sich dann so dar: 
(9) G= Sf DG,. 


a) Wir beweisen zunichst: SG = Y §,[2 <u] ist eine direkte Summe 


und damit a fortiori Gf [A <2]. Fiir 2< yu kann die Behauptung schon 
als bewiesen gelten: SG = 3'%,. Dann ist 


(10) G = SF * DF. PG. = FD (ST'DG,), 
also 
(11) 3. (SI7DG,.) = w {[xa< yp]. 


Nun enthilt (S7~'G)@,.) die Gruppe "S Se, woraus fiir jedes %_, folgt: 
o+n2 


: oS 
(12) 5 al 2 Fo= ow. 
Ss‘ ist also direkte Summe und wir haben die Formeln 
(13) Gi= LF; G=-SATHSh: («<b Sr<zl. 
osu 
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b) Jedes vertragliche Kongruenzensystem 
(14) f=a, (G,) [x7< p]) 
ist eindeutig lésbar mod G,, denn A Gs = @,. Die «, kénnen, da die 
Richtigkeit des Satzes 1 fiir 1 <  vorausgesetzt wird, aus den Gy ge- 
wahlt werden, d.h. jedes a, ist aus ©j'. Setzt man an Stelle der §, die 


G_, an Stelle von & aber Gf in unseren Hilfssatz 1 von § 2 ein, so sieht 
man, daB alle Elemente von G| 4 Ox = = @|G, durch Elemente von Sf 


reprasentiert werden kénnen: 
(15) G = Sf + W,. 
c) Sf + G, ist sogar eine direkte Summe 
(16) = (9) G6=S'OG,. 
Um das zu beweisen, zeigen wir zuniachst 
(17) Sf nA G, = Sei; [x< p]. 


Denn es ist ja nach a): Sf'= S'@G*,,. Fiir jedes Element 5 von Sy 
gibt es daher eine Zerlegung: 6= 6.4)46_,,, wo 6,,6,,, Elemente von 
So, Sf; sind. Soll 6 zugleich zu @, gehéren, so muB 6—4d_,,—6, zu 
@_ gehéren, denn 6_,, ist Element der Untergruppe 65,, von G_. Dann 
ist aber 6. =, da G, Sj =a nach Voraussetzung fiir 2 < uv. Also 
ist 6 = 6,,, schon in 6%,, 


(18) Sf A G.= Shi. 
Also ist 
(19) orn 6, = orn ee te 4 (Sf \G,) = ot lensSogn) ira: 
w. z. b. w. 
§ 4. 


Zerlegung in primaire Summanden *), 

Aus der Definition der unendlichen Summe ergibt sich, wenn « = ¥ «, 
und g-« =o ist, daB g-c,— ist fiir alle o. Ist umgekehrt g-«, =m 
fiir alle o, so ist g-e« =a. Daraus folgt 

Satz 1. Das Ordnungsideal einer unendlichen direkten Summe ist 
der Durchschnitt der Ordnungsideale der Summanden. 


Die Ordnung einer direkten Summe ist also das kleinste gemeinschaft- 
liche Vielfache der Ordnungen der Summanden. 


*) Die analoge direkte Durchschnittszerlegung wird schon in P2, 8. 232 be- 
wiesen. 
86* 
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Wir wollen die Ordnung eines Elementes primar zu p gehérig nennen, 
wenn seine Ordaung ein Primirideal mit der Basis p* (k = 1, 2, ...) oder p® ist. 
Eine Quotientengruppe soll primar heiSen, wenn sie es als Gruppe betrachtet 
ist, d.h. wenn jede ihrer Restklassen primaire zu p gehérige Ordnung hat. 

Hauptsatz 1. Hine abgeschlossene Gruppe © ist auf eine einzige 
Weise so als direkie Summe von primaren Gruppen §, darstellbar, dap 
zu jeder Primzahl héchstens eine gehért. 

Wir setzen %, gleich der Gruppe der é,-fachen von , wo é, die zu p 
gehérige Haupteinheit **) ist. 

1, §, ist primar zu p gehdrig. Denn ist (0)**) die Ordnung eines 
Elementes «= é,-8 von %,, ©, die p-Komponente von 0, 80 ist (0,) 
Teiler von (6). Da aber schon 0,-«=06,-é,-«=0-«—q@ ist, so ist 
auch (6) Teiler von (0,): (0)=(0,). 

2. %, ist abgeschlossen. Denn geniigt der Hp 6 von §, dem ver- 
triglichen Kongruenzensystem 


B=B, (G,)[...¢...], 
wo @, alle Umgebungsgruppen von © durchliuft, so kann man die £, 
aus %, wahlen. Die Ordnung von (f,-+ @,) in G|G, ist ein Teiler der 
Ordnung von f,, also primar zu p gehérig und zudem endlich. Es ist daher 
p**p=am (G,) (fiir alle oa), 
d. h. die Ordnung von # ist selbst primar. 

3. gehéren alle Elemente 6 von G mit zu p gehériger Ordnung selbst 
zu %,- Denn es ist ¢,-f=— £; (1—é,)-B=o. Da niamlich (1—é,) 
alle Komponenten 1, nur die p-Komponente 0 hat, ist (1 — é,) in jedem zu 
p gehdrigen Primarideal enthalten, also Vielfaches der Ordnung von #. 

4. }§,=@G. Denn nach PZ ist l-a=—@, -a@é,-«@.... Dab 
die Summe direkt ist, ist klar. 

Die Darstellung ist eindeutig, weil %, als Gruppe aller Elemente mit 
zu p gehériger primarer Ordnung eindeutig bestimmt ist. Damit ist der 
Hauptsatz 1 bewiesen. 

Vermége des Aquivalenzsatzes 1 § 3 folgt: 

Hauptsatz la. @ ist auf eine einzige Art als direkter Durch- 
schnitt primdrer Quotientengruppen S|, darstellbar, von denen zu jeder 
Primzahl héchstens eine gehort. 





*) Vgl. PZ. Es ist @,-7,=%,, @,-@,=0 (p+q). 

**) Die Ordnung von « ist ein durch 3 erzeugtes Hauptideal (6) = 0, im Ring 
der ganzen g-adischen Zahlen, wenn man von- dessen Idealen verlangt, daB sie auch 
alle existierenden unendlichen Summen ihrer Elemente enthalten. Denn alle solchen 
Ideale sind, wie man leicht zeigen kann, immer Hauptideale. 








a ae 6 ne 
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Fiir jedes Element «@ einer zu p gehdrigen primaren Gruppe ist 
ee = a, Ist r die kleinste der Zahlen 1, 2,..., co, fiir die fiir alle 
Elemente « einer solchen Gruppe p”-e,-« = gilt, so ist der Operatoren- 
bereich einer solchen Gruppe isomorph zum Ring der ganzen p-adischen 
Zahlen (fiir r= co) oder zum Restklassenring nach p’ (fiir r + 00). 


§ 5. 
Definitionen und Gruppentypen. 


Im folgenden betrachten wir der Einfachheit halber nur primare zu p 
gehérige Gruppen, deren Operatorenbereich, da sie Untergruppen der 
Gruppen %, aus dem § 4 sind, sich auf die ganzen p-adischen Zahlen 
reduziert. 


Definition 1%). Ist « ein Element der abgeschlossenen Gruppe 
und k der héchste Exponent, fiir den die Gleichung p*-& =« in © lésbar 
ist, so soll p* die Héhe von « in & heifen. Ist die Gleichung fiir jedes 
ganze k lésbar, so soll p® die Héhe von « in & heiBen. 


Die Héhe der Summe zweier Elemente ist ein Vielfaches des 
gréBten gemeinschaftlichen Teilers der Héhen dieser Elemente. Die 
Hohe einer direkten (auch unendlichen) Summe*) von Gruppen- 
elementen ist genau der gréBte gemeinschaftliche Teiler der Héhen der 
Summanden. 


Definition 2**). Hine abgeschlossene Untergruppe § der abge- 
schlossenen Gruppe W, in der jedes Element dieselbe Hohe hat wie in G, 
soll eine Servanzuntergruppe heiBen. 


Satz 1°). Jeder direkte Summand § einer abgeschlossenen Gruppe © 
ist eine Servanzuntergruppe von &. 

Satz 1 lat sich aber nicht umkehren. Der Begriff der Servanzgruppe 
ist weiter als der des direkten Summanden. 

An die Stelle der zyklischen Gruppen bei den endlichen Abelschen 
Gruppen treten hier die Gruppen vom Range 1: 

Definition 3™). Hine Gruppe heift vom Range 1, wenn von je 
zwei Elementen eines g-adisches Vielfaches des anderen ist. 

Da wir auch hier, wie im folgenden immer, nur primaire zu p ge- 


hérige Gruppen betrachten wollen, so ist schon ein Element von zweien 
p-adisches Vielfaches des anderen. 


°°) Vgl. Pl, S. 177. 
*®) Die unendlichen Summen miissen natiirlich einen Sinn haben. 
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Man sieht leicht ein: In einer primaren Gruppe des Ranges 1 
haben alle Elemente entweder zugleich endliche Ordnung oder die Ord- 
nung p®. 

In einer Gruppe des Ranges 1 haben alle Elemente endliche Héhe 
oder die Héhe p®. Gibt es niamlich in der Gruppe ein Element « der 
Hohe p® und ein Element f der Héhe 1, so muB «@ ein Vielfaches von £ 
sein, etwa « — 6-8. Ist nun p*-«,—«, so miissen auch p-a,, PG, .. 
Vielfache von f sein, weil sie eine gréBere Héhe haben. Dann muB8 aber 
b = p-b, = p?-b, = ..» durch jede beliebige Potenz von p teilbar sein: 
(6) =(p”). Dann ist aber 

a=b-p=b.é,-f=0-B=o. 

Wir kénnen jetzt die Gruppen vom Range 1 einteilen in: 

a) Gruppen von Elementen nur endlicher Ordnung und nur endlicher 
Hohe. Abkiirzung: 3” (k =1, 2, ...); 

b) Gruppen von Elementen nur endlicher Ordnung und nur unend- 
licher Héhe. Abkiirzung: 3,~; 

c) Gruppen von Elementen nur unendlicher Ordnung und nur end- 
licher Hohe. Abkiirzung: 8”°; 

d) Gruppen von Elementen nur unendlicher Ordnung und nur unend- 
licher Héhe. Abkiirzung: 372. 

Der Typus a) umfaBt alle und nur die endlichen zyklischen Gruppen 
von der Ordnung p’*. 

Der Typus b) enthalt wenigstens ein Element 6 der Ordnung p. Da 
jedes Element der Gruppe gréBere oder gleiche Ordnung hat wie 6, und 
die durch ein Element erzeugten Untergruppen, d.h. die Gruppen der 
p-adischen Vielfachen eines Elementes, die einzigen sind, ist 6 p-adisches 
Vielfaches jedes Elementes der Gruppe und kommt in jeder Untergruppe 
vor. Die Gruppen 8,« sind also die von einem Element beherrschten 
Gruppen des §1. Sie sind alle untereinander und zur Additionsgruppe 
aller Briiche, in deren Nenner eine Potenz von p steht, mod1 reduziert, 
isomorph. 

Der Typus c) 3”° enthalt wenigstens ein Element « der Hohe 1. Die 
Gruppe ist dann die Gruppe aller p-adischen Vielfachen von «, die alle 
verschieden sind. Alle 8”° sind daher isomorph zur Additionsgruppe der 
ganzen p-adischen Zahlen. 


Der Typus d) 8)< hat nur Untergruppen vom Typus 3”. Er ist 
daher isomorph zur Additionsgruppe des Kérpers aller p-adischen Zahlen. 
Die Typen 3,2, 3”, 32 sind eindeutig bestimmt, der Typus 3”” 
hat je nach der Anzahl p* seiner Elemente abzihlbar viele Méglichkeiten. 





i, eaten. Go foe ~~, _— 
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§ 6. 
Konstruktion direkter Summanden vom Range 1**). 

Fiir die folgenden Untersuchungen brauchen wir den 

Hilfssatz 1. Die Gruppe p*-G der Elemente der abgeschlossenen 
Gruppe @, deren Hohe ein Vielfaches von p* ist, ist abgeschlossen. 

Die Elemente « von p*-@ lassen sich darstellen als « = p*-d, wo 6 
Element aus %. Durchlaufe @, die Umgebungsgruppen von @. Der 
Hp £ von p*-@ geniige dem vertriglichen Kongruenzsystem 
(1) p=a,=p*-B, (G,) [o<@]. 
Die Gesamtheit der Elemente £,, fiir die p*-8,=«, (@,), bilden eine 
Restklasse nach @,,, der Gruppe der Elemente von @, deren p*-fache 
in &, liegen. @,, ist als Obergruppe der Umgebung @, abgeschlossen. 
Es gilt dann fiir alle solchen £, zugleich 
(2) Bb, =y, (G,,), mit festem y,. 

Da (1) vertriglich ist, hat das endliche Teilsystem 
B = p* Bo, (G,,) 


ee a Ne BD UG ae 


Ee NE 

B = p* Ban (Gon) 

p= p* B, (%,), 
wo G,,, Ga,, ..-, Go, beliebige endlich viele der G, und G, = G,,7\ G7... Ge, 
gleichfalls eine Umgebung ist, eine gemeinsame Lésung. Das hei®t aber 


(4) p* (Bb: — Ba,) = @ (G,,) (¢ =1, 2,...). 
Daraus folgt 

(5) B. = Ya; (Go,x)- (¢=1, er * 
Das Kongruenzensystem 

(6) n=y, (G,,) 


ist also vertraglich und hat daher mindestens eine Lésung y. y = y, = 8,(@,,) 
also y — 8, = 7,4, WO 7,, aus G,,. 
p*(y — B.) = P* ¥e4 = (G,) 
(7) p*-y=p"p,= -(G,). 
Also ist p*-y = und damit £ in p*-G, w. z. b. w. 


%) Dieser § 6 stammt mit Ausnahme des Hilfssatzes und seiner Anwendung im 
Beweis von Satz 1 vollkommen aus P1 §§ 12, 18, P2 § 12. 
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Satz 1. Zu jedem Element « einer abgeschlossenen Gruppe G gibt 
es eine abgeschlossene Untergruppe % vom Range 1, in der a dieselbe 
Hohe hat wie in &. 

Hat « die Héhe p* und ist p*-8 =«, so ist {8} die gesuchte Gruppe. 
Hat « die Héhe p®, so gibt es fiir jedes k ein Element f, aus G, fir 
das p*-8,—=«. Bedeuten p@> p*G >... die Gruppen der p-ten, p?-ten, ... 
Vielfachen der Elemente von ©, die nach dem Hilfssatz abgeschlossen 
sind, &” die selbstverstindlich abgeschlossene Gruppe aller Elemente der 
Ordnung p, so ist das Kongruenzensystem 


(8) Ree 


a = 2. eS Ow ee te oa. Pe & 


vertriglich, denn fir m>n ist p™-*8,=p"~*B, (p"-*@G), weil ja 
p"~*(p™-"B,, — B,) in (p"~*@) ist. Es hat also mindestens eine Lésung «,, 
fiir die noch p-a,=« ist. a, hat die Héhe p”, denn es ist fiir jedes /, 
wegen «, = p'f,,, (p'G \ G"), a, =p'(» —B,,,), Wo » ein geeignetes 
Element aus & ist. 

Zu «, konstruieren wir wie vorhin ein «, der Hohe p®, fiir das p-«, = o, 
ist usw. Dann kénnen wir 


(9) F = {, @,, Oy, ...,H,,..-} 


setzen, wo {«, @,,@,.-.,@,,...} die abgeschlossene Hiille der Vereinigungs- 
gruppe aller {a,}**) bedeutet. Die so konstruierten Gruppen sind nicht 
immer Servanzuntergruppen von %, doch immer in folgenden wichtigen Fallen: 

Satz 2. Zu jedem « der Ordnung p der abgeschlossenen Gruppe © 
gibt es eine « enthaltende Servanzuntergruppe des Ranges 1. 

Diese ist die im Beweis von Satz 1 konstruierte Gruppe 3%. 

Satz 3. Hnthdlt die Gruppe © kein Element endlicher Ordnung, 
so tst jedes Element « in einer Servanzuntergruppe des Ranges 1 enthalten. 

In einer solchen Gruppe gibt es keine zwei Elemente £,, 8, fiir die 
p"-B,= p*. B, = « ist, denn (8, — B,) hatte ja sonst die endliche Ordnung p*. 
Darum ist die Gruppe %§ aus Satz 1 auch hier die gesuchte Gruppe. Denn 
entweder hat jedes Element die Héhe p@ oder § ist {8}, wo f die 
Hohe 1 hat. Hitte y= p’28 (é Einheit) die Héhe p* [s >r], so giibe 
es in & ein 7,, so daB p’**y,=y. Da dann (py,—2é) von der Ord- 
nung p’ ware, miBte p-y,=—éf sein. Dann hitte # aber nicht die 
Hohe 1. ° 


*) Vgl. Anm. "*). 
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Die in den letzten beiden Satzen konstruierten speziellen Servanzunter- 
gruppen des Ranges 1 sind aber zugleich direkte Summanden, denn es gilt: 

Satz 4. Ist % eine Servanzuntergruppe des Ranges 1 von W, die 
ein Element « der Ordnung p enthdlt, so ist § ein direkter Summand 
von & G= FOOD. 

Hat « die Héhe p* und ist p*-6 =a; f,a aus %, so sei (p***-G) 
die Gruppe der p***-fachen von @. Man suche nach Hilfssatz 3 § 2 
eine gréBte abgeschlossene Obergruppe von (p***-@), die « nicht enthilt. 
Sie heiBe . | wird durch (« + $) beherrscht. Ist p"y, = «a, y, aus Ff, 
so hat (y,+) in G|H genau die Ordnung p"**, denn sonst wire 
p"-y"=« in  enthalten. G|H enthilt keine Restklasse (6+ 9) der 
Ordnung p***, da ja p***-6d in § enthalten ist. Da G|% und § zyklisch 
sind von derselben Ordnung p***, und weil die Elemente von % Rest- 
klassen derselben Ordnung von | repriisentieren, so reprisentieren sie 
auch alle Restklassen von G|O: G=FPH. Hat « die Hohe p*, so 
kann § als eine beliebige gréBte abgeschlossene « nicht enthaltende Unter- 
gruppe gewahlt werden. 

Satz 5. Enthdlt die abgeschlossene Gruppe 5 kein Element end- 
licher Ordnung, so ist eine « enthaltende Servanzuntergruppe des Ranges 1 
ein direkter Summand. 

Wird § durch ein Element / der Hohe 1 erzeugt, 3 = {/}, so sei , 
eine gréBte p*, aber nicht p*~*, also auch nicht 8 enthaltende abge- 
schlossene Untergruppe von 9, _,; ®,=@G. |, wird durch (f+ 9,) 


erzeugt. Es sei 4 H,=.  enthalt kein Element von {7}. G| 
k=1 
wird durch (f + §) erzeugt. Also ist 
G=FOS. 
Wird % nicht durch ein Element erzeugt, so sei « beliebig aus %. 


 erhalt man wie vorher. Nur wird jetzt G|O, durch («+ ,) nicht 
erzeugt, sondern beherrscht. ,|9 wird durch (« + 9) erzeugt. 


§ 7. 
Zerlegung einer abgeschlossenen Gruppe in direkte Summanden 
des Ranges 1. 


Jetzt haben wir alle Hilfsmittel gewonnen, um eine abgeschlossene 
Gruppe zu zerlegen. Die Zerlegung voliziehen wir in zwei Schritten. 

Satz 1. Hine abgeschlossene Gruppe & ist die direkte Summe zweier 
Gruppen E und Ul. ©, die abgeschlossene Hiille der Gruppe aller Elemente 
endlicher Ordnung von &, ist eindeutig, Ul, eine Gruppe von Elementen 
nur unendlicher Ordnung p™, daher bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. 
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Wir ordnen die Elemente von @ wohl. Am Anfang stehen alle Ele- 
mente endlicher Ordnung von &. Einer Limeszahl » entspreche kein «,. 
@ == Oy, Wy, «+2, Gy «+. [o<rt]. 
Wir spalten die zu den Elementen der Ordnung p gehérigen direkten Sum- 
manden des Ranges 1 nacheinander so ab: Fiir » < wu gelte schon 
G, .= 3, 0G, (wenn » + Limeszahl) , 
4 @,=6,; F =o (wenn » = Limeszahl). 


o<y 


Ist dann «,, das erste Element aus den «,, das die Ordnung p hat und 
in @,_, enthalten ist, so sei %, ein direkter Summand des Ranges 1 
von @ der a, enthalt. Dann ist 


' 6, _.=3,04,,. 
Fiir eine Limeszahi » werde §, = @ und G, = A @, gesetzt. Dann sind 
o<p 
die Voraussetzungen des Konstruktionssatzes § 3 erfiillt und es ist also 
6-25.06,-EGU, 
ene 


u-1? 


wo 


E=2%3.; U=G,. 
*Se 


U enthalt nach Konstruktion nur Elemente der Ordnung p®. Jedes 
Element endlicher Ordnung ist in € enthalten, denn das ist wahr fiir die 
Elemente der Ordnung p. Die Behauptung sei schon bewiesen fiir die Ele- 
mente der Ordnung p*. Ist « ein Element der Ordnung p***, so ist 
p-«= 8 in € enthalten. Da € als direkter Summand Servanzuntergruppe 
ist, gibt es in € ein y, so dab py=f. (a —y) ist dann von der Ord- 
nung p, also in €. Dann ist aber auch a@ in &. 

Wenn die Ordnungen der Elemente endlicher Ordnung in € nicht be- 
schrinkt sind, enthalt € auch Haufungspunkte der Ordnung p®. Da €& 
eindeutig bestimmt ist, ist Ul bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. 
u «+ G|€. Aus der Konstruktion folgt sofort 

Satz 2. € ist die direkte Summe von Summanden des Ranges 1. 

Wir kénnen wieder wie oben mit Hilfe von Satz 5 §6 nacheinander 
direkte Summanden des Ranges 1 von Ul abspalten. Dann folgt auch fiir Ul: 

Satz 3. Ul tst die direkte Summe von Summanden des Ranges 1. 

Damit und mit Hauptsatz 1 § 4 haben wir bewiesen den 


Hauptsatz 2. Jede abgeschlossene Gruppe ist direkte Summe von 
primaren Summanden des Ranges 1, also auch direkter Durchschnitt von 
primaren direkten Quotientengruppen des Ranges 1. 
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§ 8. 


Isomorphiesatz. 


I.-Satz. Ist die abgeschlossene Gruppe G auf zwei verschiedene Arten 
als direkte Summe von primdren Gruppen des Ranges 1 darstellbar: 


(1) O-3.O%O-..-TB,, 
(2) G=3,03.0-.-=2L3., 


o<pu 
so lassen sich die Summanden der Zerlegung (1) eineindeutig denen der 
Zerlegung (2) so zwordnen, da entsprechende Gruppen isomorph sind. 
Wegen Hauptsatz 1 brauchen beim Beweis des [.-Satzes nur primaire 
Gruppen betrachtet zu werden. 
Wir fassen in den beiden Zerlegungen die Summanden gleichen Typs 
zusammen und erhalten die leichtverstindlichen Gruppenbezeichnungen 


I”, Tye, T””, Te 
©”, T., T”, Te. 
Der 1.-Satz behauptet nun: 
Zwei entsprechende Gruppen, etwa X” und I”, sind isomorph und 


ihre Summanden vom Range 1 lassen sich einander eineindeutig zuordnen. 
Diese Behauptungen wollen wir nun beweisen. Es ist 


(3) C) EI" Gio GI" Oia, 


bzw. 


(4) G= SI" OT- OI" OUe. 
=1 


Die abgeschlossene Hiille € der Elemente endlicher Ordnung von © ist 
von der Zerlegung von @& unabhiangig eindeutig bestimmt 


(5) E=SI" Oo, 


k=1 
(6) E=FT"OT,-. 


Denn einerseits ist € Obergruppe von Sx" und von {,.o, andrerseits 
k=1 


auch Untergruppe von D> r” @ T,o, weil E kein Element enthalten kann, 
k=1 


das eine T”°- oder £?2-Komponente hat, die von @ verschieden ist. 
Aus (5) und (6) folgt 


(7) U= To Hi’ <+ Te OI” =u, 
da beide Gruppen isomorph sind zu @|€. 
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Die Gruppe der Elemente der Héhe p“ von € ist ebenfalls von der 
Zerlegung von & unabhangig. Sie ist 


(8) Io = Tye. 
Denn ein Element von & mit einer von verschiedenen {”-Komponente 
hat eine endliche Héhe, die Teiler von p* ist. — Da «+, kénnen wir 


die Zerlegung von ll auf ll abbilden. Wir erhalten dann zwei verschiedene 
Zerlegungen von ll: aN 

U=2"" Oo = I’ Oe, 
worin dann ’"<+T?", T2o<+T22. Die von der Zerlegung unab- 
hangige Gruppe der Elemente der Héhe p” von WU ist 


(9) +o = t- <> Tre 
und daher 
(10) U| Tyo > FP? FP FT”. 


Wir zeigen nun zunichst: T” «+ T”. 

Wir bilden dazu die von der Zerlegung von & unabhiangige Gruppe D” 
der Elemente der Ordnung p von ©. Diese ist abgeschlossen. Denn sei « 
ein Hp von ©” in & und durchlaufe &, alle Umgebungsgruppen von G, 
so geniigt « dem vertriglichen Kongruenzsystem: 

a=«, (G,), 
worin die «, aus D” gewahlt werden kénnen. 
p-c=p-¢,=o(G,), da «, aus D”. 
Also ist p-a =m, «@ gehért zu D”, w. z. b. w. 
Der Zerlegung (5) bzw. (6) entspricht die Zerlegung 


(11) 0" => (I")!" Hl) Px” 
bzw. aia 
(12) D” =S(E")" DE)! OP’, 


worin (z” ]” die Gruppe der Elemente der Ordnung p von T” * bedeutet. 
(=”]’, [I,~]” sind wieder abgeschlossene Gruppen. 

In ©” bestimmen wir nun die Gruppe p-©” **) der Elemente, deren 
Hohe in @ ein Vielfaches von p ist. Diese ist nach Hilfssatz 1 § 6 abge- 
schlossen und von der Zerlegung von & und ©” unabhiangig. Den Zer- 
legungen (11) und (12) von ” entsprechen die Zerlegungen 


(13) pO" = S(I")"S(De)’, 
(14) po? = S(T" [Lpo]?. 


%) Vgl. Hilfssatz 1 $6. 
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Denn einerseits enthalten die rechts stehenden Gruppen nur Elemente der 
Hohe p‘ {1 >1), andrerseits hat ein Element von 0” mit einer T’-Kom- 
ponente « + die Héhe 1, gehért also nicht zu pO”. Es ist daher 

(15) T’<+T?, 

weil beide Gruppen isomorph zu ©”|p©” sind, w. z. b. w. 

Wie vorhin bei U, Ul schlieBen wir, da8 wir nur jeweils zwei verschiedene 
Zerlegungen von &” bzw. T”” bzw. T?> zu untersuchen haben. 

Fir ©’, E”", TPS beweisen wir jetzt den sogenannten Auswechsel- 
satz, der etwas mehr aussagt als der I.-Satz. Da der Beweis fiir alle drei 
Gruppen in vielen Teilen gleich verliuft, bezeichnen wir die drei Gruppen 
an solchen Stellen mit dem gemeinsamen Buchstaben T. 


A-Satz. Sind 
(16) T= 3, 
: 23 
a7) t= 33, 


Sr 
zwet verachiedene Zerlegungen von & in direkte Summanden des Ranges 1, 
so laBt sich die Menge I der 3, so neu wohilordnen, daf fiir jedes 
ust gilt 
(18,) I=-F30D ¥ 3B, 


rsa w+1iS+rse 


Limeszahlen y und »’ sollen im Satze 3, 3, = entsprechen. Ins- 
besondere ergibt der Satz o = 1; denn wegen (17) ist T| © 8,<+w, wegen 
B) Sr 
(18,) ist dazu Z| P3,+> J 3, 
Sr r+1Srsoe 


woraus o <t folgt. Ware aber o <1, so ergibe sich 


(18,) T= 53,, 
was (17) widerspricht. ee 
Den Beweis des A.-Satzes fiihren wir mit transfiniter Induktion. Setzen 
wit 3,= 35=«, so gilt der Satz fiir «—1. Er gelte fiir w <2. 
a) 4 sei keine Limeszahl. 
Nach Voraussetzung haben wir eine Teilmenge I, , der Menge M 


aller 3,-: 3o, By» ---» B,_, 80 wohlgeordnet, dab 

(18,_,) t res x 38 Py 3,- 

Das Komplement von %, in % bezeichnen wir mit f,. Die direkte Summe 
aller Gruppen aus Rt, sei mit {9,} bezeichnet. 


Wir wiahlen eine Gruppe 8, aus der Restmenge —,_,, so daB jedes 
ihrer Elemente eine von w verschiedene §,-Komponente in der Zerlegung 
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(18, _,) hat, und daB jedes Element von 8, Komponente eines Elementes 
von 8, ist. 

Dazu mu8 man, im Falle T = T”, 8, so wiahlen, daB sein erzeugendes 
Element &@ eine von @ verschiedene §,-Komponente « hat. Kine solche 
Gruppe 8, laBt sich finden, denn sonst ware schon {R,_,}@Q Y 3,=T" 


Unter 5 : rSi-1 
ntergruppe von be =<. 


Im Falle T= T”” hat man 8, so zu wihlen, daB das erzeugende 
Element von 8, eine 3,-Komponente hat, die 8, erzeugt. Dann ist wieder 
jedes Element von 8, Komponente eines Elementes von 3,. Ein solches 
8, laBt sich finden, denn sonst wire Pe. a > B.OP-8, Ober- 


isrs 


gruppe von ¥ 3, {R,_,} =I", wo p-B, die Gruppe der p-fachen 
vSi-1 
von 8, bedeutet. 


Im Falle = = T?> braucht man 8, nur so zu wihlen, da ein be- 
liebiges Element @ von 8, eine von w verschiedene 8,-Komponente 7 
hat. Denn ist <=~P@y, wo f aus 8,, y ows YRGD FT B, 

rSi-i A+isrvse 
und p*-@,—@, so ist a, das einzige Element, das einer solchen Glei- 
chung geniigt, denn die Differenz zweier solcher Elemente hatte die Ord- 
nung p* statt p®. Daher ist, wenn p*f,— , 8, aus 3,, p*-7,=y7, 


y, as Y ZG TY 3B, &£=—f,@7,- Also hat jedes Element von 


rZi-1 i+1Z+se 
B, eine 8,-Komponente B=, und jedes Element von 3, ist Kompo- 
nente eines Elementes von §,. Der Existenzbeweis fiir die Gruppe 8, wird 
wie bei E” gefiihrt. 
Fiir die so fiir T konstruierte Gruppe 8, ist 
B® FS 8)NB=o, 


\wSi-i A+1 
din( S30 FS 8,) wegen (18,_,) kein Element mit von @ ver- 
*Si-1 A+1Svse j 


schiedener 8,-Komponente enthalten ist. 
(33,060 FS 8,) ist daher eine direkte Summe und es ist 


wsa A+1Srsoa 
(18,) T=F30 TF 38,- 
vsSi At+isrvse 
Denn einerseits ist die links stehende Gruppe eine Untergruppe von T, 
hat andrerseits irgendein Element @ von 8, die 8,-Komponente « in 
(18,_,), so ist @ Element der links stehenden Gruppe. Also ist 3, und 


damit © 3,0 SY 38,=T Untergmppe der Gruppe r3.0 ea 
Asvsea ySi 


v<i-1 Atisvse 
w. z. b. w. 
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b) Wenn 4 Limeszahl ist. 
Bezeichnen wir 2. 8, mit %,, 23, mit Y%, so ist wegen der 
<4 


et+igrse 

Giiltigkeit des A.-Satzes fiir «<4, dh. von (18,), der Hilfssatz 1 in § 2 
anwendbar, aus dem folgt: 

8 =%+45,=2T3 
(18,) t + 4,8, 23+, 2.3 
Damit der A.-Satz auch fiir eine Limeszahl 4 vollstindig bewiesen ist, ist 
noch zu zeigen, daB hier rechts eine direkte Summe steht. Es ist also zu 
zeigen, dab 3.7 SJ 38, =a ist. Wir setzen 3 ‘\ Py 8, =¢,. 

Si sa 


4+1S+S0 


w+ 
Dann ist ae 53. Untergruppe von 8. ¥5| » 8, wird reprisen- 
rsi vsi vSu i A 
tiert durch 3 wegen (17), eine Untergruppe von » 3,| > 3, 
an sa vsi vSu 


durch €,. Die Elemente von ©, lassen sich also eineindeutig den Ele- 


menten einer Untergruppe von » § zuordnen, die Elemente von 
wtlsrsa 


: A Re RE : 

Af, also einer Untergruppe von Pe ia 2 . 3.) @. Also ist 
=AE = 3 

3 H<A ¢, = As 23%, <3) 22%, 22.3 

w. z. b. w. 


Die Behauptungen des A.-Satzes sind damit fiir Z” und T” bzw. 
t”” und ©”” bzw. TPS und TPs vollstindig bewiesen. Bleibt noch der 
Beweis fiir =” und T,~. 

In diesen Gruppen kann man den Beweis des I.-Satzes auf den schon 
gelungenen Beweis fiir Gruppen des Typus &” zuriickfiihren, da sich die 
Summanden von I” eineindeutig den direkten Summanden vom Typus 3” 
einer direkten Summenzerlegung der Gruppe p*~*-€, das ist der Gruppe 
der p*~*-fachen von ©, zuordnen lassen. Bei &,. braucht man wegen 
(8) nur alle Summanden eineindeutig einer direkten Summenzerlegung der 
Gruppe [X,o.]”, das ist der Gruppe der Elemente der Ordnung p von T)x, 
die vom Typus T” ist, zuzuordnen. 


§ 9. 
Erweiterung einer beliebigen Abelschen Gruppe zu einer 
abgeschlossenen Gruppe **). 


Wir haben uns bisher von vornherein auf abgeschlossene Gruppen 
beschrinkt, ohne uns dariiber Rechenschaft zu geben, ob das nicht eine 
zu groBe Spezialisierung ist. DaB dies nicht der Fall ist, wird sich daraus 
ergeben, daB eine beliebige Abelsche Gruppe (Operatorenbereich der ganzen 


%) Vgl. B., S. 220; P2, Kinleitung. 
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rationalen Zahlen) ( zu einer abgeschlossenen Gruppe 9 erweitert werden 
kann (abgeschlossen werden kann), so daB @ eine gewéhnliche Untergruppe 
von § wird, sogar derart, daB jedes Element von $ Hp. von © in § wird. 

Wir wihlen aus den groBen Untergruppen von © irgendein solches 
System © aus, das mit seinen Restklassen ein topologisches Umgebungs- 
system von & bildet. Durchlaufe @, alle Umgebungsgruppen von G. Wir 
bilden nun die Gruppe § aller vertriglichen Kongruenzensysteme nach 
allen G,, wobei in iiblicher Weise mit den Kongruenzensystemen gerechnet 
werden soli. § hat als Untergruppe die Gruppe aller der vertriglichen 
Kongruenzensysteme, die schon in @ eine — und wegen des Trennungs- 
axioms auch nur eine — Lésung haben. Diese Gruppe ist mit © isomorph. 
Wir identifizieren sie daher und nennen sie auch @. 

Als Umgebung in der neuen Gruppe © definieren wir die Gesamtheit 
der vertriglichen Kongruenzensysteme, in denen die Kongruenz 


(1) =«, (G,) (», «, fest) 


oder eine damit gleichwertige auftritt. Die so entstandene Umgebung ent- 
spricht der Umgebung («,-+ G,) in G. Man erhilt alle Umgebungen von 
, indem man G, alle G,, «, jeweils ein volles Reprasentantensystem der 
Restklassen von ©, durchlaufen 1aBt. 

Jede solche Umgebung ist Restklasse nach einer Umgebungsgruppe 
von §, namlich nach der, in deren Elementen immer 


&=o (G,) 
auftritt. Wir nennen sie 9,. 

Diese neuen Umgebungen erfiillen wirklich die Umgebungsaxiome. Dies 
ist fiir A, B’,C’ sofort ersichtlich. Von der Giiltigkeit des Trennungsaxioms 
iiberzeugt man sich so: 

Sind «,f zwei verschiedene Elemente der Umgebung (0,+ 9), so 
unterscheiden sie sich in mindestens einer Kongruenz nach den @,, etwa 
in der nach G,. Dann sind «+ @G,, 6+ G, punktfremde Umgebungen 
in @, «+9,, 8+, punktfremde Umgebungen in §. Also sind 
(o,+ 9) \(«+,) und (6+ 9,) \(8+,) punktfremde Umgebungen 
in (o,4-§,). Postulat 1 ist also erfiillt von 9. 

Aus der Konstruktion von § folgt, da8 fiir ein beliebiges Element 7 
von § dann und nur dann 


z=«, (9,) (u fest) 
ist, wobei «, aus @ gewahit werden soll, wenn in dem _ vertriglichen 
x definierenden Kongruenzensystem die Kongruenz 


&c= «, (G,) 


vorkommt. 





=~ © Bo FW 


A Be 24 & 


om o0: Soe. tes 2 Ot lO Mf — (Hh —s rn 7: 
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Jedes vertrigliche Kongruenzensystem 


(2) = 1, (9.) 
ist daher in 9 lésbar, da das System 
(3) f=, (G,) 


in © eine Lésung x hat. Da auf der rechten Seite der Kongruenzen immer 
Elemente aus @ gesetzt werden kénnen, ist 7 Hp. von ©. 

Postulat 2 ist also von 9 auch erfiillt. 

Unsere so konstruierte Gruppe 9 hat also alle Eigenschaften einer 
abgeschlossenen Gruppe. 

Da jedes Element von 9 Hp. von © ist, ist 9 eine kleinste, ab- 
geschlossene © enthaltende Gruppe. Ebenso gibt es kleinste, eine Unter- 
gruppe § von @ enthaltende abgeschlossene Untergruppen 9 von 9, die 
eindeutig bestimmt sind. Wir nennen § abgeschlossene Hiille von G, 
% abgeschlossene Hiille von %. 

Bei der Konstruktion der abgeschlossenen Hiille von @& war noch 
eine gewisse Willkiir bei der Wahl des definierenden Umgebungssystems 6 
gelassen, das die Topologisierung von © bestimmte. Je nach der Wahl 
von © erhalten wir verschiedene abgeschlossene Hiillen von © mit ver- 
schiedenen Zerlegungen in primare direkte Summanden des Ranges 1. Wie 
verhalten sich nun diese verschiedenen abgeschlossenen Hiillen zueinander? 

Eine ,,gréBte“ abgeschlossene Hiille G@ von @G erhilt man bei Zu- 
grundelegung des gré8tméglichsten Umgebungssystems von @, namlich des 
Systems © aller groBen Untergruppen und ihrer Restklassen. Es bedeute 
nun § eine abgeschlossene Hiille von @ beziiglich des Teilumgebungs- 
systems © von ©. Durchlauft Ul, alle in © enthaltenen groBen Unter- 
gruppen von @, so bilden die Elemente ¢, von G, in deren definierendem 
Kongruenzensystem die Kongruenzen £,=  (lU,) fiir jedes o vorkommen, 
eine relativ @ abgeschlossene Untergruppe Ge von G. Jedes vertrigliche 
Kongruenzensystem { = £, , (U, ) definiert nun einerseits ein Element von 9, 
bestimmt andererseits in @ eindeutig eine Restklasse nach Gz, und es 
ist leicht ersichtlich, daB § isomorph zu G|@z ist, und zwar in dem 
Sinne, daB abgeschlossenen Untergruppen in 9 abgeschlossene Untergruppen 
in @©| Ge entsprechen und umgekehrt. Da die Ul, nur w gemeinsam haben 
[Trennungsaxiom ], so gilt noch Gz 7 G@=o. 

Es bedeute jetzt umgekehrt @, irgendeine abgeschlossene Untergruppe 
von & mit G, \ G =a, dann gibt es eine abgeschlossene Hiille $, von G, 
die zu @|@, im obigen Sinne isomorph ist. Denn nach Satz 4 § 2 ist 
G, Durchschnitt abgeschlossener groBer Untergruppen wa G. Ist S, also die 
Gesamtheit aller groBen abgeschlossenen Untergruppen 11!” von @, die G, ent- 
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halten, und setzen wir Uy" \ G = U,”, 80 ist AUP = GA 40" =GAG,=o. 
Die U2 bilden also mit ihren Restklassen ein Umgebungssystem von ©, 


und @, ist wie oben die Gruppe der Elemente & von @, in deren de- 
finierendem Kongruenzensystem die Kongruenz £,= (Uj) fiir jedes o 
vorkommt. 

SchlieBen wir also G nach dem System G, der US” ab, so wird die 
entstehende abgeschlossene Hiille $, isomorph zu G|G,. 

Satz. Ist G die oben definierte ,grdéBte“ abgeschlossene Hiille von G, 
so besteht zwischen den abgeschlossenen Hiillen 9, von G und den ab- 
geschlossenen Untergruppen @, von G mit © G, =a eine eineindeutige 
Zuordnung : 

1. Zu jedem ©, gehért ein einziges G,, das auf die oben beschriebene 
Art durch das definierende Umgebungssystem von 9, bestimmt ist. 

2. Zu jedem G. gehort ein einziges 9, da G, ein Umgebungssystem 
von & bestimmt. 

3. Die Zuordnung 1 ist dieselbe wie die Zuordnung 2, und es gilt: 


9, +> G|G,. 


§ 10. 


Beispiel einer bei zwei verschiedenen Topologisierungen 
abgeschlossenen Gruppe. 


Wir betrachten die abgeschloesene Gruppe © = YG 8,0 8.0.-.--, 
wo Yj und die 8; vom Typus 8” sind. Die Gruppe besteht dann aus 
allen endlichen und unendlichen Summen aus je einem Element jedes direkten 
Summanden. Sind 7, ¢,,¢,,... erzeugende Elemente von ¥), 8,, 3.,---, 80 
konstruieren wir eine gewohnliche gréBte (nicht abgeschlossene) Obergruppe 9 
der (nicht abgeschlossenen) Vereinigungsgruppe & der Summanden 8, von G, 
d. h. einer Gruppe, in der nur endliche Elementesummen in den ¢, definiert 
sind, die den Hp. (, OB6,@.-..Bl,Q@...=« von ¥ nicht enthilt. Diese 
wird nach dem Muster von Satz 5 §1 konstruiert. Nach dieser Konstruktion 
werden die unendlichen Summen in den ¢, neu erklart. Die in $ enthaltenen 
unendlichen Summen behalten ihre Bedeutung als unendliche Summen bei. 
Wir bezeichnen nun als die unendliche Summe (,O6,0...0¢6,@.-.- 
nicht mehr das friiher so genannte Element «, sondern das Element 7, 
wahrend wir das friihere Element « =¢,@)¢,@>... nun zu einem von 
3,083.0.---8,@Q@.-. uwnabhingigen Element « machen. {a} =). 
Dann ist die neu aufgefaBte Gruppe @ wieder abgeschlossen, 
G6=3,03.0---B3.Q@Y, denn ‘sie enthalt wieder alle unendlichen 
Summen aus je einem Element der abgeschlossenen direkten Summanden. 





_i-~ a ee 
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@ ist mit G identisch, wenn man beide als gewéhnliche Abelsche Gruppen 
auffaBt. @ ist mit ® aber nicht homéomorph, wenn man beide als ab- 
geschlossene Gruppen auffaBt. Denn die gewéhnliche Untergruppe 8 von 
® und @ hat in G einen Hp. «, der nicht Hp. von & in @ ist. 

Zusatz ber der Korrektur. In unserem Beispiel wurden die wegen 
der Abgeschlossenheit existierenden Zerlegungen der Gruppen trotz Nicht- 
Homéomorphie der Gruppenriume isomorph. Dies gilt allgemein: 

Satz. Ist G eine unendliche Abelsche Gruppe mit g-adischem 
Operatorenring, und ist © auf zwet nicht homéomorphe Weisen unter 
Betibehaliung der Operatorzuordnung als abgeschlossen anzusehen, 
so sind die entstehenden Zerlegungen isomorph. 

Den Beweis wollen wir nur andeuten. Durch die Operatoren allein 
definiert sind die gré8ten primaren direkten Summanden. Wir kénnen 
daher & als primar zu p-gehérig annehmen. Da Héhe und Ordnung eines 
Elementes ebenfalls nur von den Operatoren abhingen, so kann man wie 
beim Beweis des Auswechselsatzes die Isomorphie entsprechender T-Gruppen 
nachweisen. Da schlieBlich jede abgeschlossene Gruppe des Ranges 1 im 
einen Raum auch abgeschlossen im anderen Raume ist, so kann man 


durch ein Auswechselverfahren auch feststellen, daB die Zerlegung iso- 
morph ist. 


Anhang. 


Beispiel einer nicht abgeschlossenen und nicht zerlegbaren Gruppe), 


Wir bilden die Abelsche Additionsgruppe $6 aller endlichen Linear- 


formen in den Elementen «, a, (k =1, 2,...) 
B = {a, a,, @,...}. 
Zwischen « und den «, sollen folgende Relationen bestehen: 
p-e=o, 
A 
pt, =a, 
% enthalt also Elemente nur endlicher, zur Primzahl p gehériger Ordnung. 


Sonst sollen keine weiteren Relationen bestehen, d.h. es soll keine Linear- 
form geben, fiir die 


C-0 + Cy, Gy, +... + Cy, Uy, = W (c,, $= O(p")). 


In der Gruppe $ 14B8t sich nicht, wie immer in abgeschlossenen Gruppen, 
zu jedem Element der Ordnung p ein direkter Summand des Ranges 1 





%5) Dieses Beispiel stammt von H. Priifer: Untersuchungen iiber die Zerlegbar- 
keit der abzihlbaren primaren Abelschen Gruppen, Math. Zeitschrift 17 (1923), S. 60. 
37* 
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abspalten. Z. B. nicht fiir das Element «. Denn ein solcher miiBte, wie 
in Satz 1 §5 unabhangig von der Abgeschlossenheit bewiesen ist, Servanz- 
untergruppe sein. Nun hat « die Héhe p®, da p*-a,—a. Es gibt aber 
schon kein Element £ der Héhe p® in %, fiir das p-f—«a. Denn jede 
endliche Linearform (¢,,«,,-+... + ¢;,,,) hat die Héhe p', wenn p' der 
gréBte gemeinsame Teiler der c,, ist. Die Unméglichkeit der Konstruktion 
einer Servanzuntergruppe des Ranges 1 fiir « beweist schon, daB B auf 
keine Weise als abgeschlossen angesehen werden kann. Man kann aber auf 
andere Weise von % nacheinander direkte Summanden des Ranges 1 ab- 
spalten. Niamlich so: 


B = {«,— PH} D {a,,a5,-..} =F, D GW, *) 
G, = {%,— p%} D {a,, %,.-.} = HD G,, 


ee ee oe dk ee a ae ee ee ee, ee ee eee 


ee na eon e © es et & & Oe 6 “a we SF Oe - OOS SS a 


VG, enthilt sicher die Gruppe {c}, da alle G, sie enthalten. 4G, ent- 
halt aber kein weiteres Element (c,,a,,+-...-+c¢,,@,,), weil @,, kein 
«, [¢<r,) enthillt. Also ist 4G,—{a}. Es ist aber nicht 


B8=3,.08.0---O5.0---D {a}, 


wobei nur immer endlich viele Elemente aus je einem direkten Summanden 
zu addieren sind. Denn z.B. ist das Element «, nicht als eine solche 
direkte Summe darstellbar. Ja nicht einmal, wenn wir die Definition 
unserer Gruppe § erweitern und unendliche Summen aus je einem Element 
aller direkten Summanden zulassen wie bei abgeschlossenen Gruppen, ist 
das Element «, in der direkten Summe enthalten. In § kann man zwar 
nacheinander direkte Summanden abspalten (was auch nicht immer bei 
nicht abgeschlossenen Gruppen méglich ist), aber § ist nicht als direkte 
Summe dieser Summanden darstellbar. 

Wir wollen nun die Gruppe % abschlieBen, und zwar wahlen wir die 
groBen Untergruppen ,, G,, G,, ... mit ihren Restklassen als Umgebungen. 
Dazu nehmen wir noch die Gruppe G, = {(«,— pa,), (a, — pag), ...} mit 
ihren Restklassen, die als eine gréBte, « nicht enthaltende Untergruppe 
groBe Untergruppe ist. Denn die G, allein haben noch nicht nur w zum 


Durchschnitt: 4 @, = {a}. Wir bilden nun die Gruppe % aller vertrig- 
lichen Kongruenzensysteme nach allen @, (¢ =0,1,...) nach dem Muster 


%) Vgl. Anm. **). 
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von § 9. Insbesondere sind in $ auch folgende Elemente enthalten: 














, = p**a,(G,) [k=1,2,...] 
(,=4, (Gp) 

pl, =a, 
Cy = p**a,,,(G,) (k=1,2,...] 
f= a (G,) 

Pls =3, 
f= Pp *a,, ,-1(G) [k=1,2,...] 
C= % (Gq) 

pt,= Cau 


& = {a, 6,,¢,,---56,,-+-} ist dann eine Servanzuntergruppe vom Typus 
B,o von %, die also abgeschlossen ist. % ist sogar direkter Summand. 
Die %; sind als endliche Gruppen schon abgeschlossen. Der Durchschnitt 
der abgeschlossenen Hiillen G, der ©, ist nun nicht mehr {a}, sondern §: 


wobei man nun unendliche Summen bilden darf. 


(Eingegangen am 3. 8. 1930.) 








Die Eindeutigkeit der Schrédingerschen Operatoren. 


Von 


J. v. Neumann in Berlin. 


1, Die sogenannte Vertauschungsrelation 
h 


ist in der neuen Quantentheorie von fundamentaler Bedeutung, sie ist es, 
die den ,,Koordinaten-Operator“ R und den ,,[mpuls-Operator* P im wesent- 
lichen definiert'). Mathematisch gesprochen, liegt darin die folgende An- 
nahme: Seien P,Q zwei Hermitesche Funktionaloperatoren des Hilbertschen 
Raumes, dann werden sie durch die Vertauschungsrelation bis auf eine 
Drehung des Hilbertschen Raumes, d. i. eine unitaére Transformation U, 
eindeutig festgelegt*). Es liegt im Wesen der Sache, daB noch der Zusatz 
gemacht werden mu: vorausgesetzt, daB P, Q ein irreduzibles System 
bilden (vgl. weiter unten Anm.*)). Wird nun, wie es sich durch die 
Schrédingersche Fassung der Quantentheorie als besonders giinstig erwies, 
der Hilbertsche Raum als Funktionenraum interpretiert — der Einfachheit 
halber etwa als Raum aller komplexen Funktionen f(q) (— oo < q< +0) 


+ 00 
mit endlichem {| f(q)|*dq —, so gibt es nach Schrédinger ein besonders 
einfaches Lésungssystem der Vertauschungsrelation 


Q: f(¢) + @f(q@), P: f(q) = etl) 8), 





*) Vgl. Born-Heisenberg-Jordan, Zeitschr. f. Phys. 34 (1925), S. 858—888, ferner 
Dirac, Proc. Roy. Soc. 109 (1925) u. f. Besonders in der letztgenannten Darstellung 
ist die Rolle dieser Relation fundamental. Einen interessanten Versuch zur Begriindung 
des im folgenden zu diskutierenden Eindeutigkeitssatzes machte Jordan, Zeitschr. f. 
Phys. 37 (1926), S. 383—386. Indessen beruht dieser auf Konvergenzannahmen iiber 
Potenzreihen unbeschrankter Operatoren, deren Giiltigkeitsbereich fraglich ist. 

*) Dieselbe bewirkt ein Ersetzen von P,Q durch UPU~*, UQU-*, wodurch weder 
der Hermitesche Charakter noch das Bestehen der Vertauschungsrelation berihrt wird. 

*) Vgl. Schrédinger, Annalen d. Phys. 79 (1926), S. 734—756. 
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Sind nun dies die im wesentlichen einzigen (irreduziblen) Lésungen der 
Vertauschungsrelation? 

Indessen ist die Aufgabe in dieser Form nicht geniigend prazis for- 
rauliert. Denn als P, Q sind, wie es die Schrédingerschen Lésungen zeigen, 
auch unbeschrankte, nicht iiberall definierte Operatoren ins Auge zu fassen, 
und fiir diese wird der Operator PQ — QP nicht iiberall definiert sein, 
wahrend es der (auf der anderen Seite der Vertauschungsrelation stehende ) 


Operator — 1 ist. Die beiden Seiten kénnen also nur gleichgesetzt werden, 


wenn ihre Definitionsbereiche (d.h. der der linken Seite) naher umschrieben 
werden. Dieser Schwierigkeit kann man folgendermaBen aus dem Wege gehen: 

Durch formale Operatorenrechnung folgt aus der Vertauschungsrelation 
(F(x) analytisch, F’(x) seine Ableitung, vgl. Anm. *)) 


PF(Q) —F(Q)P=5"-F(Q), 


22 
Sat 4, 
und hieraus fir F(z)=e* 
Q2at 2Qa% 
g 8 he? a Pa Pi. 


Hieraus folgt wieder formal 


2x4 2at 


e * ° wpye* *°— F(P+ £1), 
2at 
und somit fiir F(x)=e* ~~ 


Diese Gleichung ist von Weyl aufgestellt und als Ersatz der Vertauschunge- 
relation vorgeschlagen worden‘). Ihr groBer Vorzug besteht in folgendem: 
Es ist unter Umstinden méglich, mit Hilfe der Operatoren P, Q einpara- 
224 Qxt 
metrige Scharen U(a) = "dae Vip) = es *9 
sind, und dem Multiplikationsgesetz 
U(«)U(s)=U(a+), V(«)V(s)=V(«+ 8) 
geniigen®), Dann stehen auf beiden Seiten der Weylschen Gleichung 
2a 
tap 
U(a)V(p)=e* — -V(B)U(a) 
*) Vgl. Weyl, Zeitechr. f. Phys. 46 (1928), Seite 1—46. 


5) Vgl. Weyl, Anm. *), ferner Stone, Proc. of Nat. Academy 1930. Im Schrédinger- 
schen Falle wird, wie man leicht erkennt: 


zu definieren, die unitar 


22% 


r 
Ula): f@—fate), V(b): f(g—re* “f(9)- 
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unitare, also beschrinkte und iiberall definierte Operatoren, so daB ihr Sinn 
ein vollig klarer ist. 

Es bliebe daher zu zeigen, daB die einzigen irreduziblen Lésungen*) 
der Weylschen Gleichungen die Schrédingerschen (d. h. die aus Anm. °)) 
sind. Beweisansiitze hierfiir gab Stone (vgl. Anm. *)) an, jedoch ist bisher 
ein Beweis auf dieser Grundlage, wie mir Herr Stone freundlichst mitteilte, 
nicht erbracht worden. 

Im folgenden soll der genannte Eindeutigkeitssatz bewiesen werden. 
Wir werden sogar alle (auch die reduziblen) Lésungen angeben kénnen. 

2. Sei der Hilbertsche Raum (etwa durch alle Folgen komplexer 


Zahlen {x,, 2,,...} mit endlichem Sis realisiert; oder auch durch alle 


As 
komplexen Funktionen f(¢), —co < q< +o, mit endlichem Sine dq). 


Wir beniitzen die geometrische Terminologie in 9, indem wir des »innere 


© +o = alt 
Produkt“ (f,g) (gleich S’z, 9, baw. f f(g) g(q)d@q) und den ,absoluten 
n=1 —@ 


Betrag* |f| = V(f, f) (elech ) S|," bzw. | Sir) 49) einfiibren ’). 


Wir werden ausschlieBlich beschrinkt-lineare (iiberall definierte) Operatoren 
in © betrachten, den transponiert-konjugierten Operator des Operators A 
nennen wir A* (er ist durch (Af,g) =(f,A*g), (f, Ag) =(A*f,g) de- 
finiert). Wir erwahnen noch eins: Wenn der Operator A(a) vom Para- 
meter « abhingt, so nennen wir diese Abhingigkeit meBbar, wenn alle 
Funktionen (A (a) f,g) (dies sind komplexe Zahlenfunktionen der reellen 
Zahlenvariablen «, dagegen betrachten wir f,g als Parameter) im Lebesgue- 
schen Sinne in « meBbar sind*). Da8 mit A(a) auch aA(a), A(a)* und 
mit A(@),B(a@) auch A(a@)+ B(a«) meBbar ist, ist klar, aber auch 
A(a) B(«) ist es. Dies folgt aus den bekannten Regeln der Matrizenmulti- 
plikation, oder auch direkt, ,, ,,... sei ein vollstindiges, normiertes 





*) Ein System von Operatoren A, B, ... (im vorliegenden Falle besteht es aus 
allen U(a) und V(f)) hei&t irreduzibel, wenn es auBer O und dem vollen Hilbertschen 
Raume keine abgeschlossene Linearmannigfaltigkeit (d. h. Hyperebene) M@ mit der 
folgenden Eigenschaft gibt: mit f gehéren auch Af, Bf,... zu ®. Vgl. auch die 
Ausfithrungen im Buch von Born und Jordan, Eiementare Quant ik. Berlin 1930. 

*) Vgl. E. Schmidt, Rend. Circ. Mat. Palermo 25 (1908), 8. 57—73, ferner die 
Arbeit des Verf., Math. Annalen 102 (1930), 8S. 49—131, an die die Bezeichnungs- 
weise anlehnt. 


5) Sei @,, @e,--. ein vollstindiges, normiertes eer: ain in . Dann 
ist (= F2,9,,9= Fyn %,, also Ge (Atafh.9)= | Manes 5 F 2,3, (4(@) 90, 92)- 
n=1 a=1 


N+>o m=1n=1 
Somit geniigt die MeBbarkeit der (A(«) ¢,,, ¢,), a 'h. der Matrizenclemente von A( «) 
im Koordinatensystem der ¢,, 92, ..-. 
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Orthogonalsystem : 
(A (a) B (a) f, 9) = (B(«)f, A(a)*g) = 2 (BC) f, Pa) (Pas A* («)g) 


= 5(A («) 9, p,) (B(«) f, p,)- 


Dasselbe gilt, wenn an der Stelle von « mehrere Variable a, 8,... stehen. 
Wir kehren nun zu unserem Problem zuriick, ersetzen aber in V(/) 


B durch 36. Dann lautet es so: 

Alle U(a),V(B) seten unttdre Operatoren, die meBbar von a, B ab- 
hangen. Es gelten die Relationen 

U(a)U(B)=U(a+p), V(«)V(s)—V(a+ 8), 
U(a) V(B) = e'**V(B) U(«) 

Alle derartigen Systeme sind zu bestimmen. 

Wenn wir die (von «, 8 meBbar abhangende, unitire) Operatorenschar 

8 («, 6) =e **** U(a) V(B) =e! ** V(8) U(a) 


einfiihren, so kénnen wir die obigen Relationen zu 


S(«, B) 8 (7,6) =e" 8(a +78 +8) 
zusammenfassen. Infolgedessen ist S (0,0) die Einheit, und daher S(— «, —/) 
zu S(«, 8) reziprok, also S(«, 8)*— S(—«,—). Es sollen nun Linear- 
aggregate der S(a, 8) betrachtet werden, diese werden folgendermaBen de- 
finiert: Sei a(a, #) eine iiber die ganze a, f-Ebene absolut integrierbare 
Funktion, dann ist wegen der Schwarzschen Ungleichheit 


\(S (a, B)f,9)| S|8(«, 8)f\-\9|=If\-lg, 
d. h. beschrinkt, also auch das Integral 


Sf a(a, B) (8 (a, B) fg) dedp 
absolut konvergent. Und zwar ist es, wenn wir c=ff\a(a, p)\dedp 
setzen, absolut <c-|f|!g|. Dabei ist es in f linear und in g konjugiert- 
linear. Daher ist ein Satz von F. RieS anwendbar*), wonach bei festem f 
ein f* existiert, so daB dieser Ausdruck fiir jedes g = (f*,g) ist, und zwar 
ist |f*|<c-|f|. f* ist durch f bestimmt, und zwar ist die Abhangigkeit 
linear, wir kénnen also einen linearen Operator A durch A f= f* definieren, 
nach der obigen Formel ist A auch beschrinkt. Wir schreiben symbolisch 


A=Jfa(«a, B) S(a,p) dad, 
obwohl die Definition eigentlich 
(Af,9)= Sf a(«, A) (S(a,A)f,9) dedp 
lantet. a(a, 8) heiBe der Kern von A. 


*) Vgl. auch a.a.O. Anm. ’), Math. Annalen 102 (1930), S. 94, Anm. sy, 
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Wir beweisen einige Rechenregeln fiir diese Operatoren. DaB aA den 
Kern aa@(«, 8) hat, ist klar, A* hat wegen S(a, 8)*=—S(—«,—) den 
Kern a(— a, —f), AS(u,v) und S(u,v)A wegen der Multiplikations- 
regel der S(a, 8) den Kern 


gt ter-Fa —} itae—pu) 


a(a—u,B—v) bzw. e a(«a—u,B—v). 


Haben A,B die bzw. Kerne a(a, 8), b(a, 8), so hat A+B offenbar 
a(a,B)+b(a,#), bei AB dagegen ist eine kleine Rechnung notwendig: 


(ABf,g)=(Bf, A°9) = Sf b(«, B) (S(«, B)f, A°g) dadp 

= SJ 0(a,p) (AS («, B)f,9) dads 

=SSSfo(«, p) et °* a(y — a, d — B) (S(y, 4) f, 9) dadBdydd 

= SSlffetor** a(y — a, 8 — B)b(a, B) dadp](S(y,6) fg) dy dd. 
Der Kern von AB ist also (statt », 4d schreiben wir wieder a, f, statt 
«,B &n) Sfet**"*a(a—é, B—n) b(é,n) d&dy. (Die absolute 
Integrierbarkeit folgt aus der Deduktion. ) 

SchlieBlich zeigen wir: wenn A verschwindet, so ist auch sein Kern 


(bis auf eine Lebesguesche Nullmenge) gleich 0. Aus A= 0 folgt namlich 
S(—u, —v)AS(u,v)=0, also, da dieses den Kern e*(*"-#™) a (a, B) hat, 


Sf ek?" a (a, B) (Sa, 8) f, 9) dadp =0. 
Somit ist jedenfalls 


SJ P(a, 8) a(«, B) (S(a, 8) fg) dadp =0, 


wenn P(«,#) ein Linearaggregat von endlich vielen e‘(***'*) ist, also fiir 
jedes trigonometrische Polynom mit einer Periode p> 0 in a, f. Da der 
zweite Faktor absolut integrierbar ist, und der dritte beschrinkt, kénnen 
wir mit dem ersten (P(a, #)) Grenziibergiinge ausfiihren, falls dieser dabei 
gleichmaBig beschrankt bleibt. So kénnen wir die Klasse der P(a, 8) suk- 
zessiv erweitern: 1. zu allen stetigen Funktionen mit einer Periode p > 0 
in a, 8, 2. zu allen beschrankten stetigen Funktionen, 3. zu allen beschrankten 
Funktionen der ersten Baireschen Klasse. Wenn also ®t ein beliebiges (end- 
liches) Rechteck in der a, f-Ebene ist, so kénnen wir P(«, 8) in ® gleich 1 
und auBerhalb = 0 setzen, es wird: 


ff a(q, 8) (S(a, 6)f,9) dads = 0 


fiir alle diese R®. Daher ist (mit Ausnahme einer «, f-Nullmenge) 
a(a,B)(S(a,B8)f,g)=0. Dies gilt bei festem f,g, ist aber nur / fest, 
wahrend g ein vollstaéndiges normiertés Orthogonalsystem durchlauft, so 
gilt es fiir dieses f und alle genannten g auch noch mit Ausnahme einer 
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«, B-Nullmenge. In diesem Falle ist aber a(a,f) S(a,8)f=0. Da nun 
fir f+0 |S(«,f)f|=|f| > ist, muB dann a(a,f)=0 sein — womit 
alles bewiesen ist. 


3. Die Lésung des Eindeutigkeits-Problems wird durch Betrachten des 
Operators 


A= Sfete*? sce, B) dadp 
gewonnen. Dieser Operator ist nach unseren bisherigen Resultaten hermitesch 


(d.h. A= A*) und +0, und hat auBerdem die bemerkenswerte Eigen- 
schaft, daB sich AS(u,v)A nur um einen Zahlenfaktor von A unter- 


scheidet. In der Tat hat A den Kern g te-tr also S(u,v)A den Kern 
Re See also AS(u,v) A 


sf ghter-F8 -S0-P-S0-o 118 o-10 -80-P-t0-# an a, 
an ff g BO-EP Rare Be- Semin pr horgiersiteree ar ae" ae dn 
= a i ol) ial ithaca iat tien Ts 
ae e BPMN EPSP Ff EE-Eiot e110 “ie -110 OF aa 


gen ear ede oe te aa dy 
mtag tO, (ee 


Hierin ist der erste Faktor konstant und der zweite der Kern von A, 
also gilt 
AS(u,v)A=22e **-**. 4, 


Wir betrachten nun die Lésungen der Gleichung Af=2a2/, da A 
linear-beschrankt ist, bilden sie eine abgeschlossene Linearmannigfaltigkeit 
im Hilbertschen Raume, 9. Jede von ihnen hat die Form Ag (mit 
g= : f), und umgekehrt gehért jedes Ag zu ihnen, da A*=2z2-A ist 
(man setze in der obigen Gleichung u—v=0). Die zu IM orthogonale 
abgeschlossene Linearmannigfaltigkeit sei 9t, die Elemente f von % sind 
durch Orthogonalitét zu allen Elementen von 3 gekennzeichnet, d. h. zu 
allen Ag. D.h.: immer (f, Ag) = 0, oder: immer (A f,g) = 0, oder: Af=0. 

Wenn f,g zu M gehéren, so ist 


ihe 


(S (a, B) f, 8(y,6)9) = ga (S (4,8) Af, S(7, 8) Ag) 


- 7 (AS8(— ys — 6) 8(«,B) Af,g)= poset "(48 (a—7, 8 —6) Afig) 


m beeen ie f, 9) a g BPE +d 50, g). 
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Sei nun ¢,,@,,--. ein normiertes Orthogonalsystem, welches in I 
vollstindig ist (d.h. 92 aufgespannt, die Zahl seiner Elemente ist endlich 
oder abzahlbar unendlich). Aus (y,,,~,)=4,,,, (d.i. 1 fiir m =n, 0 sonst) 
folgt 

(S (a, B) @,,, 8(y, 8) p,) = ge tO PFO eHer-tn, 


Die durch alle S(a,f)@, (n fest, «, 8 variieren) aufgespannte abgeschlossene 
Linearmannigfaltigkeit heiBe 8, nach der obigen Formel sind fiir m +n 
%,,, B, zueimander orthogonal. Die $,, %,,... mégen zusammen die ab- 
geschlossene Linearmannigfaltigkeit © aufspannen, die zu © komplementire 
abgeschlossene Linearmannigfaltigkeit sei T. 

Da jedes S(y,6) die S(a,f)@, (bis auf Zahlenfaktoren) in ebensolche 
transformiert, bildet es 8, auf ein Teil von sich ab; da dasselbe fiir 
S(y,46)-*=S(— y, — 4) gilt, ist 8, genau invariant. Also ist auch © 
und £ invariant. G umfaBt alle ,, also alle ~,, also MM, daher liegt T 
in ®. Somit gilt in T stets Af=—0. Nun gelten alle unsere iiber A an- 
gestellten Betrachtungen schon in T, denn die S(a,f) kénnen als Opera- 
toren in T angesehen werden, da dieses ihnen gegeniiber invariant ist. Da 
nun in [ A=0O ist, kann nach unserem Beweise in T niemals f + 0 sein. 
Also enthalt T nur die 0, © ist der Hilbertsche Raum, d. h.: $,, f,,... 
spannen den vollen Hilbertschen Raum auf. 

Der Hilbertsche Raum erscheint somit als in eine endliche oder ab- 
zahlbar unendliche Zahl von (paarweise orthogonalen ) Unterriumen §,,, $,,... 
zerlegt; jeder derselben ist gegeniiber allen S(a,f) invariant, es geniigt 
also das Verhalten der S(a,f) (d.i. der U(«), V(f)) in einem jeden der- 
selben gesondert zu ermitteln, um iiber sie restlos informiert zu sein. (Im 
Falle der Irreduzibilitat darf es natiirlich nur ein %, geben, und dieses ist 
dann der volle Hilbertsche Raum.) In §, wissen wir nun iiber die S(«, 8) 
die folgenden Tatsachen: 


Wir nennen f$, §, S(a,f)y, f,,. Dann gilt: 
n n a, 

8(y, 5) fe p= etitr—aa) fe. 

y (f ae . et @-P-EG-+ $6 (0d—f7) 

a, p? ly, ’ 


+7, B+? 


und die Linearaggregate endlich vieler f,, (die beliebig wahlbar sind!) 
liegen in § iiberall dicht. 

Wenn wir nun zeigen kénnen, daS irgend zwei solche %, in deren 
jedem eine Schar von unitéren Operatoren S(a,f) und Punkten f,, mit 
den obigen Eigenschaften gegeben ist, isomorph sind, so sind wir am Ziele. 
Isomorphie bedeutet: Existenz einer ein-eindeutigen, linearen und langen- 
treuen Abbildung der beiden 8 aufeinander, die die f, , und S(«, f) des 
einen $ in dieselben des anderen iiberfiihrt. 
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Unsere Formel fiir (f,,, f,,) erlaubt fiir jedes Linearaggregat endlich 
vieler /, 4 den Absolutwert zu beseshnen, wenn wir also die gleichlautenden 
f,g- Linearaggregate beider $$ einander zuordnen, so haben wir eine ein- 
eindeutige, lineare und langentreue Abbildung dieser Mengen aufeinander. 
Da sie in den bzw. § iiberall dicht sind, sind sie stetig auf die ganzen 
ausdehnbar. Dabei bleiben Linearitaét und Langentreue, also auch Ein- 
eindeutigkeit, erhalten. Die bzw. f,, entsprechen einander. Wegen der 
S(y, 4) f, g-Formeln gehen auch die S(y,6) in ihre entsprechenden iiber: 
wenigstens fiir die f,,, aber dann auch fiir deren Linearaggregate und 
Haufungspunkte — also in ganz %. Damit ist, wenn wir wieder zu den 
U(a),V(f) guriickkehren, folgendes bewiesen: 

Ein System unitdrer Operatoren U(a), V(B) nebst einem System von 
Punkten f, ,, die zusammen den ganzen Hilbertschen Raum aufspannen, 
ist durch die Higenschaften 


V(r) fae= a, OO V(5) fh. p=e ne 7 
(fa 8? f, 3) =e ~ta-r?-F 6-0 +4 6 @d- “An 


bis auf eine unitdre Transformation”) eindeutig festgelegt. 

Ein System unitdrer Operatoren U(a),V(B) mit den Weylschen Multi- 
plikations-Relationen (vgl. 1.) tst entweder eines der soeben genannten 
Systeme, oder es entsteht dadurch, dafB der Hilbertsche Raum in endlich 
oder abzahlbar unendlich viele (paarweise orthogonale, Hilbertsche) Unter- 
rdume zerfdallt, und in jedem derselben ein solches System angenommen 
wird. D.h. es entsteht durch das Zusammenfiigen derselben. 

Die irreduziblen Lésungen sind offenbar die ersteren (die Zahl der linear 
unabhangigen Lésungen von A f= 2 2-f nimmt fiir sie ihren Minimalwert 1 an). 

4. Zum SchluB noch einige Zusatzbemerkungen. 

Im Falle der Schrédingerschen Operatoren haben wir U(«), V(f) in 


Anm. °) angegeben: f(g) f(q-+«), f(q) — e*#¢f(q) (+6 statt B!), daher 
it S(«, B): f(a) Jd) 1g +0 «), und, wie man leicht berechnet, A: 


f(q) ia fe te-ie* f(q)dq’. Die einzigen Lésungen von Af=22-f 
sind also die c-e!, somit ist = 9,(q)=2 tet" ond 
1 (-¢ a oe 


—Farar+ie (+S) _ Pe -Fe+(- a+ipra+ ; 


fag = p(9)=2 fe *e 


Man verifiziert dann leicht unsere diesbeziiglichen Formeln. — 


1°) Sie heiBe U, dann bewirkt sie (vgl. Anm. *)) 
U(a)+UU(a)U™, V(B)+UV(B)U™, fa.g-Ufa.g- 
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Bei quantenmechanischen Problemen mit k (= 1, 2,...) Freiheits- 
graden tritt das allgemeine Vertauschungsrelationen-System 


PL P,= P,P: Qn Qn= Vn Qn 


aw l,..., 8) 
P.2%,.— 2, P..= 57 4nel (m,n k) 


auf. Durch Ejinfiihren von 


221% 
U.(a)=e* " Vi(B)=e%  (n=1,...,k) 


entstehen hieraus die Weylschen Relationen 
U,,(«) U,(B) = U,(« + B), V,,(#) V,(B) =V,(« + 8), 
U,(«) U,.(B) = U,.(B)U,(@), Viq(#) V(B) = Va(B) Vn()» 
U,,(@) V,(B) = efmn94-V,(B)U,,(@). 
Auch hier ist der Eindeutigkeitsbeweis mit unseren Methoden aus 2. bis 3. 
durchfiihrbar. Wir setzen 
S (ety, .. +5 Ohyy Bys +s By) =O Pt ** 7 (@) ... U (ay) VB) --- VB) 


= Pasha {1% ...V(B,) U(@,) ... U(a,) 
und 


s 


ees ff... Sfet ----fafg-}A?2-...- AES (ec, ,.0+5 Oy Bys «++» By) de, ...da, dB, ... 


Dann kénnen wir, genau wie in 3., 
AS (tu,, ..+5 Uy, M5 ---,0,) A= (2 Sy ei he in he Oh ee 


beweisen, und (durch Untersuchen der Lésungen von A f= (22)*-f) genau 
wie dort ans Ziel kommen. — 

Vom allgemeinen darstellungstheoretischen Gesichtspunkte aus be- 
trachtet, ist unsere Betrachtungsweise mit der Frobeniusschen Behandlung 
endlicher Gruppen mittels ihrer ,,charakteristischen Einheiten“ verwandt bzw. 
mit der Weylschen Untersuchung abgeschlossener kontinuierlicher Gruppen mit 
Hilfe ihrer Gruppenzahlen**). Die Operatoren A = ffa (a, 8) S(a,B)dadf 
sind namlich als ,Gruppenzahlen“ der S(«,f)-Gruppe deutbar, und 
AS(u,v)A=c, A (c,, eine Zahl!) ist der definierenden Eigenschaft der 
»primitiven“ charakteristischen Einheiten gleichwertig. 





1) Vgl. Frobenius, Berl. Ber. 1896 u.f., Peter und Weyl, Math. Annalen 96 
(1926), S. 737—755. 


(Eingegangen am 31. 8. 1930.) 
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Uber gewisse Differential- und allgemeinere Gleichungen, 
deren Lisungen fastperiodisch sind. 


Ill. Teil*): Systeme von Gleichungen. 
Von 


S. Bochner in Minchen. 


Die Verdffentlichung der nachfolgenden Uberlegungen diirfte sich 
(abgesehen davon, daS Anwendungen in Frage kommen) durch den Um- 
stand rechtfertigen, daB wir die Systeme von Gleichungen auf die einzelnen 
Gleichungen zuriickfiihren, wihrend man bei anderen Anlassen Systeme 
von Gleichungen ab ovo und nur in Analogie zu einzelnen Gleichungen 
zu erdrtern pflegt. In unserem Falle lat sich eine Zuriickfiihrung deswegen 
bewerkstelligen, weil unsere Behandlungsweise es gestattete, die einzelnen 
Gleichungen in recht allgemeiner Form zu diskutieren. Wir bemerken noch, 
daB iiber Systeme von Differenzengleichungen in bezug auf unsere Frage- 
stellung bisher anscheinend nichts veréffentlicht worden ist. 


§ 1. 


Formulierung der Siatze. 


Wir betrachten im Intervall —o <2< + oo das System von Diffe- 
rentialgleichungen 


(A) y, (2) = 3a,,y,(2) +f,(2)  (w=1,2,...,m), 
bzw. von Differenzengleichungen 
(B) y, (2 + 6,)—34,,,(2) +f, (2) (u=1, 2,..., m); 


1) Der L. Teil, den wir mit ,I“ zitieren werden, ist in den Math. Annalen 102 
(1929), S. 489-—-504, erschienen; der II. Teil, den wir mit ,II“ zitieren werden, in den 
Math. Annalen 103 (1930), S. 588. 
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die a,, sind Konstanten, die 6, sind positive Konstanten (z. B. 4, = 1) 
und die f,(z) sind fastperiodische Funktionen. Wir beschiftigen uns mit 
der Fragestellung, inwiefern Lésungen y,(x) existieren, welche gleichfalls 
fastperiodisch sind. 

Der Kiirze wegen nennen wir eine ,,Lésung“ ein System von Funk- 
tionen y,(x), welche dem vorgelegten Gleichungssystem geniigen. Wir 
nennen die Lésung fastperiodisch, beschrankt, gleichmaBig stetig, differenzier- 
bar usw., falls jede einzelne Funktion y,(x) fastperiodisch, beschrinkt, 
gleichmaBig stetig, differenzierbar usw. ist. 

Wie immer spielen die charakteristischen Funktionen eine Rolle. Im 
Falle (A) ist es das Polynom m-ten Grades 


t4— Gy, — Fa, 


(1) O(a)—| Sw 6 te 


im Falle (B) das Exponentialpolynom 


43,4 __ a 
oS Fy, 


ei tat 


(2) tal Me eesti 


r 
. a 
Letzteres ist von der Gestalt 2%, e*~e*, mit reellen Exponenten ®,» 


und ist, wegen der Voraussetzung 6, >0 (die nur zu diesem Zweck ge- 
macht worden ist), sicherlich nicht identisch Null. 

Beschranktheitssatz A. Jede Lésung des Systems (A), welche 
beschrankt ist, ist fastperiodisch. 

Beschranktheitssatz B. Jede Lésung des Systems (B), welche 
beschrankt und gleichmafig stetig ist, ist fastperiodisch. Ist die charak- 
teristische Funktion G(A) fiir —co<i<-+co wesentlich*) von Null 
verschieden, so ist jede Lésung, welche beschrankt ist, auch schon gleich- 
mapig stetig und daher fastperiodisch. 

Existenzsatz A. Damit das System (A) eine fastperiodische Lésung 
besitzt, ist eine der nachfolgenden Voraussetzungen hinreichend: 

a) Die charakteristische Funktion G(A) hat keine reellen Nullstellen. 

b) Zu jeder reellen Nullstelle A von G(A) mit der Vielfachheit | gibt 
es fiir jedes u eine fastperiodische Funktion, deren l|-te Ableitung mit 
e~*4*f (x) tibereinstimmt. 


*) D. h. ist |@(4)| [a>0 in ~co<i<+oo. 
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Im Falle a) ist die fastperiodische Lésung eindeutig, im Falle b) 
nur bis auf gewisse Exponentialpolynome. 

Bemerkung. Damit es zu einer fastperiodischen Funktion f(x) eine 
andere fastperiodische Funktion gibt, deren /-te Ableitung mit e~*4* f(x) 
iibereinstimmt, ist (vgl.I, §3, 3 und 6) notwendig, daB in der Fourierreihe 
Sm, e*** von f(x) der Fourierexponent 4, = A nicht vorkommt, und 
hinreichend, daB alle Fourierexponenten 4, auBerhalb eines Intervalles 

A—<ASA+y gelegen sind. 

Existenzsatz B. Damit das System (B) eine fastperiodische Lésung 
besttzt, ist eine der folgenden Voraussetzungen hinreichend: 

a) Die charakteristische Funktion ist fiir — co <1< ++ co wesentlich 
von Null verschieden. 

b) Die charakteristische Funktion hat keine reellen Nullstellen*) und 
die Fourierexponenten der Funktionen f,(x) sind beschrankt, 

|4,| SX. 

c) Die Fourierexponenten der Funktionen f(x) sind beschrankt, 
|A,| << K. Zu jeder im Intervalle —-K<A<+K gelegenen Nullstelle A 
von G(A) mit der Vielfachheit | gibt es fiir jedes u eine fastperiodische 
Funktion, deren |-te Ableitung mit e~*4*f, (x) tibereinstimmt. 

In den Fallen a) und b) ist die fastperiodische Lésung eindeutig. 
Wegen c) vgl. § 4. 


§ 2. 
Ein weiterer Satz. 


Unter einem Funktional L(y) wollen wir irgendeinen Differenzen- 
Differential-Ausdruck 
(4) ES 3a,,y%(2+d,) 


e=0 o= 


mit Konstanten a,, und (beliebigen) reellen Zahlen 6, verstehen. Wir 
ordnen ihm als charakteristische Funktion @G(4) die Funktion 


(5) SE Ba, (6a)ee* 


e=0 o=z0 


zu. Jede Funktion der Gestalt (5) reprisentiert sete ein eindeutiges 
Funktional (4). Wegen dieser umkehrbaren Eindeutigkeit werden wir das 
Funktional (4) auch durch das Symbol 


(6) G[y] 


*) Kommt aber fiir reelle Argumente 4 dem Werte Null beliebig nahe. 
Mathematische Annalen. 104. 88 
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darstellen*). Reprisentieren G,(4) und G,(4) zwei Funktionale, so besteht, 
wie man sich leicht tiberzeugt, die Beziehung 

(7) G, (4, [y]] = @, @,(y] = @, (4, [y])- 

Hierbei ist unter G,G,(4) das gewéhnliche Produkt der Funktionen G,(/) 
und G,(4) gemeint. 

Wenn man unter einer ,,Derivierten“ von L(y) ein Funktional ver- 
steht, welches aus dem Funktional L(y) dadurch hervorgeht, daB man es 
einigemal (formal) differenziert und in ihm das Argument z um eine reelle 
Konstante abindert, so ist das Funktional G,G,[y] eine lineare Ver- 
bindung mit konstanten Koeffizienten aus Derivierten von G,[y]. 

Gegeben seien m* Funktionale L,,(y), #,¥=1,2,...,m, welche der 
einzigen Einschrinkung unterworfen sein sollen, daB die mit ihren charakte- 
ristischen Funktionen G,,(4) gebildete Determinante 


(8) G (a) = || @,, (4)|| 
nicht identisch in 4 verschwinden soll, 
(9) G(4)==0. 


Dann betrachten wir das Gleichungssystem 


(C) SL.) = f,(2) (u = 1, 2,...,m) 


fiir fastperiodische Funktionen f,(z) als Gleichungssystem fiir die Funk- 
tionen y,(z). Die Systeme (A) und (B) sind Spezialfille von (C). 

Die Bedingung (9) hat eine einfache funktionale Bedeutung. Wir 
fassen fiir jedes « den Ausdruck 


(10) L(y) = 3 L,,(y,) 


als ein Funktional in den m Funktionen y,(z) auf und definieren den 
Begriff der Derivierten von L, (y) analog wie fiir m = 1. Die Bedingung (9) 
ist dann, wie man unschwer einsieht, notwendig und hinreichend dafiir, 
daB die Gesamtheit der Formen L,(y) und ihrer Derivierten im iiblichen 
Sinne linear unabhiangig sein soll. 

Beschranktheitssatz C. Gegeben seien Lésungsf/unktionen y, (x), ..., 
y,,(2) des Systems (C). Falls diese Funktionen mitsamt thren explizit 
in (C) auftretenden Ableitungen beschrankt und gleichmafig stetig sind, 
so sind sie mitsamt diesen Ableitungen fastperiodisch. 

Einen Ezistenzsatz C wollen wir, um Weitlaufigkeiten zu vermeiden, 
nicht formulieren. : 


*) Man verwechsle nicht die Funktion G(4) mit dem Funktional G[y]. 














ee 
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§ 3. 
Beweise der Beschranktheitssitze. 


Satz A. Man kann in bekannter Weise das vorgegebene Gleichungs- 
system durch ein dquivalentes von der vereinfachten Gestalt 


(11) vy, (2) = 3a,,9,(2) +f, (2) (= 1, 2, ..., 8) 


ersetzen. Hierbei gehen die ,neuen“ Funktionen y,(x) bzw. f,(x) aus 
den entsprechenden ,alten“ durch eine umkehrbare lineare Transformation 
mit konstanten Koeffizienten hervor. Wie man sehr leicht einsieht, geniigt 
es, unseren Satz fiir das System (11) zu beweisen. Nach dem Beschrankt- 
heitssatz fiir eine einzelne Gleichung®) ist y,(2) als Lésung der Gleichung 


yi (x) — Gy, y, (2) = f, (x) 
fastperiodisch. Schreibt man 
Ys — Gye Yy = 4 Vi +h, 
und benutzt man, daB y, bereits als fastperiodisch erkannt worden ist, so 


ergibt sich, daB auch y,(x) fastperiodisch ist. Abhnlich schlieBt man, daB 
y,(x) fastperiodisch ist, und so fort bis y, (2). 
Satz B. Wir beweisen die Behauptungen etwas allgemeiner fiir ein 


Gleichungssystem (C), in welchem jedes L,,(y) ein reiner Differenzen- 
ausdruck der Gestalt Sa, y(a-+ 6,) ist. 


Zur rechnerischen Bequemlichkeit schreiben wir (C) in der Gestalt 


(12) 56,,(4,) =f, (u=1,2,...,m). 


Jetzt ziehen wir die mit passenden Vorzeichen versehenen (n — 1)-reihigen 
Unterdeterminanten g,,(4) von @(4) heran, fiir welche 


G, m=? , 
0, w+. 


Da im vorliegenden Falle die g,,(4) charakteristische Funktionen reiner 
Differenzenausdriicke sind, kann man fiir jedes « die Relation (12) links 
und rechts mit g,, ,,multiplizieren*. Dies ergibt 


(18) 36,,94.~ G8,,—| 
o= 


(14) 2 Iu Furl Ys] =9,:1f,)- 

Wenn man noch iiber « summiert, erhilt man 

(15) Gly] = 2 Ialt,)- 
Po 


5) Und zwar bereits nach dem Satz von Bohr und Neugebauer. 
8R* 
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Fiihren wir das zu G@(A) gehdérige Differenzenfunktional L(y) ein, so 

kénnen wir fiir (15) schreiben 

(16) L(y,) = F(z), 

wobei F(x) die rechts in (15) stehende fastperiodische Funktion bedeutet. 

Allgemein erhalt man fiir jedes 

(17) L(y,) = F(z). 

Unsere Behauptungen ergeben sich nunmehr aus einem Satz in II, §1. 
Satz C. 1. Zuerst setzen wir voraus: a) daB alle gegebenen Funk- 

tionen y,(x) und f,(x) Ableitungen beliebig hoher Ordnung besitzen, und 

8) daB die Funktionen y,(xz) bzw. /,(2) mitsamt allen ihren Ableitungen 

beschrankt und gleichmaBig stetig bzw. fastperiodisch sind. Ist irgendeine 

charakteristische Funktion g(4) gegeben, so kann man auf Grund von a) 

die Gleichung (12) links und rechts mit g(A) ,,multiplizieren“, und die 

Funktion g[f,] ist auf Grund von #) mit allen Ableitungen fastperiodisch 

Daher erhalt man wiederum die Gleichungen (17), mit Funktionen F(z), 

welche fastperiodisch sind und fastperiodische Ableitungen beliebig hoher 

Ordnung besitzen. Durch Differentiation von (17) erhalt man fiir jeden 

Wert von k 

(18) L(yp?) = Fy"(z). 

Wenn man jetzt auf (17) und (18) den Beschrinktheitssatz aus I, §1 

anwendet, so erhalt man, daB alle Funktionen*) 


(19) y (2) (lsvsm; k=0,1,2,...) 
fastperiodisch sind. 

2. Nunmehr legen wir die genauen Voraussetzungen unseres Satzes 
zugrunde. Danach sind also die Funktionen 
(20) ys” (z) (OSkSI,, lSvSm) 
beschrinkt und gleichmaBig stetig, wobei /, die héchste Ordnung der Ab- 


leitungen von y,(z) ist, welche in (C) explizit vorkommen. Wir betrachten 
die Kernfunktionen K,() aus II, § 2 und bilden mit ihnen die Funktionen 


(21) yt — f Kt — 2) y(t) at, 


(22) fa f Ky(t—2) h(tat. 


Fiir alle benétigten Kombinationen der Indizes » und & sind fiir n—+- oo 
die Funktionen y gegen y‘) und die Funktionen f,, gegen f, gleich- 





*) Wir schreiben y(x) fir y(z). 
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maBig konvergent. Uberdies haben die Funktionen f,, fastperiodische Ab- 
leitungen beliebiger Ordnungen und die Funktionen y,, Ableitungen be- 
liebiger Ordnungen, welche beschrankt und gleichmaBig stetig sind. 
Ahnlich wie in II, §3 schlieBt man auf Grund des linear-distributiven 
Charakters von L(y), daB fiir jeden Wert von n die Gleichungen 


(28) 3 Lips (Yon) = fon 2) 
bestehen. Nach dem unter 1. Bewiesenen sind daher die Funktionen 
yi) (Osk<sl,, lSvgm) 


fastperiodisch. Und da sie gleichmaBig gegen die Funktionen (20) kon- 
vergieren, so sind auch die letzteren fastperiodisch. 


§ 4. 
Die homogene Gleichung. 


Unter einer fastperiodischen Lésung des Systems (C) verstehen wir 
im folgenden eine Lésung y,(zx),..., y,,(x), fiir welche die Funktionen y,(z) 
und ihre explizit in (C) auftretenden Ableitungen fastperiodisch sind. Im 
Spezialfall (A) braucht man die Fastperiodizitat der Ableitungen y; (x) 
nicht besonders zu postulieren, da sie wegen der besonderen Beschaffenheit 
der Gleichung ,,von selbst“ hinzutritt. Falls das (inhomogene) Gleichungs- 
system (C) eine fastperiodische Lésung besitzt, so laBt sich die Gesamthest 
solcher Lésungen sofort angeben. Sie entsteht dadurch, daB man eine be- 
liebige Lésung des homogenen Gleichungssystems 


(24) EL,,(y,) =0 (u=1, 2, ...,m) 


hinzuaddiert. Wir wollen daher, noch bevor wir die eigentlichen Existenz- 
sitze A und B beweisen, die Frage nach der Eindeutigkeit der Loésungen 
vorweg erledigen. 

Eine (unbestimmte) fastperiodische Lésung von (24) schreiben wir 
in der Form 


(25) y,(x)~ 5 Aj,e**, 


mit gemeinsamen Fourierexponenten 4,, und nehmen an, da8 keiner dieser 
Exponenten ,,iiberfliissig“ ist, dh. daB bei festem n nicht alle Koeffi- 
zienten Aj, verschwinden. Setzt man (25) in (24) ein, su entsteht 


(26) 3(3G,,(4,)4;,)e*—=0 (w= 1,2,...,m), 


n v=1 
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und dies ist aquivalent mit den Gleichungen 
(27) SG,,(4,) 47 =0 (u =1,2,...,m; n=0,1,2,...). 
r=1 - 


Ein Wert 4 kommt also als Fourierexponent dann und nur dann in Frage, 
falls das Gleichungssystem 


(28) 5G,,(1) A" =0 (u =1, 2,..., m) 


yal 
eine nicht-triviale Lésung A’, A*,..., A™ hat, d.h. falls die Determinante 
(29) G(4) = ||@,,(4)|| 
fiir diesen Wert verschwindet. Man erhalt nunmehr folgendes Resultat. 
Falls G(A) keine reellen Nullstellen besitzt { Existenzsatz Aa), Ba), Bb)], 
so hat (24) iiberhaupt keine fastperiodische Lésung. Falls @(4) endlich 


viele reelle Nullstellen A,, A,...., A, besitzt, so bestehen die fastperiodi- 
schen Lésungen von (24) aus allen Systemen von Exponentialpolynomen 


k 

(30) y,(z) = Sie", 

x=l 
deren Koeffizientensysteme A’, bei jedem x den Gleichungen (27) geniigen 
{| Existenzsatz Ab)]. Falls G(4) unendlich viele reelle Nullstellen 
(31) po oe 
besitzt, so bestehen die fastperiodischen Lésungen von (24) aus allen 
(geniigend oft fastperiodisch differenzierbaren) Funktionen 


y,(2) ~ 5 Aj,e'"** (» = 1, 2,..., m) 


[insbesondere aus allen Exponentialpolynomen (30)], deren Koeffizienten- 
systeme A, den Relationen (28) geniigen [Existenzsatz Bc)]. 


§ 5. 
Beweise der Existenzsitze. 


Satz A. a) Da G(A) keine reellen Nullstellen hat, so ist die Funk- 
tion fee), weil der Nenner vom m-ten und der Zahler héchstens vom 
(m—1)-ten Grade ist, nach I, § 2,7 ein Multiplikator; d.h. die mit 
irgendeiner Fourierreihe 





(32) f(a) ~ » 4, et+nz 
gebildete Reihe ‘ 

‘ (4, ; 
(33) Sy er a, ettnt 














Differentialgleichungen mit fastperiodischen Lésungen. III. 587 


ist wiederum eine Fourierreihe. Die Funktion, zu der sie gehért, wollen 
wir mit 


(34) See (f) 
bezeichnen. Nach I, §5 ist sogar 

fe bi guy (4 
(35) “Atal 


ein Multiplikator, und das ,,Produkt“ von f(z) mit (35) ist die Ableitung 
der Funktion (34). Nunmehr verifiziert man leicht, daB die Funktionen 


(36) => ef] (» =1, 2,..., m) 


e=l 
eine Lésung unseres Gleichungssystems bilden. Denn es ist 


B6,.(9,) = Ss) — S Brel) =f- 


b) Wir betrachten fiir jedes » die Differentialgleichung m-ter Ordnung 
Auf diese Gleichung ist auf Grund unserer Voraussetzungen iiber die /, 


der Existenzsatz aus I, §1 anwendbar; d. h. es existiert die fastperiodische 
Funktion 


(38) alt): 


und sie hat fastperiodische Ableitungen bis zur m-ten Ordnung. Da die 
k-te Ableitung von (38) durch ,,Multiplikation* von f, mit (¢4)* entsteht, 
so sind auch jetzt die fastperiodischen Funktionen (36) vorhanden und 
sind einmal (fastperiodisch) differenzierbar. Da® sie eine Lésung darstellen, 
folgt wie unter a). 

Satz B. Wir betrachten wiederum fiir jedes » die Gleichung (37). 
Auf Grund unserer Voraussetzungen [entweder a) oder b) oder c)] gibt 
es nach den Siatzen in I, §1 und § 6 jeweils eine fastperiodische Lésung 
dieser Gleichung; anders ausgedriickt, es gibt die fastperiodische Funktion 


ZIf)- 


Da jetzt die g,,(4) reine Differenzenfunktionale darstellen, so sind auch 
jetzt die Funktionen (36) eine fastperiodische Lésung unseres Gleichungs- 
systems. 





(Eingegangen am 9. 8. 1930.) 








Theorie der ¢-Funktionen. 


Von 
Wilhelm Maier in Lafayette (Ind. USA.)'). 


Zusammenfassung. 


In seinen Arbeiten iiber elliptische und #-Funktionen hat der Verfasser 
folgende Resultate erhalten: 


1. Den Ausgangxpunkt bildete die Reihe 
v+eP<n - 
, e2 ti (zh+yk) zy 
(1) J. 2 Sabre" | u ) 
und ihre elementar zu beweisenden Funktionalgleichungen, die wichtige 
Relationen zwischen den elliptischen Funktionen zusammenfassen. Dadurch 
erscheint diese Reihe als Grundlage fiir den formalen Aufbau der elliptischen 
Funktionen geeignet. 
2. Setzt man 
(Me os, Be aytans o 0-0 
(2) “(7 )=« + F(- 1) huts, 
so ist, speziell mit w, y—, z =z, 
t, ~-*'2425(2), 


@, ow, 8 \o, 
(3) ti+2t,=9(z), 
(4) — 24? — 64, , —-64,=9"(z), 


also 3, , y’ aus gemeinsamer Quelle abgeleitet. 

8. Es sind ¢,, ¢,,... Fouriersche Reihen in x und y; nach (8) und (4) 
gestattet also jede elliptische Funktion eine rationale Darstellung durch 
Fouriersche Doppelreihen, welche beide Periodizitaten zum Ausdruck bringen. 

4. In der vorliegenden Arbeit werden die Funktionen ¢,, %,... un- 

abhingig von (1) und (2) durch innere Eigenschaften definiert. 


*) Research fellow of the International Education Board 
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Der Ausbau und die Verfeinerung derjenigen Transzendenten, die zur 
Umkehrung elliptischer Integrale eingefiihrt wurden, leitet zu einer Folge 
von meromorphen Funktionen zweier komplexer Verinderlicher, welche 
andererseits auch verstanden werden kénnen als Verallgemeinerung der 
Bernoullischen Polynome. 

Die ersten Ergebnisse*) in dieser Richtung erforderten die Mitnahme 
von Kroneckers Funktion e © y ), insbesondere also die Adjunktion einer 


dritten Verianderlichen u. Das Ziel der folgenden Entwickelungen ist der 
Aufbau einer unabhingigen Theorie der Funktionen ¢(2z, y), und die ein- 
fachsten Tatsachen in dieser Richtung werden in den folgenden Paragraphen 
in Kiirze entwickelt. 


§ 1. Ankniipfung an friihere Arbeiten. 
§ 2. Einfiihrung von 1, (z, y). 

§ 3. Argumentteilung fiir ¢, (2, y). 

§ 4. Einfiihrung von ¢, und #,. 

§ 5. Rekursionen fiir ¢,. 


§ 6. Teilungsgleichungen. 
§ 1. 


Ankniipfung an friihere Arbeiten. 
Ausgangspunkt unserer Untersuchung sei der folgende Grenzwert 


0<V+R <n 


(1) Jim Dt i = — , 
dessen Existenz fiir 

(1’) 0 <|o, |; 0<|s(2)|; 
(1”) O0<2<1; O<y<1; 
(1”) y»=1,2,... 


bewiesen wurde; bezeichnet man den Ausdruck (1) durch 


Sym 
t, A z) bee t,, 
so wird man zum Studium einer abzahlbaren Funktionenfolge zweier 
komplexen Verinderlichen 2x, y gefiihrt, einer Aufgabe, die von der Grund- 


*) Vgl. insbesondere: Bernoullische Polynome und elliptische Funktionen, Journal 
fir die reine und angewandte Mathematik 168 (1931); Zur Theorie der elliptischen 
Funktionen, Math. Zeitschr. 1931; Elementary Properties Of The ¢,-Functions, Trans. 
Am. Math. Soc., Oct. 1930. 
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lage (1) aus auf zweierlei Weise angegrifflen werden kann. Entweder man 
zieht noch eine weitere Verinderliche u in Betracht, welche ungleich z, y 
im definierenden Ausdruck schon véllige komplexe Bewegungsfreiheit be- 
sitzt, von isolierten Punkten der u-Ebene abgesehen — und stellt Funktional- 
gleichungen auf, worin z,y,u eingehen: dann wird auf diesem Umweg 
die analytische Fortsetzung der Funktion in die komplexen zx, y-Ebenen 
hinaus vermittelt, und die Beschreibung der ?¢, geleistet, unabhangig von 
der besonderen Darstellung (1). Dies entspricht durchaus dem Friihstadium 
in der Entwickelung der Theorie der Modulfunktionen, alls welche Grenz- 
gebilde bedeuteten im umfassenden Bezirk der elliptischen Transzendenten. 


Oder aber man wiinscht die erwahnte Adjunktion von u zu vermeiden 
und eine selbstindige Theorie der Funktionenfolge ¢, in Angriff zu nehmen. 
Dabei hitten wir uns also von der engen Darstellung (1) zu lésen, ohne 
aus dem z, y-Gebiet herauszutreten, und solche Aufgabe scheint von 
Interesse als einfaches Beispiel zur komplexen Funktionentheorie zweier 
Verinderlicher. Die Entfernung der Hilfsvariablen u bietet aber noch weitere 
Vorteile: Die Forderung ganzer » in (1"") sicherte die Eindeutigkeit der 
u-Funktion; will man die Bedeutung von (1”) beurteilen, so hat man 
sich zweckmaBig von u zu befreien. 

Den Gesichtspunkt der Methodenreinheit wollen wir nicht auf die 
Spitze treiben, denn der Konvergenzbeweis fiir (1) wird durch u-Adjunktion 


nicht komplizierter: 
+B <n 


ertia h+ykh zy 
tim. > 1 me s( u ) 
konvergiert fiir w==0(mod.w,,,) zugleich mit ¢,; und ,der Additions- 
satz“ der s-Funktion, d. hb. die dreigliedrige Funktionalgleichung 


(2) 0(*.")a(*.") =a(' at aatallied Te bod "\e 2 ee 


x v v u 


kann bestitigt werden genau mit denselben Schritten wie die quadratische 
Funktionalgleichung 








" [te(e) tear(e)] eat! (“F") 8 (2) tees (@ +8) 
(= = + > 
(8) ties) Pe [CTH (EG) thea (@+8)| 


wo x,4=0,1,...; 4) =—1; t,(z,y) =t, (x); t,(&, 9) =#t,(€); t_, =... =0; 
0<&<1—2; 0<4<1-—y: namlich durch Ausmultiplikation der Aus- 
driicke (1), Teilbruchzerlegung, Restschatzung. Andererseits ist (2’) nichts 


anderes als das u-Eliminat aus (2) und der Definitionsgleichung fiir s C # y ) : 
also das Ergebnis einer Koeffizientengleichung. 





— 


o. - oe 


a. itn ant ae.lhCU-e eh Oe Bee 6 ee Oe 
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Nimmt man noch aus (1) die triviale Spiegelung hinzu 
(3) t,(1—#,1—y)=(—1)'t,(z, 9) 


und benutzt die aus der Theorie der Modulfunktionen bekannte Tatsache, 
daB jedes t, (0,0) fiir m > 2 sich homogen mit rationalen Zahlkoeffizienten 
aus ¢,(0,0) und #, (0,0) aufbauen laBt, so flieBt aus (2’) fiir y—1, 2,... 
die quadratische ¢,- Rekursion 


y+! 


(4) 3 (441) (-1) yah ana = (% + 1a -t 4 0(0, 0) — ("9") t,44(0, 0), 


2 


i=— 7 


welche jedes ¢, héheren Zeigers rational zuriickbringt auf die Anfangs- 
werte t,, ty, ty. 

Zwar sind die Funktionen ¢,,¢,,¢, rational unabhangig, nicht aber 
algebraisch; durch nochmalige Benutzung von (2’) findet man namlich 


(5) 913 + 64, [42 + 32, t,] 
+ {— 843 — 31242 + 154, (0, 0) [t? + 24,] + 352, (0, 0)} —0, 


so daB es geniigt, nur zwei verschiedene der ¢; in einer independenten 
Theorie zu behandeln, etwa t,, t,. 


Die Aussagen (2’), (4), (5) wurden gewonnen*) unter Verwendung 


der s ( my )-Funktion, wobei die Abhangigkeit von der einen Verander- 


lichen u wesentlich benutzt wurde. Diesen Standpunkt wollen wir jetzt 
verlassen, um vielmehr das Funktionenpaar ¢,,¢, des Paares komplexer 
Argumente x,y direkt zu untersuchen. Wir beginnen mit 1,. 


§ 2. 
Einfiihrung von ¢, (#, y). 


Riemann stellte fest, daB die Bestimmung analytischer Funktionen 
zweckmaBigerweise nicht durch Angabe eines GréBenausdruckes zu voll- 
ziehen ist. Abgesehen von der Zufilligkeit des darstellenden Elementes 
bringt es namlich die Analytizitaét der gewiinschten Funktion mit sich, daB 
jeder Ausdruck fiir eine Funktion die letztere iiberbestimmt, insofern jeder 
endliche Existenzbereich jenes Ausdruckes ,zu groB“ ist. In der Tat ist 
solche Uberbestimmung nicht nur ein Schénheitsfehler, sondern sie ver- 
schleiert die Bilanz der definierenden Elemente, lahmt die logische Durch- 
dringung des Untersuchungsgegenstandes und hemmt dessen Transformierbar- 
keit. Im gegenwartigen Beispiel der Funktion ¢, lésen wir uns also vdllig 
ab von der Darstellung (1.1), um statt dessen eine Kennzeichnung durch 
innere Eigenschaften zu vollziehen. Die Bestimmung soll geschehen durch 
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Angabe von Lage und Art der Singularitaten, eine partielle Differential- 
gleichung und zwei partielle Differenzengleichungen. Fiir 0 < |.«,|; 
0< \J = und komplexes z, y geniige die meromorphe Funktion 


t, (x, y) =, etwa den Bedingungen: 
Singularitaéten sind méglich nur fiir 





(1) | @, y = w, x (mod. w,, w,); 
es gelte die Grenzgleichung 
(2) clim,[24 (2, 9) —4(g>-2)] = 9 
die differentielle Koppelung 
C) 
(3) (arias + acu apy ole 
und folgende Periodizitat: 
(4) t,(z, y) =#,(2 +1, y) =4,(z,y +1). 


Das System (1), (2), (3), (4) reicht zur vdlligen Bestimmung von 
t,(a, y) aus; insbesondere werden wir gelegentlich auf die trigonometrische 
Darstellung (1.1) gefiihrt werden, womit dann nachtriglich die Existenz 
einer Lésung bewiesen ist. 

Zuvor bemerken wir, daB jedenfalls nicht zwei verschiedene Lésungen 
t, + 1, bestehen; deren Differenz wiirde nimlich (1) erfiillen, wire nach (3) 
eine Funktion von (w,y—,2) allein, also nach (4) doppelperiodisch, 
aber nach (2) zu arm an Polen, also konstant, und nach (2) identisch in x, y 
verschwindend; somit existiert héchstens eine Lésung t,, welche nach (3) 
in folgender Gestalt angeschrieben werden kann: 


(5) _=— s+ =? (y—Sz x). 


Die analytische Funktion ® des einen Argumentes y — ot =z geniigt 
nach (4) den Bedingungen 


(6) ®(z+1)= (2), 
(6’) @ (2+ 2) = O(2) + 2x4 
und nach (1),(2) mit % — 


(6”) ali—en-* ® regular fir 2 >= 0 (mod. 1, °*). 


z+0 


Durch (6), (6), (6” ) ist die meromorphe Funktion @® bestimmt und 
Cauchys Bt Be zeigt c= 1. 








von 


00 


mit 


Du 


2g 
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Benutzt man die fiir 0 < J(2:) erklirte Transzendente 
~ + Sc—ry Hata) boa 9(2, 3) = 9), 


so gibt der Vergleich ®(z) = © (2) oder 





- 222i 1 3’ 
(7) (2, y) = —-—==+—>5(y—S2). 


@, @, 
Das einfach polare Wachstum von t, bei z,y-—+0 sichert die Existenz 
von f f dz dy t,, erstreckt iiber ein Einheitsquadrat der x y-Ebene. Da #(z) 
ungerade ist, folgt mit (4) 
f i dzdyt, =0 
als unmittelbare Folge von 
(8) t,(z,y) +¢4,(1—2,1—y)=0. 


Nun sei 0< h*+k*; Ak = 0(1). Dann gilt der 
Hilfssatz: 





11 
_ ere 1 
(9) ffdxdyt,(z,y)-e s ne Oe eres 


Beweis. Mit = w; y—ox=z erhalt man 
@, 


[focdyetvaron t, ~ fas ¥i dz e72*tzh- setiwaran! == 2ziz A Leah, 
@, 


Q2i 


1 1 
(10) —=<- m4 fee nate e~ittke — 





a+1 


+ = 2 fazemioren facet! * (2). 


Durch zweckmaBige Fallunterscheidung und Benutzung einer Symmetrie 
ergibt sich beilaufig, ohne die Produktentwicklung fiir #(z) in Anspruch 
zu nehmen, das innere 

a+1 
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in (10). Denn fiir f we gibt (10) durch Integration nach Teilen 


lh 
11 1 
(11) Jf dxdye****"t,(2,9) = 553 
: ¥ h=0 . 
andererseits aber fiir { k+0 wird 


a+i 


, 


(11’) [facaye aaivkt (x,y) =0+—- prieae 


oe 


pa entation | 
es “hia dze- aie (z). 


In die Definition (1), (2), (3), (4) aes die w,,m, explizite nur in 
), (3) ein, derart, daB die Vertauschung gilt 
' (% ¥\_,(% # 
(12) (or Fat Engh § 


Beim Vergleich von (11), (11’) berechnet sich daher fiir 0 < — = <1 


Jeve enizk 8, __ 2xi 








0 


was in (10) eingetragen zu (9) fiihrt. 
Zusammen mit (8’) kommen wir fiir 0 < z, y<1 somit zur trigono- 


metrischen Entwicklung 
Oo< +P <n 


(13) t, (2, y) = lim >» * aera’ 


Der Giiltigkeitsbereich von (13) wird aber durch die berandenden Pole 
der dargestellten Funktion nur unterbrochen; namlich die Darstellung (13) 
reproduziert fiir reelle, nicht ganze x,y die Definitionsbedingung (4), so 
daB der wahre Konvergenzbereich obiger Doppelreihe beschrieben wird 
durch w, y — w, += 0 mod. (@,,@,), wobei 


erti(rh +yk) 





(14) Den ne a 


Bemerkenswert ist im Grenzfall | J(2: *) | —» oo der triviale Verlust der 


y-Periode durch ,,Verdraingung*; Pf nicht aus (13), wohl aber aus (3) 
evidente Verlust der z-Periode, begleitet von der Schrumpfung des viel- 
fach punktierten zweidimensionalen Entwicklungsbereiches (14) auf das 
Einstreck 0 < 2<1. Zugleich entartet die Transzendente t,, von einem 
konstanten Faktor abgesehen, zum ersten Bernoullischen Polynom, dessen 
Pol nach dem unendlich fernen Punkt der x-Ebene verdringt ist und 
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nichts mehr anzeigt hinsichtlich der Giiltigkeitsgrenzen der einfach erstreckten 
Reihendarstellung 


0<h* 


: i 2aizh 
| (2}} + ‘ ef x) =2) “aE j 





§ 3. 
Argumentteilung fiir t, (a, y). 

Das kennzeichnende System (2.1.2.3.4) bestimmte eindeutig die 
lésende Funktion t,; jeder anders gestaltete Ausdruck, der jene Bedingungen 
erfiillt, mu8 mit ¢, daher zusammenfallen, identisch in z,y,,,@,. Die 
Konstruktion solcher Ausdriicke liegt nahe; durch Argumentteilung einer- 
seits kénnen Singularitéten entfernt werden; durch lineare Kombination 
von t,-Funktionen andererseits kann die alte Dichte der Singularitiaten- 
verteilung wiederhergestellt werden. Zugleich findet man beim Abschlu8 
dieses Zweitaktprozesses die Perioden unverindert. 

Seien u, » =1,2,...; die endliche Doppelsumme 

uwo-lr-l 

3S (2244) =e) 

a=0 £=0 
geniigt den Forderungen (2.1.4)). Um auch (2.2) zu befriedigen, ist die 
Einschrankung « =v nétig. Nach (2.3) wird dann 


\rmietiin sah f(z, y)=—1, 





d. h. 


1 + 
(1) 1 Sy 1, (ES, YP) — 4 (2,y). 
"e _B=0 

Diese Funktionalgleichung verkniipft also jedes ¢, mit einer elementar- 
symmetrischen Verbindung solcher Funktionen transformierten Argumentes. 
Wurden zur Herleitung von (3.1) die Bedingungen (2.1.2.3.4) bendtigt, so 
doch keineswegs in vollem Umfang. Denn irgendeine Lésung rt von (3.1) mu8 
noch nicht (2.4) erfiillen, sondern unterliegt nur der schwicheren Bindung 
(2) t(z,y)—t(a#+1,y)—rt(z,y+1)+1(e+1,y+1)=0. 
Daher ist es von Interesse, (2.13) mit (3.1) zu vergleichen, indem man 
mit dem unbestimmten Ansatz 

O<hk +h <n e2aileh+yk) 
(3) t(zy)— Jim DM one Te 
in (3.1) eingeht. Aus bidinnalhdd Eigenschaften der Einheitswurzeln folgt 
fiir konvergente (3) und «=1,2,... 
(4) eer 








Bh, wk 
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als Aquivalent fiir (3.1); unter allen Gitterpunkten einer h,k-Ebene sind 
die vom Nullpunkt aus ,belichteten* durch (4) ausgezeichnet vor den 
»beschatteten*. Die den ersteren entsprechenden Koeffizienten in (3) 
bleiben unabhingig gegeniiber der Bindung (1). 

Wegen (2.3.7) kann den Differenzengleichungen (2.4) ein anderes Paar 
solcher gegeniibergestellt werden, wie aus der Periodizitét von # unmittel- 
bar zu ersehen. Es gilt 


(5) .(2+2,y)—4(29) = 7, 
(5’) &(2,9+2)-t (ey) = 7, 


wo (5') aus (5) und (2.12) zu entnehmen ist; iibrigens driickt die Sym- 
metrie (2.12) die lineare Transformation der #-Funktion aus und fiihrt also 
zum quadratischen Reziprozitatsgesetz im Kérper der rationalen Zahlen. 
Die Benutzung von (5), (5’) an Stelle von (2.4) gibt weitere Darstellungen 





"ct (ztam yt p> 
> 1 
(6) Li(zy)=> - "4 ( —,— * 

a, f= 

v-1 z+a—+ 
rat 1 | Ws y 
6) oi eyo 2 

a,f=0 

y-1 1 gs 
” 1 z nd 
6" Bi 8 Seam 


in Erganzung zu (1). Irgendeine Lésung rt von (6) ist wieder nicht notwendig 
Lésung von (5), (5’), sondern hat nur die partielle Differenzengleichung 


(2’) t(z, y)—+(2+2 :,¥) —*(2, y+— at) +2 (2+ *,y +2!) =0 


zu befriedigen. Die (2. 13) entsprechenden trigonometrischen Entwicklungen 
zu (6), (6’), (6”) fiihren wir nicht aus, da sie in theoretischer Hinsicht 
nichts Neues bieten, wahrend zur numerischen Berechnung die Konvergenz- 
verhaltnisse bei (2.7) giinstiger sind. 

Ohne Berufung auf die #-Funktion liefert die Taylorsche Reihe eine 
lineare Funktionalgleichung fiir ¢,, worin die Differenzengleichungen (5), (5’) 
als Sonderfille enthalten sind. Fiir komplexes w ist 


t,(2+wes, y+wst) 1, (x,y) + w[% t,.(z2+ D+F [-]--- 


=#,(z,9) + wf ast ah i} t+F{-.}’ typos 


oder nach (2.3) 
(7) t, (2+-w et y+02s)— t,(z,y) —w. 
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§ 4. 
Einfiihrung von ¢, und ¢,. 


Die lineare Funktionalgleichung (3.1) verkniipfte t,(2,y) nicht nur 
mit ¢ (=, x), sondern auch noch mit (y*—1) weiteren Funktionen. Um 


letztere zu entfernen, suchen wir nach weiteren Zusammenhangen zwischen 
den in (3.1) eingehenden Gebilden; es liegt nahe, besonders einfache 
symmetrische Funktionen aller geteilten Argumente heranzuziehen, etwa 








Potenzsummen der t, (te, 2+8). Fiihrt man die Bezeichnung ein 
(1) a= ot Sia (es, ytfy (»,b = 1, 2,...), 
a, p=0 


so ist nach (3.1) 
O,=1t, 


bekannt. An Stelle von o, bilden wir mittels (2.2) eine fiir jedes reelle 
x,y endliche meromorphe Funktion 


y—-1 
(1’) —#+o,= —# (x, y) +972. > a (==, vr) p (2, y); 
=0 
so gibt (2.4) a 








p(z,y)=9(e+1,y)=¢—(2,y+1). 
Um aus (2.3) Schliisse zu ziehen, schreibe man das partielle Differentiations- 
symbol 


ee. 
(2) 2ni dx Ixidy > 


so wird 
Dt, (=, 2) =» D1, (z,y)=-—» 
Dit(x,y)— ss; Aet(z,y) + 2% At(ay) 
=2t,(2,y)-{o 2 + ot ahh (ay) 
= —2t,(z,y), 
und es ist die vollstandige Lésung der homogenen Differentialgleichung 
Dy(z,y)=0 


bekannt als analytische Funktion nur einer Veranderlichen 
(3) y (x,y) =A(w,y — @, 2). 


Ist y in x, y reell periodisch, so nimmt A einen von 2, y unabhangigen festen 
Wert an, falls |y| nach oben beschrankt bleibt. Mit einem von » freien 


t, (x ? y) 
Mathematische Annalen, 104. 39 
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habe nun die inhomogene Differentialgleichung 
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Dy(z,y)—D >| —W(2, stone. Sia (tts, rf). 2(1—»-*) t,(2,y) 


a, B=0 


eine fiir reelle z,y endliche Lésung 


(4) Pp (z,y) = 2(1—»-*)-t,(z,y); 
diese ist nach (3) bis auf eine additive Zusatzkonstante festgelegt. Ver- 
bindet man (1’) mit (4) 


[2K y+ Sa(ets, 1+0)| a2, y)+21,(z,y), 





a, B=0 
benutzt 
v-1 
(5) >t, (7%, 4") = (2,9) 
a, p=0 


zur Bestimmung jener Integrationskonstanten, so wird durch (1’), (4), (5) 
die neue Funktion ¢, eindeutig erklirt, wobei die rationale Verbindung 


(6) i+ 2t,=e(2,y) 
der Funktionalgleichung 


Sp (=t*, 4+?) — o(2,y) 


a, p=0 
geniigt, wahrend ihr Wachstum an der Stelle (0,0) durch 
lim, |e (3-3) — 4e(z,9)] = 
eingeschrankt ist. Aus (2.1.4) schlieBt man, daB 


(6’) (x,y) = (a, y — a, 2) 
mit der WeierstraBschen Funktion zusammenfallt, die in der Tat fiir 





(6”) O,Y — Or =—2Zz 
durch Grenzbedingung 
lim [ (5) — 49(z)| =0 


z>0 
und Teilungsgleichung 
*-1 
rt Sp (ttt) — p(s 


a, f=0 


als meromorphe Funktion von z bestimmt ist. Aus 


v—-1 
(7) oot Sap (AES, UP) 4 2 —9t).t, 


a, p=0 








( 
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folgt insbesondere die Grenzformel 





(7’) lim »~* ve Ae yre =e(my _ @,2), 


a,p=0 
wahrend (7) mit (3.1) die elementarsymmetrische Kombination liefert 
a+p 


7") Doo t, (25,28) 4, (FEA YEP) — 201 — 98) -4,(2,9); 
—1<a,pcr 

die Ungleichung «+ £ meint im vierfachen SummationsprozeB, daB aus 

a, = B, notwendig «, + f, folgt, und umgekehrt. SchlieBlich entnimmt man 

aus (4), (5) die trigonometrische Darstellung 


0< +n 

; prewar =0,+1,... | 
{ = ] h, aes (9 b] ’ " 
8) t,(x,y) ite (w,h+ w,k)* g< ry< 941) 


Das Verhalten von ¢, im kleinen wird beschrieben durch (2.7); es beginnt 
die zugehérige Potenzreihe nach (6”) 


t, =1-2niz +az+..., 
woraus 


t? = +, —4ai2 — dante" + 20... 


Tragen wir dies in (7) ein, so folgt das Grenzverhalten von ¢,, namlich 
die Existenz von 


‘ : Qxiz 
(8") clim  [“= — (2,9). 
0<a*+ p* 


Bezeichnet man 5’ durch 3”, so liefert (5) fir » = 2,3,... 


y—1t 
Xa (F 95) = 03 


a,p=0 





im einfachsten Falle also 


t(¢+0) +4 (0,9) +4 (z 3) =O. 


Jetzt. werde eine weitere Funktion ¢, erklairt durch folgende Eigen- 
schaften: 





mod » 

(9) v- Dt, , (==, ut?) @4,(z, y), 
a, f=0 

(10) Dt, (xz, y) = t(z,y), 


mod. » 
wobei 5) anzeigt, daB a, 8 je (mod.») ein volles Restsystem durchlaufen. 
Nach (9), (10) kann ¢, singular sein héchstens in den singuliren Mannig- 
faltigkeiten von #,, d.h. fiir z=0(mod.w,,@,). Zu jedem reellen z, y 
39* 
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gehért nach (9) ein endliches ¢,, welches nach (8’), (10) endliche partielle 
Ableitungen erster Ordnung besitzt. Die in (9) postulierte Existenz der 
Doppelsumme zieht #,(z, y)=t,(z+1,y)=4#,(z,y-+1) nach sich, so 
da8 (9), (10) zur eindeutigen Bestimmung von ¢, ausreicht. 

Es soll nun 


v-1 


(11) y* Sa (te, Ut) wa, 


a, p=0 
durch t-Funktionen der vollen Argumente ausgedriickt werden. Mit Ko- 
effizienten a,b, die von z, y frei sind, bilden wir in unbestimmtem Ansatz 
o, = t+ at,t, + bt, 
Do, = — 313+ at?+(b—a)t,, 

welches aber nach (11) 

v-1 

wea.) 

0 
und nach (7) 

a [B+ (2-3) 4) 
wird. 

Ein Vergleich bestimmt a und } zu 


a=3(1-4), 6=3(1-4)(1—5), 


, 1 1 2 \ 
(12) o,=#2+3(1—-5)t,4,+3(1-)(1-)4, 
woraus beilaufig 
t,(z,y) +#,(1—2z,1—y)=6 
folgt und im besonderen 
#,(0,0)=0. 
Bezeichnet man entsprechend 
vy-1 
1 +a 
Y SHS =; *\4,(= , y+) Cr, 


a, f=0 











so findet sich 
(13) Og = tty + 3(1— 4) fy, 
und aus (9), (12), (13) erhalt man fiir 

— 24? — 64, t, — 61, = ge’ (2, y) 
entsprechend (6) eine Funktionalgleichung der Gestalt 


r-1 


y-* 3) 9" (248, UP) — p(x, y), 


a,p=0 





wa 


V 


(14) 


ee ee ee 
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was wegen 
| jim, |9’(F: +) —89"(z, y)|=0 
zu 
9’ (x,y) = 9’ (m,y — 42) 
fiihrt. 


Dies ist nur eine Umformulierung des von C. Siegel gegebenen Ver- 
fahrens, rE Funktionen auf rationalem Wege aufzubauen bei vor- 
gegebenen t,, t,, ¢ er flieBt aus WeierstraS’ Differentialgleichung 

= 49°— 9.9 — 9s» 
wo 
g, = 351,(0,0); g,= irk 0), 
eine algebraische Abhiangigkeit zwischen ¢,, t,, t,, namlich (1.5), deren 
Ableitung wir hier iibergehen. Entsprechend ( ) vermerken wir den Grenz- 


fall zu (12) 
v-1 
— > jim »-* > a(=, yf) = —9'(w,y — @,2). 
a, B=0 
Verbindet man (12) mit (7) und (3.1), so folgt entsprechend (7”) 
atp 





¥ ¥ 


—1<aj,pji<r 


dabei diirfen héchstens zwei der Differenzen «,— A; fiir j=1,2,3 in 
einem Summanden verschwinden. Aus (9), (10) entnimmt man fiir jedes 
reelle Paar x, y die Reihenentwicklung 


2 2 
o<+8 eri lzh+yk) 


“. 
t, = 2” ated 





§ 5. 
Rekursionen fiir t,,. 
Setzt man fiir «x =1,2,... 


(1) Dt_= te a> 
so ergibt (2.5) den Anfangswert 
(2) t= —1. 


Die Existenz reeller x, y-Perioden fiir ¢, zusammen mit Angaben iiber 
Lage und Art zugehériger Singularitéten kann durch eine Funktional- 


mod » 
gleichung gekennzeichnet werden, wenn das Summationssymbol 5) wieder 
so allgemein verstanden wird, daB die eingehenden Summationszeiger nicht 
nur ein volles Restsystem durchlaufen, sondern da8 die Summe bestimmt 








(14) Das ¢, (Tm, ETA), (Ste, oth), (ets, yth) 6 —1)(r*—2) 
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ist allein durch die Restklassen. Fiir » =1,2,... sei 
mod r 


( aot Dens (2, 2), 


¥ 





durch (1), (2), (3) ist dann ¢, entities Sees Jedes Lésungspaar ¢, 1 
namlich gabe nach (3) 

t.—1,=9(2,y)=e(e@+Ly)=e(z,y+)) 
und nach (1) 

ee 5," y(@,y— W, 2), 

welche analytische Funktion also doppelperiodisch, nach (3) aber beschrinkt 
und also konstant ist; diese Konstante kann nach (3) nur den Wert Null 
haben. Fiir 2<x und — co <2z,y< oo besteht die Darstellung 


0<A*+k* 
+ erti(eh +yk) 


(4) = Pome reed 


Die in (4.1.7.11) benutzte Bezeichnungsweise setzte die symmetrisch 
gliedweise eingehenden Produkte von t- Funktionen in Evidenz: 





v-1 

a mot 5 a(t A) — 4 a(t Fa, 
v-1 

og =o SS ag(2t8, U4) 24 3(1—3)1,,49(1-3)(1-2)t 
a,p=0 


as? 3s (ZH, UEP) (Ate TP) 4431 —5)ty. 


, 
af=0 


Verallgemeinern wir und setzen, entsprechend alle ,Gewichte“ der Zeiger 
andeutend, 


(5) oF (F=5, yt) (Zt, 4°), 


af=0 
(6) -~ Fx (2x8 , wt), 
a,f=0 


so macht sich beim unbestimmten Ansatz das Nichtverschwinden des Ab- 
solutgliedes ¢,(0,0) geltend; z. B. gibt 


(5’) 0,, = at,t, + bt? + ct,+ dt,(0, 0), 


worin alle ¢-Kombinationen gleicher Zeigersumme aufgenommen sind, nach 
Differentiation nur zwei Bestimmungsgleichungen fiir vier unbekannte Ko- 
effizienten. Durch bestimmte Integration entsteht eine dritte Bindung, 
wahrend die vierte eine t-Rekursion liefert, identisch in 2 und y. 





v=) 


«p= 




















t-Funktionen. 


Nach (5), (5’) ist 


| 1S (tts Ute) 4 (Ate, ete) _ 4 (248, Ut) —(2b+40)4,4,+(c—a)t 


, ¥ ¥ 


a+2b=1; —a+e=3—4; 
(5’) gibt 
4 faz {ayo— [a +b+4]#,(0, 0) 
0 0 
und daher (5) 
—a+b+d=l1. 
Somit 


1 


P 4 3 1 
b= —-st+y e=at+3—5, ° d= +5; 


vo| a 


nih . r 4 1 
(7) 5 = [yt — 3+ 4+ 34,0, 0)] +543 +[3—F]4,+74,(0, 0) 


1 4 1 
=744+(8-—S]4+74(0,0), 
wahrend die ¢-Reihen der quadratischen Rekursion geniigen 
1 a 
(8) tt4.—zl+t+74,(0,0)=0, 


welche (7) umzuformen gestattet. Ubrigens stellt (8) einen Sonderfall 
von (1.4) dar, und man erhalt die héheren Summen und Rekursionen 
entsprechend (7), (8), wie 


v—1 


7 . +a y+ 
w=” Dy f(A", 2) 4, (FT, YM) — 04,0,(0, 0) + b4,t, + ctyt, + df 
0 





nach gleicher Methode; es ist das in (6) angeschriebene 
of 1 _ 3 7 1 


zwar leicht, o, dagegen nur mit neuen Hilfsmitteln, wie Hinzunahme weiterer 
Veranderlicher, zu bestimmen. 

Zur Herleitung von (1.4) kniipfe man an (3.7) unter Verwertung von 
(5.1.2) an. Fiir komplexes w hinreichend kleinen Betrages, der von w,, w, 
abhingt, w,y — w,2 + 0 (mod. ,,m,) und x =1, 2,... ist 


(9) t(z+ we, y+wet) = a 


2x1 y! 


vac 
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Ausreichend zur Bestimmung aller ¢, sind also die in »,x, z, y, 
,,@,, w gebildeten Aussagen (3), (9). Wie in (3.4) allgemeine Merk- 
male auftraten, die schon jeder Sonderlésung von (3) zukommen, so liegt 
es nahe, solche Kennzeichen zu suchen, die jeder Lésung 1, von (9) eigen 
sind; wenn a, , von ~ frei bleibt, so mu8 jede konvergente trigonometrische 
Darstellung in der Gestalt 

—- e2zilzh+ yb) 
= 2M On aap 
auftreten. 

Weil mit 1,(z,y) auch 1, (x,y) +27 "t,(22,2y)+3° “1, (32,3y)+... 
im Fall der Konvergenz (9) befriedigt, wird man zu den besonderen Funk- 
tionen gefiihrt, die durch 

“ie e2ti(ch+ yk) fii 6 en 1.2 
Ak ——_—-———_ z,y<1; x=1,2Z,... 
(hk) = 1 Valea TSS 
dargestellt werden kénnen; sie fiihren insbesondere zur Transformation 
von z,...,@,. Zu den t-Funktionen zuriickkehrend, bestatigt man (1. 2’. 4) 
entweder durch unbestimmten Ansatz und Eintragung nach (9), oder wie 
oben (7) mittels Anwendung von D und ffdzrdy. 


§ 6. 
Teilungsgleichungen. 

Die drei elementarsymmetrischen Funktionen (3.1, 4.7”, 4. 14) gewinnen 
an Ejinheitlichkeit bei geeigneter Normierung durch eine Potenz von +. 
AuBerdem zerfallen die eingehenden endlichen Summen der Vielfachheit 
2-2, 2-3 im 2! bzw. 3! identische Bestandteile. Schreibt man zur 
Abkiirzung »*=1, behalt iibrigens die friiheren Bezeichnungen bei und 


— 
setzt mit —* = 0 





Ow 
v-1 Il 
1 B 1-i 
(1) — 1 TT {0-96} =< Saga 


so folgt fir 4=0,1,2,3 

¢,=t,(z,y). 
Dagegen ist, allgemein zu reden, fiir 3<4 c,+#,, und wir werden auf 
direktem Wege nur das einfachste Beispiel zu (1), den Fall der Zweiteilung 


durchfiihren, d.h. die Berechnung von t, (F. #) aus t,,¢,. Es wird hier (1) zu 


1 
(1) -~% T] {w — 24,(75*, F*\\e 4a t aS +hw ts, 


ap=0 





a»! 
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und zu leisten bleibt die Bestimmung der von w unabhingigen GréBe 4; 
























dabei ist 

= FACE DG ENE BACH EP) 

ae ae Ba) +45 Fa Hae 
(S S)a(*S*, 2), (72°, 4") +4 (F, S)a(S, 4") 0 (FF 

Nach (1’) also 

(3) Dé=t,, d=—t,+A(o,y—o,2); 


die analytische Zusatzfunktion A von nur einem Argument in (3) ist mit 
t in x, y periodisch, wegen 


1 1 1 
4(z-0)=4(0,9)=4(g 3) =0 
fiir reelle 2, y beschrinkt, also von x, y unabhangig. Weil ¢, nur in erster 
Ordnung unendlich wird, finden wir 


A=— 1#,(0,0,0), und nennen 
(4) 1 


4 
ir TT 026834, 492)}~— 1400.0) 3 ee 


| Dat 





die Zweiteilungsgleichung fiir t,(2,y); die biquadratische Bestimmungs- 
gleichung 


Seka = #,(0, 0) 
la8t namlich fiir w die Lésung zu: 
y 
w= 2t (> s 4). 
Verbindet man (5.9) mit (4), so wird 


1 


4 fw a. (cts. ¥F\\ — 4,(0,0)— (2+ wx, y+w5). 


22% 
«p=0 
und es gilt iteriert in ¢-Funktionen 


(0,0) =a [2+ 24(F, 5), 9+ Baz $)| 


identisch in z, y, @,, @,. 





University of Chicago, 4. 4. 1930. 


(Eingegangen am 22. 4. 1930.) 














Uber Folgen analytischer Funktionen. 
(Erganzung zur Arbeit im 100. Band.) 
Von 


F. Hartogs in Minchen und A. Rosenthal in Heidelberg. 


In § 6 ihrer Arbeit im Band 100 der Mathematischen Annalen haben die 
Verfasser als ,,a-Menge“ jede beschrankte, abgeschlossene Punktmenge der 
xy-Ebene bezeichnet, auf welcher z und daher auch jede stetige Funktion 
von x und y durch Polynome von z(—2-+-¢y) gleichmaBig approximiert 
werden kann*), andrerseits als ,8- Menge“ jede Punktmenge der z y-Ebene, 
auf welcher jede Funktion von z und y der Klasse 0 oder 1 (im Baireschen 
Sinne) durch Polynome von z (gleich- oder ungleichmaBig) approximiert 
werden kann, und haben daselbst zu der Frage, wie diese beiden Arten 
von Mengen geometrisch (bzw. mengentheoretisch) charakterisiert werden 
kénnen, einige Untersuchungen beigesteuert. Nach Abschlu8 ihrer Arbeit 
ist es ihnen weiterhin gelungen, nachzuweisen, daB jede beschrankte, abge- 
schlossene Punktmenge M, welche die Ebene nicht zerlegt*) und das Flachen- 
map Null hat, eine «-Menge sein muf. Aber auch durch dieses Ergebnis 
wurde die Frage nach dem Charakter der «-Mengen nicht abschlieBend 
beantwortet, wie schon daraus hervorgeht, daB jede ungeschlossene Jordansche 
Kurve, einerlei ob ihr Flachenma8 Null ist oder nicht, eine «-Menge dar- 
stellt. Herr M. Lavrentieff, auf dessen in den Comptes Rendus erschienene 


1) Erwihnt sei, daB (wie leicht nachzuweisen) in dieser Definition, ohne ihre 
Tragweite zu Andern, die Worte ,beschrinkte, abgeschlossene“ sowie ,x und daher 
auch“ gleichzeitig fortgelassen werden diirfen (wobei unter ,stetige Funktion von z 
und y“ nach wie vor eine auf der betreffenden Punktmenge stetige Funktion zu ver- 
stehen ist). 

*) Wird diese Voraussetzung fortgelassen, so ist eine gleichmaBige Approximation 
von x durch Polynome von z selbstversténdlich nicht mehr méglich (vgl. FuBnote 36 
der fritheren Arbeit), wohl aber eine solche durch rationale Funktionen von z; siehe 
im Folgenden Nr. 3. 








ak 


‘we 
ak 
ab 
z- 
eit 


ays. & 
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Note*) die Verfasser schon in ihrer damaligen Arbeit hingewiesen hatten 
und dem einer der Verfasser auf dem KongreS in Bologna von dem obigen 
Resultat Kenntnis gab, hat diesem inzwischen unter Ubersendung einer 
Skizze seines Beweises mitgeteilt, daB (wie die Verfasser bereits vermutet 
hatten) die Einschrankung beziiglich des FlachenmaBes der Menge M ersetzt 
werden kénne durch die, daB M ein linienhaftes Kontinuum sei. Hierdurch 
erhalt dann die Frage nach dem mengentheoretischen Charakter der «-Mengen 
tatsichlich ihre abschlieBende Beantwortung; denn mit Anwendung des 
Satzes von 8. 233‘) folgt daraus, daB die a-Mengen identisch sind mit den 
nirgends dichten, beschrankten, abgeschlossenen Mengen, welche die Ebene 
nicht zerlegen®). Da nun aber die Untersuchungen des Herrn Lavrentieff 
auf ganz anderen Methoden beruhen und viel weitergehende und kompli- 
ziertere Hilfsmittel bendtigen, so schien den Verfassern eine Verdffentlichung 
ihres eigenen, friiheren und auf duBerst einfachem Wege sich ergebenden 
Resultats doch noch gerechtfertigt zu sein. 

Beziiglich der 8-Mengen sei in diesem Zusammenhang noch folgendes 
bemerkt: Sobald nachgewiesen ist, daB jedes linienhafte, die Ebene nicht 
zerlegende Kontinuum eine «-Menge darstellt, la8t sich auf Grund der 
Untersuchungen der Verfasser (siehe die Saitze S. 235 und 260) auch die 
Frage nach dem mengentheoretischen Charakter der abgeschlossenen*) B- 
Mengen sofort beantworten, und zwar sind diese letzteren dann charak- 
terisiert als diejenigen abgeschlossenen Mengen, die als Vereinigungsmengen 
von (héchstens) abzdhlbar vielen «-Mengen dargestellt werden kénnen’). 

Daraus folgt dann noch, da8 dem Ausspruch auf 8. 236 der friiheren 
Arbeit nunmehr die folgende abschlieBendere Form gegeben werden kann: 
»l tst dann und nur dann eine B-Menge, wenn (fiir die Menge der 





*) Sur un probléme de M. P. Montel. Par. C. R. 184 (1927), p. 1634. 

*) Die angegebenen Seitenzahlen beziehen sich, wenn nicht anders bemerkt, 
stets auf die friihere Arbeit der Verfasser. 

5) Oder auch mit denjenigen nirgends dichten, beschrinkten, abgeschlossenen 
Mengen, deren einzelne ,Stiicke“ (Encykl. d. math. Wiss. II C 9a, S. 902) die Ebene 
nicht zerlegen. 

*) Allgemeiner lassen sich (wie aus dem Satze des Textes sofort folgt, da jede 
abgeschlossene Teilmenge einer $ -Menge wieder eine £-Menge ist) diejenigen $-Mengen, 
welche zugleich ,,F,-Mengen“ (d.h. Vereinigungsmengen von héchstens abzahlbar vielen 
abgeschlossenen Mengen ) sind, charakterisieren als die Vereinigung gen von ( hichstens ) 
abedhibar vielen a-Mengen. [DaG keineswegs jede 6-Menge (auch nicht jede auf der 
z-Achse gelegene) eine F,-Menge zu sein braucht, ergibt sich leicht bei Benutzung 
eines Satzes von Hausdorff (Math. Zeitschr. 5 (1919), S. 309, letzter Satz fir a =1)). 

*) DaB es nirgends dichte, beschrinkte, abgeschlossene Mengen (und sogar solche, 
die mit der Begrenzung eines einfach menhingenden Gebietes identisch sind) 
gibt, welche diese Eigenschaft nicht besitzen (also nicht £-Mengen sind), ist auf 
8. 258—259 der fritheren Arbeit bemerkt. (Vgl. daselbst auch 8. 238 sowie FuGnote 47.) 
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zu I, -+C komplementdren Gebiete §,) die ,Bedingung B‘ erfiillt ist. 
Denn ist die Bedingung B fiir die Gebiete %, erfiillt, so ist gemaB der 
auf S. 258 angegebenen Umformung der Bedingung B*) I, darstellbar als 
Vereinigungsmenge von (héchstens) abzihlbar vielen abgeschlossenen Mengen, 
welche die Ebene nicht zerlegen, also (da I, nirgends dicht) von «-Mengen 
und daher nach S. 235 selbst eine #-Menge. 


1. Unter Benutzung der mittels der Gleichungen 
r=oecesp, y=esing 
eingefiihrten Polarkoordinaten 9, p werde das iiber ein beliebiges quadrier- 
bares*) Flachenstiick f der xy-Ebene erstreckte Doppelintegral { f dodq 
zur Abkiirzung als ,,Pseudoinhalt“ f* dieses Flachenstiicks bezeichnet. Das- 
selbe hat stets einen positiven (von der Wahl des Nullpunkts abhangigen) 
Wert. Fiir den Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius r ist f*=2ar. 
Fiir ein Flachenstiick f, das auBerhalb dieses Kreises liegt, hat man (wenn 
f zugleich den Inhalt desselben bezeichnet) 


f=JSfededy=Sfrdodp=—rf* 


und somit 
rs. 
Fiir jedes beliebige Flachenstiick f gilt (unabhangig von der Wahl 
des Nullpunktes) die Beziehung 
f*<6yf. 
Denn beschreibt man um den Nulipunkt einen Kreis mit dem Radius 
r= Vz und bezeichnet mit f, den innerhalb, mit f, den auBerhalb des- 
selben gelegenen Bestandteil von /, so ist 


P=f+hs2art+hs yQaf t+ \2af < 6/7. 


2. Fiir einen beliebigen, von endlich vielen rektifizierbaren Kurven be- 


grenzten Bereich*) § der xy-Ebene gilt, wenn die Funktionen P, Q, dy 


— 5 
in % stetig sind, die bekannte Beziehung athe 


[rae 4 Qdy -{{(2 —%*) dedy, 
td) (8) 


*) Wegen der Ersetzbarkeit von I’ durch I’, vgl. das in FuBnote 95 der friiheren 
Arbeit Gesagte. 
*) Es kommen bei der nachherigen Anwendung blo8 Polygonflichen in Betracht. 





Oe ee ee ee ee 


ce oe «© FW 
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wobei das erste Integral iiber die Begrenzung / des Bereiches 8 im posi- 
tiven Sinne zu erstrecken ist. 
Wahit man 


zx 


~a+ty’ Q=1P=——_— 


3° 


x : me dzdy 
Jatiteessen iff te 
@ (8) 


zunachst unter der Voraussetzung, daB % den Nullpunkt nicht enthilt. 
Die Gleichung behalt aber auch dann, wenn der Nullpunkt im Innern von 8 
liegt (oder auch auf dem Rande von %, was jedoch fiir die folgenden Be- 
trachtungen belanglos ist), ihre Giiltigkeit unverindert bei. Denn zerlegt 
man in diesem Falle § in zwei Teilbereiche, deren erster ein Kreis um 
den Nullpunkt ist, so gilt die Gleichung fiir jeden der beiden Teilbereiche 
(und zwar sind fiir den ersteren beide Seiten der Gleichung, wie sich durch 
Anwendung von Polarkoordinaten sofort ergibt, gleich Null). 

Allgemein hat man also, wenn man noch r+ty—2z, +144) = 2%, 
setzt, fiir jeden Bereich § der z-Ebene die Beziehung 


rae aes 


3. Sei M eine in der z(= 2-+-iéy)-Ebene gelegene beschrankte, ab- 
geschlossene Punktmenge, deren Flichenma® gleich Null ist. Es existiert dann 
eine ein- oder mehrfach zusammenhingende Polygonfliche %, welche M 
ganz in ihrem Innern enthalt und deren Inhalt kleiner ist als das Quadrat 
einer vorgeschriebenen positiven GréBe e. 

Wird der Rand dieser Polygonfliche mit p bezeichnet, so stellt 


1 xdz 
y (Z)) = gift 


(p) 


so ergibt sich 





infolge der Stetigkeit des Integranden eine im Innern von § regulire ana- 
lytische Funktion von z, dar, und es gilt, wenn z,—2,+#y, einen be- 
liebigen inneren Punkt von §§ bezeichnet: 


1 xr—2Z, dxdy 
V(%0) — = gai) =m! a 
(p) 


oder, indem man mittels der Gleichungen z — z= cosy, y — y= ESiNE 
zu Polarkoordinaten iibergeht: 


v (Zo) — t= gy [fe dedg. 


(8) 
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Der absolute Betrag des letzteren Integrals ist aber héchstens gleich dem 
Pseudoinhalt von %, also < 6¢ und somit schlieBlich 

ly(z)—a|<e 
fiir alle z innerhalb §. 

Ist nun §, eine im Innern von $ gelegene Polygonfliche, welche M 
ebenfalls noch enthilt, so existieren*®) rationale Funktionen von z, deren 
Pole auBerhalb §, liegen und die sich in $, von wy(z) um weniger als 
e unterscheiden. Damit ist also bewiesen, dab x — und daher™) auch 
jede auf M stetige Funktion von x und y — auf M durch rationale 
Funktionen von z gleichmafig approximiert werden kann. 

Fiigt man nun noch die weitere Voraussetzung hinzu, daB die Punkt- 
menge M die Ebene nicht zerlege, so kénnen die Polygonflichen $ und §, 
als einfach zusammenhingend angenommen werden, was zur Folge hat, 
daB in §, eine gleichmaBige Approximation von y(z) durch ganze rationale 
Funktionen von z méglich ist. Damit ist dann nachgewiesen, daB M in 
diesem Falle eine a- Menge ist. 


) C. Runge, Acta Math. 6 (1885), 8. 229. 
41) Vgl. FuBnote 35 der friiheren Arbeit. 


(Eingegangen am 1. 12. 1930.) 








Funktionen von zwei komplexen Verinderlichen. 
Von 


Stefan Bergmann in Berlin. 


§ 1. 
Problemstellung. Definitionen. 


Der reelle, wie auch der imaginare Teil einer Funktion 
f(X, Z) =U, (8, 0, 6,2) +60, (8, n, ¢, 2)?) 


den Gleichungen *) y 


eo, FO au , aU 











0, =0, 
(A) ae? an* ac* ar? 

a*U aU a*U aU 
(B) Fat t+ nae = 9» dbo: aon °° 


bezeichnet *). 


(1883), S. 99. 
*) Man mu8 somit drei Arten von Funktionen unterscheiden: 
1. harmonische, d. h. die die Gleichung 
*0 8fU aU atU 
: + a + : —=0 


Cc oe 
(°) ag* an* at* as* 


befriedigen ; 





zeitig befriedigen. 
Jede dieser Funktionenklassen ist offenbar ein Spezialfall der vorhergehenden. 








Uber ausgezeichnete Randflichen in der Theorie der 


der beiden komplexen Verinderlichen X=—+in, Z=(€-+41 geniigen 


Die Funktionen, die nur dem System (A) geniigen, werden als 
doppeltharmonische, die (A) und (B) befriedigen, als biharmonische 


1) Es soll im folgenden anstatt U(t,7,¢,:) zur Abkiirzung U(X, Z) geschrieben 
werden. Wir sagen demgem&8 von der Funktion U(X,Z), sie sei doppelt- oder 
biharmonisch in den Verinderlichen X und Z und (einfach) harmonisch in X oder Z. 

*) Vgl. dazu H. Poincaré, Sur les fonctions de deux variables, Acta mathematica 2 


2. doppeltharmonische, d. h. die, die das Gleichungssystem (A) simultan be- 


3. biharmonische, d. h. die, die das Gleichungssystem (A) und (B) gleich- 
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Bei der letzten Funktionenklasse untersuchen wir im folgenden, in 
Verallgemeinerung der entsprechenden Problemstellung der Potentialtheorie, 
die Frage, fiir gewisse einfachzusammenhangende *) Bereiche 8 °) einen solchen 
Randteil % zu bestimmen, da8 zu einer auf % definierten und dort stetigen 
Funktion, die bestimmten Nebenbedingungen*) geniigt, eine und nur eine 
in 8 biharmonische Funktion, die auf % die vorgegebenen Randwerte an- 
nimmt, existiert. 

Bekanntlich mu8 bei den harmonischen Funktionen die Funktion auf 
dem ganzen Rande vorgeschrieben werden, um die Potentialfunktion im 
Innern von % eindeutig zu definieren (die Randmenge fallt also mit der 
ganzen Berandung zusammen). Bei den biharmonischen Funktionen liegen 
statt der einen Gleichung (€) die Gleichungen (A) und (B) zugrunde, und 
es wird nicht mehr méglich sein, die Randwerte auf der ganzen (drei- 
dimensionalen) Begrenzung von ® vorzuschreiben. Wir betrachten ins- 
besondere solche Bereiche 8, wo auf der (dreidimensionalen) Begren- 
zung eine geschlossene (zweidimensionale) Fliche § liegt, so da8 
es zu jeder vorgeschriebenen stetigen Funktion auf § mit den 
oben erwahnten N.B. eine und nur eine in 8 biharmonische 
Funktion gibt, die ber der Annaherung an jeden Punkt von § 
gegen den vorgeschriebenen Funktionswert konvergiert. Wir 
nennen dann % die Bestimmungsfliche von %, und sagen auch: 
B besitzt bei der zugrunde gelegten N.B. die Bestimmungsfliche §. 


Ist € der Einheitsbizylinder 
(1) |X|<1, |Z|<1, 


*) Unter einem einfachzusammenhiangenden Bereich wird ein Bereich verstanden, 
der topologisch einer Hyperkugel homéomorph ist. 

5) Mit deutschen Buchstaben sollen im folgenden stets Mannigfaltigkeiten be- 
zeichnet werden, wobei: 


fette groBe Buchstaben vierdimensionale Mannigfaltigkeiten, 


» kleine . dreidimensionale a 

w Ohnliche Be zweidimensionale es 
ge . 

és kleine . eindimensionale - 


bedeuten. 

Durch die (groBen und kleinen) gleichen Buchstaben werden wir im folgenden 
einen Bereich und seine Berandung bezeichnen (so bedeutet ¢ die Berandung von €, 
a(Z) die Berandung von %(Z), 6(Z) die von 8(Z)). 

Die im folgenden vorkommenden zweidimensionalen Bereiche sind stets 
relativ zu der sie enthaltenden Ebene offen, falls nicht ausdriicklich das 
Gegenteil hervorgehoben wird. 

*) Fir die von uns auf S. 614 betrachteten Flachen § ist das die N.B. (N,) 
(siehe auch (N,), 8. 613). 
N.B. = Nebenbedingung. 
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so ist seine Bestimmungsflache % durch 
(2) |X|=1, |Z|=1 
gegeben. Wird namlich auf % die stetige (reelle) Funktion u(q, y) vor- 
gegeben, wo X= Re‘?, Z= Se" ist, so ist die doppeltharmonische 
Funktion U(X, Z), die auf § die Randwerte u(g,y) annimmt, 
eindeutig durch das Poissonsche Doppelintegral 
2a2x 
(3) U(X,Z)=f Ju(®,Y)P(R,  — v) P(S,¥ — py) doa, 
0 0 
11-8 
221+ R*—2R cost 
gegeben’). Als N.B. (N,) fiir u(y, y) wahlt man 


a 


(3a) P(R,t)= 


we 


—" 
— 


wo 


x 


w © 
« © 


(No) 


Pia 


J 


da die doppeltharmonische Funktion U(X, Z) dann und nur dann 
biharmonisch wird, wenn (N,) erfillt ist*). 


a 


«(9, y)ou(mp—ny)épdy=0, 1. 13.39.45, | 
n=1, 2,3, 4,5,..., 


ow, 


u(y, y)sin(my —ny)dpdy=0, 


Das Funktionenpaar 
(4) X’=f(X,Z), Z=g9(K, Z) 


sei in 8 regulir-analytisch*) und besitze ferner die Eigenschaft, da8 bei 
der Annaherung des Punktes X,Z an einen Punkt der Bestimmungsflache § 
von 8 (bei Zugrundelegung gewisser N.B.(N)) die Funktionen f,g gegen 
bestimmte Grenzwerte konvergieren. Wir erklaren die Abbildung auch fiir 
Punkte von %, indem wir sie durch diese Grenzwerte definieren. Ist nun 
die so definierte Abbildung in 8 + % schlicht, so liefert sie als Bild von 8 
einen einfach zusammenhingenden Bereich %’, zu dessen Rand die ge- 
schlossene Flache %’ (das Bild von $) gehért. $5’ ist dann die Bestimmungs- 


*) Fir einen Produktbereich €, x €, ist die doppeltharmonische Funktion U (X, Z) 
durch 
(3b) U(X, Z)=f fudH,dd, 

C 
gegeben, wo H, (k=1, 2) die zur Greenschen Funktion von ©, konjugierte Potential- 
funktion bedeutet. 

*) Vgl. dazu W. W. Kiistermann, Uber Fouriersche Doppelreihen und das Poissonsche 
Doppelintegral. Inauguraldissertation, Minchen1913, § 6, S.40-45, wie auch Hilda Geiringer, 
Trigonometrische Doppelreihen, Monatshefte fir Mathematik und Physik 29 (1918), 
8. 65—144, insbesondere (53) S. 183 und (55) S. 187, und L. Niklibore, Sur les fonc- 
tions hyperharmoniques, Comptes rendus 180 (1925), S. 1008 und 182 (1926), S. 110. 

®*) Betrachtet als Funktionen zweier komplexen Ver&nderlichen X, Z. 
Mathematische Annalen. 104. 40 
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flache von 8’, wenn man die N.B. (N’) fiir die Randfunktion auf %’ so wahlt, 
daB sie bei der Transformation (4) in die N.B. (N) fiir die transformierte 
Randfunktion auf % iibergehen. Dies folgt unmittelbar daraus, daB durch 
die analytische Abbildung eine in 8 biharmonische Funktion in eine in 8’ 
biharmonische Funktion tibergeht, in Verbindung mit der Stetigkeit und 
Eineindeutigkeit der Abbildung in 8 +-%. Wendet man dies auf € an, so 
ergibt sich, daB mit © zugleich alle Bereiche 8, die aus € durch 
solche analytische Abbildungen hervorgehen, Bestimmungs- 
flachen besitzen, wenn man die N.B. entsprechend transformiert, die 
wir im folgenden fiir diese Bereiche unterschiedslos mit (N,) bezeichnen 
werden. 

Diesen unmittelbar gegebenen Bereichen mit Bestimmungsflachen werden 
wir in dieser Arbeit eine weitere Bereichklasse hinzufiigen. Hierbei werden 
wir unter einer gewissen Modifikation des Gedankenganges so vorgehen, 
daB wir die Méglichkeit zeigen, zu jeder (zweidimensionalen) Fliche § 
von gewissem Typus einen (vierdimensionalen) Bereich @& zu kon- 
struieren, fiir den § bei bestimmten N.B. (N,) (s.u.) die Bestim- 
mungsflache ist. 

Die von uns betrachteten Flichen %} weisen folgende Struktur auf: 

Es sei in der Ebene: X = 0 eine geschlossene Kurve c gegeben, die den 
Bereich © begrenzt und deren Punkte wir mit Z bezeichnen’®). In der Ebene: 
Z=0 entspreche jedem Punkte Z von ¢ eine geschlossene Kurve 6(Z), 
die einen Bereich @(Z) begrenzt, wobei alle 8(Z) dieselbe Kreisscheibe 3, 
vom Radius o (oc > 0) um X = 0 enhalten sollen. (Fiir die naheren Voraus- 
setzungen iiber ¢ und b(Z) vgl. § 3.) Durch 


(5) §=cxb(Z) 


bezeichnen wir die Fliche, die dadurch entsteht, daB man die Kurve 6(Z) 
in die Ebene: Z = Z verlegt (mit Erhaltung der X-Koordinaten) und die 
Vereinigungsmenge der so verlegten 6(Z) fiir simtliche Z bildet *). 
Unsere Aufgabe wird es dann sein, auch fiir die inneren Punkte Z 
des durch ¢ begrenzten Bereiches € der Z-Ebene geschlossene Kurven b(Z) 
zu definieren, die je einen Bereich §(Z) begrenzen, der stetig von Z ab- 
hangt und wiederum die Kreisscheibe §, enthilt. Der vierdimensionale 
Bereich M, zu dem % (mit der N.B. (N,)) als Bestimmungsfliche gehért, 


10) Mit ¥,Z werden im folgenden stets die Punkte von % bezeichnet. 
41) Diese Flachen sind analytisch in der Form 


&=f,(u,v), n=f,(u,v), C= 9,(v), t= 9,(v) 


darstellbar, wobei f, und g, (x = 1,2) reelle periodische Funktionen der reellen Ver- 
anderlichen u,v bzw. v sind. 
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wird dann durch 

(5a) a4 =—€ x B(Z) 

gegeben. Die Produktoperation hat analog wie friiher die Bedeutung, 
daB fiir jeden inneren Punkt Z* von © die Bereiche $(Z*) in die 
Ebene Z = Z* verlegt werden, und die Vereinigungsmenge der so verlegten 
$(Z*) fiir simtliche Z* aus © gebildet wird. 

Die Bedingung (N,), die wir dem vorgegebenen Wertevorrat u(X, Z) 
auf % auferlegen, formulieren wir folgendermaBen: Wir bilden in $(Z) fir 
jedes Z die in X harmonische Funktion U(X, Z) mit den Randwerten u(X,Z) 
und verlangen, daB U(X, Z) auf der Bestimmungsfliche 

c><j, 
des Produktbereiches © =< 3, die (entsprechend transformierte) N.B. (N,) 
erfiillt**). 

Der Bizylinder &’ 


(la) |\X’*}<1, |Z’|<1 
geht durch die schlichte Abbildung 
(4a) X=f(X',Z'), Z=g(Z'), 


wo f(X’,Z’) und g(Z’) im Innern von @’ regular analytisch**) und am 
Rande stetig sind und fiir f(X’, Z’) iiberdies 


f(0,Z’) =0, 
(4b) 7 aaa 2 
) 0<a< dT DY <B<a@ 
=| 0X’ |reo™ 





gilt, in einen Bereich % iiber, dessen Bestimmungsfliche § im Sinne der 
Erérterungen auf 8.613 durch 
§=c x 6(Z) 

gegeben ist. Hier bedeutet ¢ das Bild von |Z’|—1 und 6(Z) das Bild 
von | X’| =1 bei festem Z= 9(Z'), und fiir den Wertevorrat auf % ist 
die N.B. (N,) zu wahlen. Die Bestimmungsfliche % hat hier die in (5) 
angegebene Gestalt, und auch der Bereich 8 besitzt die oben fiir @ an- 
gegebene Struktur. (Die Existenz eines positiven o mit der Eigenschaft, 
da8 simtliche @(Z) die Kreisscheibe §, vom Radius o um X= 0 ent- 
halten, folgt durch Anwendung der Satze von Koebe und Bieberbach **), 
nach denen o =1@ genommen werden kann.) 


*) Offenbar kann in der N.B. (N,) der Kreis 3, durch jeden §,, (0<0’< 0) 
ersetzt werden. Unter Heranziehung der Greenschen Funktionen der Bereiche 8(Z) 
und @ kann man die Bedingung (N,) auch in expliziter Form als Integraleigenschaft 
der Randwerte u(X,Z) aufschreiben. 

**) Z.B. Bieberbach, Funktionentheorie, Il. Bd. (Leipzig u. Berlin 1927), S. 86. 
40* 
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Wir werden nun zeigen, daB im Falle, wenn zur Flache § von der 
Struktur (5) in der eben angegebenen Weise vermége der Transformation (4a) 
ein Bereich 8 konstruiert werden kann, die N.B. (N,) und (N,) fiir die 
Randfunktion aquivalent sind. Es seien auf 9 die Werte u(X,Z) vor- 
geschrieben, die dort der N.B. (N,) geniigen. Wir bilden fiir jeden 
Punkt Z von ¢ die in 8(Z) harmonische Funktion U(X, Z), die auf 6(Z) 
die vorgeschriebenen Werte u(X, Z) annimmt (U(x, Z) = u(X, Z)), und 
die also im Bereiche 

b=[¢ x B(Z)] +3 *) 


definiert ist. Durch die Transformation (4a) geht U(X, Z) in die Funktion 
U'(X’,Z’) iiber, die im Bilde 6’ von 6 definiert ist, wobei die Be- 
stimmungsflache 
(2a) |\X’*}=1, |Z’|=1 
von @’ in b’ liegt. Wir kénnen somit diejenige doppeltharmonische Funk- 
tion V’(X’, Z’) bilden, die auf (2a) die Werte U’(X’,Z’) annimmt. Um 
nun den biharmonischen Charakter von V(X’, Z’) zu zeigen, bemerken 
wir zunachst, daB in §’ 
(6) U' (X’, Z’) = V(X’, Z’) 
ist. Die Funktion U’(X’,Z’) ist namlich in 6’ fiir jedes Z’ in X’ har- 
monisch, denn sie geht aus U(X, Z) durch die Transformation (4a) hervor, 
die bei festen Z in X analytisch ist; die beiden in X’ harmonischen 
Funktionen U’(X’, Z’) und V(X’, Z’) nehmen fiir jedes Z’ auf der Be- 
randung |X’|=1 die gleichen Randwerte U’(X’,Z’) an und stimmen 
folglich auch fiir alle | X’| <1, d.h. in 6’ iiberein. 

Andererseits enthalten alle Bereiche §(Z) die Kreisscheibe 3, mit dem 
Radius o = je um den Punkt X= 0, also liegt in 8 der Produkthbereich 


3. = €< 3.. 
Bilden wir vermittelst des Poissonschen Doppelintegrals (3b) die in 3, 
doppeltharmonische Funktion W(X, Z), die auf c ><j, (der Bestimmungs- 
fliche von $,) die Werte U(X, Z) annimmt, so ist sie biharmonisch, weil 
nach der Definition von (N,) die N.B. (N,) auf c><j, erfiillt ist. 

Im Durchschnitte 6, von 6 und 9, stimmen nun die beiden in X 
harmonischen Funktionen W(X, Z) und U(X, Z) iiberein, da sie ja fir 
|X|=o nach der Konstruktion zusammenfallen. Durch die Transfor- 
mation (4a) geht die biharmonische Funktion W(X, Z) in die biharmonische 


4) Die Produktoperation hat analog wie. friiher die Bedeutung, da8 fiir jeden 
Punkt Z von ¢ die Bereiche 8(Z) in die Ebene Z = Z verlegt und die Vereinigungs- 
menge der so verlegten 8(Z) fiir simtliche Z aus ¢ gebildet wird. 








for 
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W’(X', Z’) iiber, die im Bilde 3 von Q, definiert ist, und es gilt in b, 
(Durchschnitt von 6’ und 3) nach (6) und dem eben Bewiesenen 

(6a) W’ (X’, Z’) = U'(X’, Z’) =V'(X’, Z’). 

Nun enthalten die Bilder %/(Z’) der Kreisscheibe §,, wie aus den er- 
wihnten Sitzen von Koebe und Bieberbach folgt, eine Kreisscheibe $, 
mit dem Radius x = z 7 Im Innern von {5 liegt also der Produktbereich 

3.=€x3J,, 
auf dessen Bestimmungsfliche c ><j, die doppeltharmonischen Funktionen 
v'(X’, Z') und W’(X’, Z’) nach (6a) iibereinstimmen. Es ist also in 3, 
V'(X’, Z’) —e W’ (X’, Z’), 

und somit ist V’(X’,Z’) in ©’ biharmonisch. Folglich ist fiir die Werte 
U(X, Z) =0'(X', Z’) = V'(X', Z’) die NB. (N,) erfiillt. 

Ist umgekehrt die N.B. (N,) erfiillt und bildet man mit den trans- 
formierten Randwerten U’(X’, Z’) auf (2a) die doppeltharmonische Funk- 
tion V’(X’, Z’), so ist diese biharmonisch. Sie geht vermége (4a) in eine 
biharmonische Funktion V(X, Z) iiber, die in 8 definiert ist, und es 
gilt in 6 Pn “ 

V(X, Z) = U(X, 2), 
da die beiden in X harmonischen Funktionen fiir jedes Z auf 6(Z) die- 
selben Randwerte U(X,Z) annehmen. Die Funktion V(X, Z) ist 
a fortiori in ¥, biharmonisch, folglich muB8 U(X, Z) auf der Bestimmungs- 
fliche ¢ ><j, von 3, den N.B. (N,) geniigen oder, was dasselbe bedeutet, 
die N.B. (N,) ist fir U(X, Z) erfiillt. 

Im § 2 definieren wir eine Funktion 7,\(Z,), mit deren Hilfe wir 
im §3 den Bereich M konstruieren, und zeigen dann im § 4, dab & die 
Bestimmungsflache % besitzt. 

Fiir die Ausfiihrungen im § 4 benétigen wir noch den 
Hilfssatz*). Im Einheitsbizylinder € 
|X| <1, |Z| <1, 
X=Re*’, Z=Se* 
sei eine von einem Parameter 4 abhangige Menge von doppelt- 


harmonischen Funktionen U(X, Z;4) gegeben, die auf der Be- 
stimmungsflaiche 


(2) 


(1) 


|X|=1, |Z|=1, 
X=e'%, Zane’ 








**) Den Hilfssatz beweisen wir fiir doppeltharmonische Funktionen, obwohl wir 
nur den Spezialfall der biharmonischen Funktionen bendtigen. 
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die Werte u(g, y;4)=U(e'*,e'*;2) annehmen. Von den Rand- 
werten u(y, y;4) sei vorausgesetzt, daB sie (gleichmaBig) stetig 
sind, und zwar gleichmaBig in 4. Dann sind auch die U(X, Z; 4) 
im abgeschlossenen € (gleichmaBig) stetig, und zwar gleich- 
maBig in 4. 

Beweis. Wegen 

U(R’e'*, S’e'”; 4) — U( Re’, Se’*; 4) 

= {U(R’e'™, S’e'; 4) —U(R’e"*, 8’e"*; i)} 
+ {U(R’e'*, S’e'*) — U( Re’, Se‘”)} 

geniigt es zu zeigen: 

1. U(Re‘*, Se'*; 2) ist (gleichmaBig) stetig in m und yw, und zwar 
gleichmaBig fir R, S, A. 

2. U(Re'*, Se‘’; 2) ist (gleichmaBig) stetig in R und S, und zwar 
gleichmaBig in 9, y, A. 

Zu 1. Es ist 
(7) U(Re'*”, Se”; 4) —U(Re’®, Se**; 2) 
a2x 


f [u(o+®, y'+¥;2)—u (p+, y+ ¥; d)] P(R, ®) P(S, ¥) aba. 
0 


nm 


ft, ! 


Ist nun (6) die obere Grenze von 


|u(g’+®, y+; 4)—u(p +, y+; 2)| 
fiir simtliche 
lp’—¢| S46, |y’—y|<Sd 
und fiir alle ®, ¥ und A, so folgt aus der vorausgesetzten gleichmaBigen 
Stetigkeit von u(, y;A) 
lim 4 (6) = 0, 
andererseits folgt aus (7) 
\U(Re, Se‘; 4) — U(Re'®, Se'*;a)| 
22 22x 
<1(6) f [P(R,%) P(S, ¥)doadv =n(0), 
0.0 
womit 1. bewiesen ist. 
Zu 2. Es geniigt offenbar**) zu zeigen, daB der Grenziibergang 


(8) lim U(Re'*,Se'";4) = u(, y;4) 


2m 8>1 


eae fiir alle g,y,A erfolgt. 


1) Fir die inneren Punkte von € last sich die behauptete Stetigkeitseigen- 
schaft aus der Darstellung (3) unmittelbar ablesen. 
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Es ist nun 
(9) U(Re**,Se'*;2) — u(p,y;a) 
2222 
=J flu(o+o,y+¥5a) —u(p, yd) P(R, ©) P(S,¥) doa. 


Es sei nun w(@®, ¥) die obere Schranke von 
|u(p+®,y + P34) — u(p, y;4)| 
fiir alle y, y und 4. Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt dann: 
(10) elim, , a (%, Y)=0. 
Aus der Ungleichung 


22 2x 


(11) |U(Re**, Se**;4) —U(e'*,e'";’)| < J f w(®,¥) P(R, ©) P(S, P)d@aP 
0 0 


folgt dann**) wegen (10), da® das auf der rechten Seite von (11) stehende 


Doppelintegral gegen 0 konvergiert (und zwar unabhingig von ¢, y und 4), 
womit 2. ebenfalls bewiesen ist. 


§ 2. 
Die Aufstellung der Hilfsfunktion 7,(Z;). 
Durch den Koordinatenanfangspunkt O der komplexen w-Ebene fiihren 
wir symmetrisch zu der reellen Achse unter den Winkeln + a zwei 


w-Ebene 








Fig. 1. 

Halbstrahlen und tragen auf ihnen die Strecke O0A=OB=1 ab. Das 
gleichschenklige Dreieck O AB (im folgenden mit 4, bezeichnet) mit den 
Winkein =, ¥(1—+), ¥(1—+) geht durch die Abbildung 


1 1 \ z 
= r te 1 1 1 
(12) w = t, (2) =e (2 av) [erta—ay le) a 


r(>)F(a-a5)3 


1”) Vgl. dazu z. B. die in der FuBnote *) angegebene Arbeit von H. Geiringer, 
8. 138 und 134. 
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aus der oberen Hialfte der komplexen z-Ebene hervor. Hierbei entspricht 
dem Punkt z=0 der Punkt w=0, den Punkten z=1 und z= oo die 
anderen Eckpunkte A bzw. B; fiir arcz und arc(1—z) in der oberen 
Halbebene soll derjenige Wert gewahlt werden, der den Ungleichungen 


—a<arez<0, O<arc(l—z)<a2 
genigt. 
Es sei: 0< 4<1. Fiir |z| <4 erhalt man wegen 
1 \ 


(l—z) (e+ ).F(t), r 


x=0 
fiir ¢,(z) den Ausdruck 








l 1 [ 1 1 
at r(sts 1 | EOD fF ne gee os Gee 
; -— = we — v a 
w= i(s)me & Tare) +3 ( fs ). 1. 

r(5)r(s-z5) | = o> 37 

Aus 
1 1\ 
rt 1 
Da + + (5) 
rata, hae 

(5) 2 5s) 

folgt dann weiter 
at 6 (61 1 
(18) t,(z)—=e *2"+2" p,(z), 
wo 
. 1\ 
(13a) p, (2) = O(—) 
ist. Es gilt also (|z| < 2) 
1 

(14) |t,(2)| Sk(»)|2|", 


lim k(v) =1. 


Auf der positiven reellen Achse der w-Ebene wihlen wir den Punkt C derart, 
daB 0 C(— OA=OB) =1 wird, und beschreiben um den Punkt C als 
Mittelpunkt einen Kreis vom Radius 0, wobei o kleiner als 1 und gréBer 
als die Entfernung A C vorausgesetzt wird (s. Fig. 1). Dieser Kreis schneidet 
O A bzw. OB in den Punkten A’ bzw. B’, denen in der z-Ebene die Punkte 
z=a bzw. z=b6 entsprechen werden. Die Punkte A’ und B’ und die 
ihnen entsprechenden a und } hangen bei festem g von v ab, und zwar 
streben die Entfernungen 0A’ = OB’ fiir y—- oo offenbar dem Werte 1 — 9 
zu. Fir die Punkte a und b, die wir von jetzt an mit a(v) und 
b(») bezeichnen, gilt nun, wie wir zeigen wollen, 


(15) lim a(v) = lim b(») =0. 








un 
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Ist namlich ein beliebiges positives 6 < 1 vorgegeben und 0 < |z| < 4, 
so folgt aus (13) und (13a), daB der Bildpunkt von z fiir gentigend groBes » 
dem Punkte w = 1 beliebig nahe kommt. Wahlt manz=—2z (0 <2<6<1) 
auf der reellen Achse, so werden die beiden Strecken von O bis x und 
von O bis — x auf die Strecken OA, und OB, der Berandung von 4, 
abgebildet. Da also die Entfernungen O A, und O B, bei geniigend groBem 
y beliebig nahe an 1 herankommen, wahrend OA’ und OB’ nach 1— 9 
konvergieren, so besteht bei geniigend groBem » — fiir die Punkte auf 
dem Rande von 4, — die Reihenfolge: 


0, A’, A,,A bzw. O, B’,B,,B. 
Aus der Eineindeutigkeit und Stetigkeit der Abbildung (12) folgt jetzt, 
da8 die Bildpunkte a(v) und b(y) von A’ und B’ (bei geniigend groBem »v) 
auf der Strecke —d< 2< 4 liegen, womit, da 6 beliebig ist, (15) be- 
wiesen ist. 
Fiir jedes 4, mit 0 < 4<11, ist von einem bestimmten » ab 
ja(y)|<a<l, |b(¥)|<a4<l. 
Schreiben wir nun, indem z=2-+¢y gesetzt wird, 


(16) t(z)=t(z,y) +40 (x,y); (t (x,y) 20), 
so ist 

Ke 1 
(17) t, (2,0) = |x|” coss— +|2|” p(z),- 
(17a) ps(x) = 0(=) 
und 

1 

(18) |12’ (2,0) |= |t,(x) |sin~ <k(>)|2|" sinZ, 
sobaid 

jalsa 
ist. Wahlt man » geniigend groB, daB 
(19) la(v)|< 4, |b(r)| <a 


wird, was nach (15) immer méglich ist, so folgt, daB auf der Strecke 
zwischen b(v) und a(v) die Beziehungen (17, 17a) und (18) gelten. 
Andererseits folgt aus 
lim #,[a(v)] = lim t,[6(»)} =1—0 
und 
lim t;’[a(v),0] = lim t, [b(rv),0) =0, 
daB 
lim t,[a(¥), 0} = 1—o 








1 
(25) |7,(2;u)| <|1—#£(w,0)|+|""(@,0)| <1— (cos *) |x|" + |e 
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ist. (Es ist lim t, [a(v),0) = im t;[b(»),0].) Fiir geniigend groBes » 
wird also auf der Strecke b(vy)< r<a(v) 


(20) ty (2,0) <t[a(r),0])<1-$ 
und somit 
(21) 1—#(2,0)>$ 
sein. 
Durch die lineare Transformation 
.1—Ze-‘# 
(22) hd we Pa 


geht das Innere des Einheitskreises in die obere Halbebene iiber, wobei 
dem Punkt Z = e*“ der Kreisperipherie der Punkt x = 0 der reellen Achse 
entspricht. 

Ferner mége die Strecke 


b(v)< 2S a(r) 
der reellen Achse in den Kreisbogen der Peripherie des Einheitskreises 
(23) B(vy)+usarcZca(y)+yu (u—asareZ<n+n2) 


iibergehen. 

Es gilt dann auf der Peripherie des Kreises 
(22a) z= tg*>", 
wobei y den arc Z bedeutet. 

Setzt man nun 


.1-Ze-" 
(24) T,(Z; 4) =1—1,(i gore) 
(24a) T,(Z; mu) =| T, (Z; nu) | er'%w), 


so gelten fiir alle Z auf dem Bogen (23) des Einheitskreises die Ab- 
schatzungen 


1 
¥ 


aa —|2|* [cos 2 +.0(2) + 0(2)] 
Fiir geniigend groBes » wird nun 
2 
estat" eds +0(2)+0(0)]> glee 
also 


(26) \7,(Z;u)|<1—5|y—al” (Z = arey) 


o(2) +4 (ing) 
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sein. Andererseits ist auf dem Einheitskreise 
8. (Zs) — (#9) 
tg (Z ft) 1—#/(z,0)’ 


und (18), (21), (22a) ergeben dann auf dem Bogen (23) 


und da fiir geniigend kleines | y — u| 


1 


2a) (M — Konstante) 


18 (%y*)|" < aly — al 


1 
(27) | 0,(Z; u)| < tg| ,(Z;4)| My —p| "sing. 

Fiir die Funktion T,(Z;) gelten somit fiir geniigend grofe »**) auf 
dem Bogen (23) die Abschdtzungen (26) und (27); ferner gewinnt man 
fiir den zu (23) komplementdren Bogen leicht die Ungleichung: 

(28) | T(Z;m)|=|1—1,(x)|<e. 


(1 —¢,(x)| ist die Entfernung des Punktes C vom Punkte ¢,(2) und 
das dem komplementiaren Bogen entsprechende Randstiick von 4, liegt ganz 
innerhalb des mit Radius 9 beschriebenen Kreises.) Fiir den ganzen Hin- 
heitskreis gilt auBerdem: 


(29) | 7,(Z;)| ]1— cos =~. 
§ 3. 
Die Konstruktion des Bereiches &% und seine Eigenschaften. 
Wir betrachten jetzt (vgl.§1) die Flache 
(31) %=t>b(Z), 19) 


so daB 6(Z) fiir jedes Z die Berandung eines zweidimensionalen Bereiches 
%(Z) in der X-Ebene bildet, wahrend Z die Berandung f des Einheits- 


18) Wird 0 festgegeben, so ist » auBerdem so zu wihlen, da8 


(30) <t 

ist. (Dies entspricht der Bedingung, da8 ¢ gréBer als AC ist.) 

_ _™*) Mit Z sollen die Punkte vom f bezeichnet werden (vgl. § 1, 8. 614), mit 
X,Z die Punkte von - 
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kreises & durchliuft®). Wir setzen 

X=Re*, Z=Se'* und Z=e'* (0O< p< 22, 0<y<2n) 
und machen iiber die Bereiche 8(Z) = B(e'") folgende Voraussetzungen: 








q N 
| Nhe ' 
os j 

' 

a 





Fig. 2. Fig. 8. 


1. B(e*") ist fiir jedes y ein Sternbereich™), dessen Berandung durch 

die Gleichung 
R=P(9;e'*) 

gegeben ist. 

2. Es ist 
(32) 0<e<P(p;e") <1, 
wo @ eine (von » und y unabhingige) Konstante ist, d. h. die simtlichen 
Bereiche $(Z) enthalten einen festen Kreis um den Koordinaten- 
anfangspunkt vom Radius o. 


8. Die Funktion P von ¢ und y erfillt die Lipschitz! «dingung: 
(33) |P (9; e'*’) — P(g; e*)| < K|¢'— e+ Lly’—y}. 
(K und L sind absolute Konstanten.) 

Satz. Zu jeder Flache 
(31) $=t x b(Z) 
mit den oben angegebenen Higenschaften gehért ein vierdimensionaler Be- 
reich 
(34) A—RK>=< A(Z), 


*) Es bedeutet keine Beschrankung der Allgemeinheit, daB wir die Kurve c des 
§ 1 (vgl. S. 614) als Kreisperipherie voraussetzen, da der allgemeine Fall vermittels 
einer Abbildung durch eine Funktion einer komplexen Veranderlichen auf 
den speziellen zuriickgefiihrt werden kann. 

*) In einer anschlieBenden Arbeit werden die Betrachtungen auch auf Nicht- 
Sternbereiche ausgedehnt werden. 
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wo U(Z) fiir jedes Z aus R in der X-Hbene liegt und die Berandunge- 
kurve a(Z) besitzt, so dap: 

1. Ee ist: 
(35) lim a(Se*) = 6 (e'*) *); 


2. a(Z) hdngt stetig**) von Z ab; 

3. die zwetdimensionale Mannigfaltigkett 
(31) % =t x 6(Z) 
ist die Bestimmungs{lache von A. 

Beweis. In diesem Paragraphen geben wir die Konstruktion von & 
an und beweisen die Eigenschaften 1. und 2., wahrend im § 4 der Nach- 
weis von 3. erfolgt. 


Wir teilen die rag des Einheitekreises in ry hay Teile, be- 
zeichnen die Teilpunkte mit Z,,(k=0,1,...,2"—1; = 1) und setzen: 


%,,.— 8(Z,,), b,., = b( z). 
Jeder der 2” Produktbereiche 


(36) B,,.= x B,, 

besitzt die Bestimmungsfliche (vgl. § 1) 

(37) F..—t><b,, 

Durch die Transformation 

(38) X*=7,(2;"3*).x, Z*=Z, 

wo 7,(Z; 5") die in §2 (24) definierte Funktion | —“2*] ist, geht 


%,; in einen neuen Bereich B;. und seine Bestimmungsfliche %,, nach 
§1 in die Bestimmungsfliche %,, des Bereiches ®,, iiber. Symbolisch 
kénnen wir schreiben 


(39) Br, — KX Bar- 7, (Z; 22*) = Rx By (Z), 





(40) Gee = Et >< Dag TP (2 5) = t >< bre (Z). 
*) Darunter verstehen wir, daB 
lim P'(p; Se'¥) = P(g; e'*) 
wird, wo tai 
R= Pt(9; Z) 
die Gleichung der Berandungskurve a(Z) bedeutet. 
%) M.a.W.: P'(@; Z) hangt stetig von Z ab. 
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Wir setzen 


k=2"-1 ‘ 
(41) a,= = Bir. 

=0 
Es ist dann 
(42) A = R= UA,(Z), 
wenn 

k=2"—-1 . 
(43) YU, (Z) = z Bni (Z) 
gesetzt wird. 


Da beim Ubergang von n zu n-+ 1 die Kreisperipherie nur eine Unter- 
teilung erfahrt, so hat man: 


(44) W(Z)¢ %,,(2) und (44a) WM cM,,,. 
In der Vereinigungsmenge aller Mf, 
(45) a= S4,— TBs, 
n=1 kn 


haben wir einen (von » abhangigen) Bereich konstruiert. Wir zeigen im 
folgenden vorbehaltlich der teilweise noch zu treffenden Einschrankungen 
fiir » (es sind dies die Ungleichungen (19), (21), (26), (30), (53)), daB 
die sich auf ihn beziehenden Behauptungen 1., 2., 3. des vorhin aufgestellten 
Satzes simtlich erfiillt sind. 

1. Stellt die Gleichung 
(46) R=P,,(9; Z) 
die Berandungskurve von $,,(Z) dar, so ist die Berandungskurve von 
UW, (e**) =U,(Z) (die Br, (e"") sind Sternbereiche) fiir jedes y durch 


(47) R=max[Pno(gy;e""), Par(y;e'%), ---» Paen—1) (9; €'”)] = Palo; e'”) 


gegeben. Wir werden zeigen: 


a) Es gilt 
(48) Par(p; e'”) < P(g; e*) (Brx (Z) < B(Z)), 
also auch 
(49) P.(p;e'*) <P(g;e"), ah. 
(49a) U,(Z) < B(Z). 
b) Es gilt 
(50) Jim P.(o; e'”) = P(g; e*”). 


a) Es ist, wie man leicht einsieht (vgl. (24a), (38) und (40)): 
i ig. 22k .2xk 
(51) Py,(pie'*) = P| p— 0, (e'%; 3); exp. (ia) | 


os) an. (o) =e”, 


n(es8e 


, 








as 








me 


— SS a = 


is 
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Liegt nun y auBerhalb des Bogens (23) (mit t= a) so ist nach (28) 





22k 
(52) 7. (e*; 224)| <e, 
wahrend nach der Voraussetzung (32) 


[P| <1 
ist. Die Ungleichung (48) ist dann erfiillt, da 
Pix(93 e'*) Se SP(y; e'*) 


wird. Fiir diejenigen y, die innerhalb des Bogens (23) (mit p= =* ) liegen, 
schreiben wir nach (33) 














iy 2xk 22k F * =)! _*s 
P| p—0,(e "5 -gr)s exp.(#: 3" a7) | SPlo.e' e 0, (e'*; *; )| +2] v— 
Nun ist unter Beriicksichtigung von (27) 
, E|* om) 
K| 9, (e; eee "sin 
| | ¥ 
L| 5s [r(o)}"* |p — 228" 
PA - »)|1B(7)\}. (C15) Him (») = 0). 
Wahlt man also » so groB, daB (auBer OR (21), (26), (30) **)) 
(53) K Msin2 + L[y(»)]""< Fe 
wird, so ist 





(54) P[p—o,[e'*; 25]; exp. (284) |< Pose) [1+3|y— 22 | 
und somit nach (51) und (26): 

(55) Pra(pse") S P(g e*) [1-4] w— |" 
womit (49) und (49%) bewiesen ist. 


b) Nachdem » den vorher angegebenen Bedingungen gema8 fest gewahlt 
wurde, nehmen wir m so groB an, daB 


"| 


J 











"]<P(oie’), 





se<r(r),  y()=max([le(r)|, [2 (r)[] 
ist. 
Fiir jedes y wahlen wir ein x(w) so, daB 
(56) y aa ety) <a on 


*) M ist die auf S. 628 eingefiihrte Konstante. 
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wird. Schreiben wir dann 
Pcp) (P3 e'”) = PS (9; oe’), 


so ist 

(57) Ps (9; e'”) < Pa(p; e**) S P(g; e**) 
Um b) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB 

(58) lim Pa (p; e'”) = P(@; e'*) 


ist. Nun ist 

(59) Px (gp; e'”) — P(g; e'”) = 

= [P[o—0, (0; 223); exp. (6 225%)] —P(oie'*)]| (c's 8.)| + 
ss [| T,(e'*; sae)| = 1] P (9: e**) 

7, (e'*; == (¥))| |x| 0,(¢ °. sate) 4 tse v||+ 


hes 2" 
| 7,(e'*; s=eiv))| — 1]. 














+ P(g; e"*) 


Nun ist 





T Ce aa tv)) )\< <1, P(;e'*) <1; 


und da nach (56), (27) bzw. (24) 


‘ x a ae x 2 p 
8,(e *; S22(9)) |< < M\y—n|"sinZ <M\ 5 J |" sin, pe = 22S) 


| 








bzw. 
lim T. (e ‘9. ; See) — T (e*; y)=1 


n> @ 


ist, so konvergiert die rechte Seite von (59) bei wachsendem n gegen 0; 
nach (57) ist (50) und somit auch (35) bewiesen. 


2. Ist die Berandung von 8*,(Z) durch die Gleichung 
(46) R=P,,(9; Z) 


gegeben, so sind die P_,(@; Z) stetig in p und Z, gleichmafig in bezug 
auf n,k, d.h. es ist 


(60) [P.n (9's 2’) — Pa (9; Z)| Se, 
sobald 
(60a) |p —9|<4, -(60b) |Z’—Z\ <8 


ist, wobei 5 eine von n und k unabhdngige Konstante ist. 
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Es ist namlich (vgl. (39) und (51)): 
, 22k .2xk\)| 22k 
(61) P,,(9;Z)= Ply - 8, (2; “sr exp. (‘3-)| | T, (2; )|- 
Unter Beriicksichtigung der Stetigkeit (gleichmaBig in n,k) von 0, 
und | 7. | (vgl. (24)), sowie der Ungleichung (33) laBt sich diese Stetig- 
keitseigenschaft der P,,.(@;Z) erschlieBen. Die Berandungskurve a(Z) 
von %(Z) ist nach (38) (vgl. (47)) durch 


(62) R=P(9; Z) = lim P, (9; Z) 

(47a) Pa(y; Z) = max [Pno(y; Z), Par (p; Z) ... Pawn) (¢; Z)] 
gegeben. Da P,,(; Z) in —, Z stetig ist (gleichmaBigin n, k), so folgt 
daraus, daB P(@;Z) in » und Z stetig ist**). 


Wir beweisen noch eine Eigenschaft der Bereiche 8;,, die im folgenden 
Paragraphen bendtigt wird. 


Es sei X,Z ein Punkt von §, und X,,Z,, eine Punktfolge aus 


M, die gegen X,Z konvergiert, und es gehére der Punkt X,,, Z,, 
dem Bereich ®,,,, an. Dann gilt 


(63) lim 22 fn — arc Z. 


mero 2 








Ware dies namlich nicht der Fall, so hatte die Folge i einen von 


arc Z verschiedenen Limespunkt und es gabe also eine Teilfolge m’ der m, 
so daB 
(64) lim 22 


m'>co 2%m' 


+ arcZ 





wire. Nach vorhergehendem ist nun*’) (X= | Xm'|e'””’) 


(65) Panta ( Pm’; Zm’) = Pagsknr (3 Z) + €(m’), 
wo 
ovat) =O 


ist, wiahrend nach der Ungleichung (55) 





2 
(66) Prikw (P32) S P(9:d)|1 -+ — cad are2|" | 
ist, und da aus (64) folgt, daB 





2 
lim (13 |2=e _ wrod|") <1 
m'> © 4| Q%m 





®) Vgl. z. B. Hahn, Theorie der reellen Funktionen, Bd. 1, Berlin 1921, 8. 306. 
®”) Vgl. Hahn, Theorie der reellen Funktionen, Bd. 1, Berlin 1921, S. 248, Satz 3. 
Mathematische Annalen. 104. 41 
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ist, so hat man nach (65) und (66) **) 
tim. | Xm | < tim Paaekw (Pm; Zan’ ) < im Paucker (9;Z) < P(q; Z). 


| X,°| wird also nicht gegen | X|—P(@;Z) konvergieren, was im Wider- 
spruch mit unserer Annahme steht. 


§ 4. 
Die Konstruktion der biharmonischen Funktion, die auf % die 
vorgeschriebenen Werte annimmt. 


Es sei nun & der im § 3 zu vorgegebener Flache % konstruierte Be- 
reich, wobei wir » so groB gewahlit denken, daB die Ungleichungen (19), 
(21), (26), (30), (53) erfiillt sind. 

Auf seiner Berandung liegt, wie wir im § 3 nachgewiesen haben (Be- 
hauptung 1 des Satzes des § 3), die Fliche %, und es ist zu zeigen, dab 
die Bestimmungsfliche von & ist. Wir beweisen also: 

A. Zu der auf % vorgeschriebenen stetigen Funktion u(X,Z), die 
dort den Bedingungen (N,) geniigt, gibt es eine in & biharmonische 
Funktion U(X,Z), die auf & die vorgeschriebenen Werte annimmt 
(dh. lim U(X, Z) = u(X, Z)). 

X+xX 
ZZ 

B. Die biharmonische Funktion U(X, Z) ist dadurch eindeutig bestimmt. 

A. Wir betrachten fiir jedes Z diejenige Potentialfunktion U(X, Z) 
in X, die auf der Berandung 6(Z) von 8(Z) die Werte u(X,Z) an- 
nimmt. Um die gesuchte biharmonische Funktion U(X, Z) zu konstruieren, 
benutzen wir den Umstand, da8 die Bereiche B. ;» — da sie durch die Trans- 
formation (38) aus den Produktbereichen hervorgehen — ebenfalls nach § 1 
die Bestimmungsflachen 


(40) Bar = t >< Bua Te (Zs sr) = t < bre (Z) 
besitzen, die, wie sich aus (48) leicht ergibt, im Bereich 
(67) b = (t= B(Z)]+%. 

% = tx b(Z) 


liegen, wo die Funktion U(X, Z) definiert und, wie wir nachtraglich zeigen, 
stetig ist. 








**) Da R=P,x(@;Z) die Berandung eines Sternbereiches Br. (Z) bildet, so 
gilt fir jeden Punkt von Gae(Z):X = Re‘? die Ungleichung 


|X| SPya(ysZ). 
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Die Transformation 


X= 7,(2'; Fr) hy(X’), [A,4(0) = 0) 


Z=72', 

vermittels deren ®,, aus @’ (s.S. 615) entsteht, befriedigt die auf der 
S. 615 fiir f(X’,Z’) aufgestellten Forderungen. Insbesondere folgt aus 
(39), (32), (29), daB alle By, (Z) eine Kreisscheibe 3, mit o =o (1— cos =) 
enthalten. Der Bereich 8,, enthalt somit den Bizylinder 


$= & x %,. 

Es gibt also fiir jedes ®,, eine biharmonische Funktion U,,(X,Z), 
die auf der Bestimmungsfliche Tak von 8, die Werte U (X, Z) annimmt. 
Fiir jedes Z ist namlich U,,(X, Z) diejenige Potentialfunktion in X, die auf 
der Berandung b;,(Z) von 8,,(Z) die Werte U, ,(X, Z) = U(X, Z) annimmt, 
und es gilt in 6,,(Z) 

(69) U,.(X, Z) = U(X, Z), 

so daB die N.B.(N,) (und somit nach den Ausfiihrungen auf 8.616 auch 
(N,)] fiir U(X, Z) auf §,%; erfiillt ist, da sie nach Voraussetzung fiir U(X, Z) 
auf % erfiillt ist. 

Auf der Bestimmungsfliche des Bizylinders 3, ist dann nach dem 
vorhergehenden 
(69) U,.(X, Z) = U(X, Z); 


folglich stimmen in diesem Bizylinder die U,,(X,Z) untereinander iiberein. 
Gehért somit ein Punkt X,Z den beiden Bereichen 8,, und ®,; an, so 
miissen fiir ihn 
(70) U,(X, Z) = U,,(X, Z) 
sein. 

Ist X,Z ein beliebiger Punkt von &% (der Vereinigungsmenge aller 
%,), der etwa zu den Bereichen ®;,;,, B,,z,,.:. gehdren mége, so ist durch 


(71) U(X, Z) = Un,2,(X, Z) = Una,(X, Z) =... 


(68) 


eine im ganzen Bereiche & biharmonische Funktion U(X, Z) definiert, 
von der nun zu zeigen ist, daB sie auf der Fliche § die vorgeschriebenen 
Randwerte u(X, Z) annimmt. 

Dieser Beweis geschieht in drei Schritten. 

I. Wir betrachten U(X, Z) zundchst im Bereich 6 =(t =< 8(Z))+% 
und beweisen dort die Stetigkeit von U(X, Z), d.h. beweisen, dag 


(72) jim U(X,,, Z,,) = U(X, Z), 


41* 
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wenn 
(72a) lim X,, = X, (72b) lim Z, = Z 
tst. woth ae: 

Durch die Transformation 
(73) X= (W, Z) (7(0, Z) =0; x’(0, Z) > 0) 
mége der Einheitskreis |W| <1 auf den Bereich 8 (Z ) abgebildet werden. 
Die Potentialfunktion U(X, Z) geht dannin V(W,Z) = U[z(W, Z), Z) iiber, 
die fiir jedes Z den Einheitskreis zum Definitionsbereich hat. Wegen 


U(X, Z,) — U(X, Z) =V(W,, Z,) —V(W, Z) = 
=[V(W,,,Z,,) —V(W,,,Z)}+(V(W,,, Z)—V(W, Z)) 


(es bedeuten hier W,,, Z baw. W, Z die Bildpunkte von X,,, Z bzw. von X, Z) 
geniigt es, um (72) zu beweisen, zu zeigen, da® gilt: 


(74) Jim V(W,,, Z) =V(W, Z), 
(75) Jim [V (Was Z,) — VW,» Z)) = 0. 


Da X,—-X den Grenziibergang W,—»W nach sich zieht, und V(W, Z) 
eine im Bereich |W|<1 stetige Funktion von W ist, so ist (74) von 
selbst erfiillt. 

Die Beziehung (75) wird bewiesen sein, wenn wir zeigen, daB gleich- 
maBig in W 


(76) Jim V(W, Z,.) =V(W, Z) 
ist. Hierzu geniigt es mu zeigen**), daB 
(77) Jim V(W, Z..) =V(W, Z), 
und zwar gleichmaBig in W, ist. 
Es ist 
(78) V(W, Z,.) —V(W, Z) =U (X,,, Z,,) — U(X, Z), 


wo 
X,. = 2(W, Z,); X = z(W, Z) 
**) Die Folge von Potentialfunktionen 
V(W, Z,,) — V(W, Z) 


konvergiert dann fiir m-—+oo auf dem Rande das Einheitskreises in der W-Ebene 
gegen 0. Nach einem bekannten Satz der Potentialtheorie gilt die Beziehung 


_lim _V(W, Z,,)-= V(W, Z) 
Zan >Z 


gleichm&Big in W im Innern des Einheitskreises, womit dann (75) bewiesen ist. 
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ist. Nun ist nach einem bekannten Satz der Funktionentheorie®) infolge 
der von uns in 3. vorausgesetzten stetigen Abhangigkeit der Bereiche 8 (Z) 
von Z 


(79) lim 2(W, Z,.) =x, 2) 
gleichmaBig in W. Aus der hiermit bewiesenen in bezug auf W gleichmafigen 
Konvergenz von a gegen X und der Stetigkeit von u(X, Z) auf § folgt 
nach (78) die Besichung (77) gleichmaBig in W. 

Il. Die Funktion U(X, Z) ist in jedem der Bereiche ®,, (gleich- 
maBig) stetig. Wir wollen zeigen, dap dies gleichmdafBig in n, k gilt. 

Fiihrt die analytische Abbildung A,, den Bereich 8,, umkehrbar ein- 
deutig und stetig (mit Einschlu8 des Randes) in einen Bereich ,, iiber, 
wobei U(X, Z) in V,,(X, Z) iibergeht, so geniigt es zu zeigen, daB die 
verpflanzten Funktionen V,,(X, Z) (gleichmaBig) stetig, gleichmaBig in n, k, 
sind, sobald man weiS, daB die Stetigkeit der Abbildungsfunktionen von 
A,, gleichmaBig in n,k ist. Hiervon machen wir Gebrauch, indem wir 
die By, durch die zu (38) inverse Transformation auf den Produktbereich 


(36) B,,=kx<B,, 

abbilden und dann vermittels der Transformation 

(80) X’ = X'(X, Z,,), 
Z=Z 


in den Einheitsbizylinder ’ iiberfiihren. (Die GleichmaBigkeit in Z,, ergibt 
sich auf Grund des friiher in I. zitierten Satzes der ebenen Funktionen- 
theorie*’)). Die Bereiche %,,, fallen alle mit dem Einheitsbizylinder €’ zu- 
sammen, und wir haben somit fiir jedes n,k eine in &' biharmonische 
Funktion, die durch die Verpflanzung von U(X, Z) vermittels der Abbil- 
dung A,, **) entsteht. Hierbei geht aber die Bestimmungsfliche %,, von 
$;, in die Bestimmungsfliche (2) von &’ iiber. Nun liegen aber simtliche 
Bestimmungsflachen von 8%, im Bereiche 6 = {f><(Z)] + %, also ist dort 
nach I. die Funktion U(X, Z) (gleichmaBig) stetig, und zwar gleichmabig 
in n,k, und infolge der Beschaffenheit der Transformation A,, folgt dies 


%) Vgi. dazu R. Courant, Uber eine Eigenschaft der Abbildungsfunktion bei 
konformer Abbildung, Nachr. der K. Ges. der Wiss. zu Géttingen, math.-phys. K1., 1914, 
8. 101—109, Satz Ifa und Bemerkung zu der obigen Note, Nachr. der Ges. d.Wiss. zu 
Géttingen, math.-phys. KI., 1922, 8.69—70, ferner T. Radé, Sur la représentation con- 
forme de domaines variables, Acta litt. ac scient. R. Univ. Hung. (Szeged) 1 (1922 
bis 1928), 8. 180—186. 

*) A,, ist diejenige Abbildung, die die Z tzung der Inversen von 
(88) und der Abbildung (80) ergibt. 
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auch fiir die verpflanzten Funktionen auf der Bestimmungsflache (2) von €’. 
Die Anwendung des im § 1 angefiihrten Hilfssatzes (8.617) ergibt dann 
die am Anfang von II. aufgestellte Behauptung. 


Ill. Es sei nun X, Z ein beliebiger Punkt der Flache § und X,,, Z, 
eine gegen ibn konvergierende Punktfolge aus M, d.h. es gelte 


(81) limX,=X, limZ,—Z. 


mo m>o 


Der Punkt X,, Z,, gehért einem ®;,;,, an und nach der Schlu8bemerkung 
in §3 (S. 629) ist: 


(82) lim exp. (4 “s=)- Z. 


m->o 


Zu jedem <¢ > 0 kann man also das m geniigend groB bestimmen, so daf 
die drei Ungleichungen 


(88) |X,-Xi\<5, |%.—ZSz, Jexp. (6 =50*)—2| <5 
zugleich gelten. 





Wir wahlen nun auf der Berandung 
22k, 2 xk, 
b | exp. (i om )| von & exp. (6 ~~ =) 
einen Punkt X, derart, daS 
(84) \X.—- Xi <5 


wird. (Infolge der stetigen Abhiangigkeit des b(Z) von Z gibt es wegen (82) 
auf b ep. (« =| immer solche Punkte.) 
Q%m 

















Es ist dann 

(85a) IZ —ZNs/F,-2|+/F-—Z se 

und 

(85b) (i “A) | < |exp («) - Z| +\Z— Z,\<e. 





Infolge der in II. bewiesenen gleichmaBigen Stetigkeit von U(X, Z) in Bi; 
gibt es zu jedem 7 > 0 ein ¢,, so daB fiir zwei Punkte X,Z und X’,Z’, 
die einem und denselben 8, angehéren und fiir die 

(86a) |X—X'|<ze, (86b) |\Z—2'|\<e, 

ist, 

(86c) | U(X, Z) — U(X’, Z’)| <5 
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wird. Andererseits gibt es ein «, so, da® fiir zwei Punkte der Bestim- 
mungsfliche X’, Z' und X", Z", fiir die 
(87a) | X'— E"|<a,, (87b) | Z"-Z"| Se, 
ist, 
(87e) |U(X', Z') — U(X", Z")| =| u(X", Z") — u(X", 2") |< 
wird. 
Nimmt man « gleich min (¢,,¢,), beriicksichtigt, daB X,,Z, und 

x | . 22k, 

om n= exp.(# — 
und daB die Punkte i... z.. = exp. ( 7S) und X,Z auf der Fliche Ay 
liegen, so folgt, dap 


(88) |U(X,,, Z.) — U(x, Z) )|<|0X, Z..)— U(X,, , @xp. (i s=™) 





) demselben (abgeschlossenen) ®,,;, °*) angehéren, 











+|0[X,, exp. (iF0)| —0(¥, Z)| <n 
ist, sobald m so groB ist, daB die Ungleichungen (83) erfiillt sind. 
Damit ist der Beweis von A zu Ende gefiihrt. 
B. Wir zeigen zunichst, daB eine in & biharmonische Funktion 
V(X, Z), die in A+ F stetig ist, auf % thr Maximum (und thr Mins- 
mum) annimmt. 


Es sei nimlich X, Z ein beliebiger innerer Punkt von M, er gehért dann 
zu einem ®,,. 


Es gilt dann 
(89) V(X, 2) S mex V(X, Z) **). 
Snk 


Also gibt es einen Punkt X,, Z, auf der Bestimmungsfliche %,, von B,;, 
so daB 





(90) V(X, Z) <V(X,, Z,) 
*®) Fir den Punkt Y¥,, Z,, folgt dies aus Formel (38), da nach ihr wegen 
= 2 - 

1, (Z., a) =1, 8%, den Bereich B, ,, (Z,,) enthalt. 


%3) Fir einen Bizylinder folgt die Ungleichung (89) ohne weiteres aus der 
Poissonschen Darstellung (3), und %* , geht durch die auf 8. 633 angegebene Trans- 
formation aus dem Einheitsbizylinder € hervor. 

me’ (X, Z) bedeutet: das Maximum der Funktion V(X, Z), wobei die Argu- 


mente X,Z alle Punkte der Mannigfaltigkeit 3, , (Bestimmungsfliche von 3° nk) 
durchlaufen. 
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wird. Nun ist V(X,,Z,) eine (in X) im Bereiche $(Z,) regulire Po- 
tentialfunktion und es ist 
(91) V(X, Z) $< V(X,, Z,) < max V(X, Z,) < max V(X, Z), 


6(Z,) 
w. z. b. w. 


Hieraus folgt die Hindeutigkeit der zu den vorgegebenen Randwerten 
u(X, Z) konstruierten Funktion U(X, Z) in iiblicher Weise: 

Gabe es namlich eine zweite Funktion U’(X, Z) mit denselben Eigen- 
schaften, so hatte man in 


(92) V(X, Z) = U(X, Z) — U’(X, Z) 
eine biharmonische Funktion, die auf %§ die Randwerte 0 annimmt, und 
V(X, Z) miiBte nach dem Vorherigen in & identisch verschwinden. 


Herrn A. Plessner bin ich fiir mehrfache Ratschlige bei der Durch- 
fiihrung der Arbeit zum Dank verpflichtet. 


(Eingegangen am 15. 5. 1930.) 


Berichtigung 
zu der Arbeit von W. Feller: ,,.Uber die Lésungen der linearen partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus“, 
Math. Annalen 102, 8. 633—649. 


Bei der Niederschrift wurde an die Formel (17’) (S. 643) versehent- 
lich eine falsche Bemerkung gekniipft. Sie gilt unmittelbar nur fiir den 
Fallc=- 0. Sonst mu8 man fiir v die Greensche Funktion G(é, x) nehmen. 
Fiir die betrachteten, hinreichend kieinen Gebiete ist G >0, da sonst fiir 
ein Teilgebiet eine regulire, am Rande verschwindende Lésung existieren 
wiirde. Also gilt —°2>0, und daher gelten die auf S. 643—644 be- 
wiesenen Satze. Auf 8. 648 wird die schirfere Ungleichung — ze > 0 be- 


nétigt (xz am Rande, fest im Innern). Da 26 als Funktion von é in 


o 
jedem ,echten“ Teilgebiet eine regulire und nicht negative Lésung ist, 
kann sie nach 8. 643 nicht verschwinden. Alle Resultate bleiben mithin 
erhalten. 
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Uber die Abbildungen der dreidimensionalen Sphire 
auf die Kugelfliche. 


Von 
Heinz Hopf in Ziirich. 


Einleitung. 


Unter einer ,,Abbildung“ eines Komplexes (oder auch einer beliebigen 
Menge) A ,,auf“ einen Komplex B verstehen wir stets eine eindeutige und 
stetige, nicht notwendig eineindeutige, Abbildung von A, bei der die Menge 
der Bildpunkte zu B gehért. Zwei Abbildungen von A auf B nennen wir 
zu derselben ,,Klasse“ gehérig, wenn man sie stetig ineinander iiberfiihren 
kann, d. h. wenn es eine sie enthaltende stetige Schar von Abbildungen von 
A auf B gibt, und wir bezeichnen eine Abbildung als ,,topologisch wesent- 
lich“, wenn bei jeder Abbildung der durch sie bestimmten Klasse die Bild- 
menge aus allen Punkten von B besteht, d. h. wenn es unméglich ist, durch 
stetige Abainderung der Abbildung einen Punkt von B von der Bedeckung 
durch die Bildmenge zu befreien. 

Das Hauptziel und -ergebnis dieser Arbeit ist der Beweis von 

Satz I. Die Abbildungen der 3-dimensionalen Sphdre S* auf die 
2-dimensionale Sphare S* bilden unendlich viele Klassen. 

Da sich jede echte Teilmenge der Kugelfliche S* stetig auf einen 
willkiirlichen Punkt der S* zusammenziehen laBt, gehéren alle topologisch 
unwesentlichen Abbildungen einer Menge A auf die S* zu einer einzigen 
Klasse. Mithin enthalt Satz I den 

Satz Ia. Die S* laft sich topologisch wesentlich auf die S* abbilden. 

Dariiber, fiir welche Dimensionszahlen a und b sich dhnliche Aussagen 
iiber die Abbildungen der a-dimensionalen Sphire S* auf die b-dimensio- 
nale S° machen lassen, ist mir fast nichts bekannt. Trivial sind die Fille 
a <b, denn dann laBt sich jedes stetige Bild der S* in der S’ auf einen 
willkiirlichen Punkt zusammenziehen, die Abbildungen bilden also eine einzige 
Mathematische Annalen. 104. 42 
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Klasse und sind samtlich topologisch unwesentlich. Ist a = b, so sind die 
Antworten auf unsere Fragen aus der Theorie des Abbildungsgrades bekannt: 
zu jeder ganzen Zahl c¢ gibt es genau eine Klasse, deren Abbildungen den 
Grad ¢ haben; die Klasse vom Grade 0, und nur diese, enthalt topologisch 
unwesentliche Abbildungen*). SchlieBlich ist noch der Fall a > 6 =1 leicht 
zu iibersehen: hier ist die S’= S* ein Kreis; bezeichnet w seine Winkel- 
koordinate, x die Punkte von S*, so wird die zuniachst nur bis auf Viel- 
fache von 22 bestimmte GréBe w bei jeder Abbildung infolge des ein- 
fachen Zusammenhanges von S“ nach dem Monodromieprinzip eine ein- 
deutige Funktion w= f(z); durch die Abbildungsschar w= tf(z) wird, 
wahrend der Parameter ¢ von 1 bis 0 lauft, f stetig in eine Abbildung auf 
einen einzigen Punkt des Kreises iibergefiihrt; die Abbildungen von S* 
auf S* mit a>1 sind also samtlich topologisch unwesentlich und bilden 
eine einzige Klasse. Dagegen sind fiir a >b>1 die Satze I und Ia die 
einzigen mir bekannten hierhergehérigen Aussagen iiber Abbildungen der S* 
auf die S°. 
Satz I ist eine leichte Folge aus 


Satz Il. Jeder Abbildung f der S* auf die S* laft sich eine ganze 
Zahl y\f) zuordnen, die unter anderem folgende Higenschaften hat: 

a) y(f)=y(f'), wenn f und f’ zu einer Klasse gehoren; 

b) ist g eine Abbildung einer 3-dimensionalen Sphdre S} auf eine 
3-dimensionale Sphdre S* mit dem Grade c, f eine Abbildung der S* auf 
die S*, so ist y(fg)=c-y(f); 

c) es gibt eine Abbildung der S* auf die S* mit »(f)=1. 

In der Tat folgt I aus Ii; denn da man S} auf S* mit beliebigem 
Grade ¢ abbilden kann, gibt es nach b) und c) Abbildungen von S} auf S* 
mit beliebigem y, und diese gehéren nach a) zu verschiedenen Klassen. 

Die geometrische Bedeutung der GréBe y laBt sich ungefihr so be- 
schreiben: Die Originalmenge eines Punktes x von S*, d.h. die Menge der 
durch f auf x abgebildeten Punkte von S*, besteht bei hinreichender Re- 
gularitét von f, z. B. wenn f eine simpliziale Abbildung ist, aus endlich 
vielen einfach geschlossenen Polygonen, ist also ein 1-dimensionaler Zyklus*); 


y ist die Verschlingungszahl*) der Originalzyklen zweier beliebiger Punkte 
x und y. 





*) L, E. J. Brouwer, Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 71 
(1911), S. 97-115. — H. Hopf, Abbildungsklassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten, 
Math. Annalen 96 (1926), S. 209—224. 

*) Zyklus = geschlossener, d. h. unberandeter Komplex. 


*) L. E. J. Brouwer, On Looping Coefficients, Proc. Acad. Amsterdam 15 (1912), 
S. 113—122. 
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Die folgende Eigenschaft von y ist als Gegenstiick zu IIb bemerkenswert: 
IIb’. Ist h eine Abbildung von S* auf eine zweite Kugelflaiche S? vom 

Grade c, f wieder eine Abbildung der S* auf S*, so ist y (hf) =c*-y(f). 
Der Beweis des Satzes II wird in den §§ 1 bis 5 gefiihrt. 


In den §§ 6 und 7 wird eine Verallgemeinerung der bisherigen Siatze 
fiir gewisse Abbildungen beliebiger 3-dimensionaler Mannigfaltigkeiten auf 
die S* vorgenommen, die geeignet ist, die Rolle des Satzes Ia fiir die all- 
gemeine Theorie der Abbildungen zu beleuchten. Sie beruht auf dem Begriff 
der ,,algebraischen Wesentlichkeit“ einer Abbildung, zu dem man folgender- 
maBen gefiihrt wird: 

Dafiir, daB eine Abbildung f eines n-dimensionalen Zyklus Z" auf 
die n-dimensionale Sphire S" topologisch wesentlich ist, ist hinreichend 
(und iibrigens auch notwendig, worauf es im Augenblick aber nicht an- 
kommt), daB der Grad c von f nicht 0 ist; dabei kann man ¢ durch die 
Gleichung f(Z") cS” definieren, worin f(Z”") das in S” gelegene bid 
von Z" im Sinne der algebraischen Topologie*) bedeutet; die genannte hin- 
reichende Bedingung l48t sich also auch so ausdriicken: f(Z") +0. Liegt 
nicht ein Zyklus im gewdhnlichen Sinne, sondern ein ,,Zyklus modulo m*“ 
vor, wobei m eine ganze Zahl >1 ist, d. h. ein Komplex, dessen Rand 
mod m verschwindet*), so ist der Grad“ nur mod m bestimmt, und die 
der obigen analoge Bedingung fiir die topologische Wesentlichkeit von f ist, 
wenn wir den Zyklus mod m mit Z,, bezeichnen: f(Z,)==0 modm. Da 
man so im Fall der n-dimensionalen Zyklen bzw. Zyklen mod m einfache 
algebraische, fiir die topologische Wesentlichkeit von f hinreichende Be- 
dingungen hat, liegt es nahe, bei der Untersuchung der Abbildungen eines 
beliebigen Komplexes A die in ihm liegenden n-dimensionalen Zyklen ins 
Auge zu fassen und zu definieren: ,Die Abbildung f des Komplexes A auf 
die S" heiBe ,algebraisch wesentlich’, wenn es ein m >1 und in A einen 
n-dimensionalen Zyklus Z,;, mod m gibt, dessen Bild f(Z,,) 4=0 mod m ist.“ 
Dabei beachte man, daB f natiirlich immer algebraisch wesentlich ist, wenn 
es einen gewohnlichen Zyklus Z” in A gibt, dessen Bild f(Z") =cS" +0 
ist; denn Z" ist ein Z,, fiir jedes m >1, und fiir jedes m, das kein Teiler 
von ¢ ist, ist f(Z")3=0modm. Nun ist eine algebraisch wesentliche 
Abbildung eines Komplexes A a fortiori immer topologisch wesentlich, da 
ja in A wenigstens ein Z,, enthalten ist, der topologisch wesentlich ab- 
gebildet wird. Es entsteht daher die Frage, ob es auch Abbildungen gibt, 
die zwar algebraisch unwesentlich, aber topologisch wesentlich sind; diese 








*) Zur Einfiihrung in die kombinatorische oder algebraische Topologie sei emp- 
fohlen: J. W. Alexander, Combinatorial Analysis Situs, Transact. Amer. Math. Soc, 28 
(1926), S. 301—329. 
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Frage wird durch den Satz Ia bejaht. Denn jede Abbildung der S* auf 
die S* ist algebraisch unwesentlich; da nimlich jeder in S* gelegene Z, 
homolog 0 mod m ist, ist auch sein Bild f(Z,) ~~ 0 modm in 8%, d. h. 
f(Z2) = 0 mod m. Und die oben erwahnte Verallgemeinerung des Satzes Ia 
lautet: 

Satz Illa. Jede (geschlossene orientierbare) Mannigfaltigkeit M* ge- 
stattet Abbildungen auf die S*, die zugleich algebraisch unwesentlich und 
topologisch wesentlich sind. 

Ebenso wie Ia aus I, folgt Illa aus 


Satz Ill. Die algebraisch unwesentlichen Abbildungen einer be- 
liebigen M* auf die S* bilden unendlich viele Klassen. 

Der Beweis von III wird dadurch erbracht, daB die Existenz einer 
Zahl y mit den in Satz II genannten Eigenschaften fiir die algebraisch 
unwesentlichen Abbildungen einer beliebigen M®* festgestellt wird. Ob sich 
nicht nur jede M*, sondern sogar jeder 3-dimensionale Zyklus topologisch 
wesentlich auf die S* abbilden la8t, weiB ich nicht. 


In einem ,,Anhang“ wird noch weiter auf die Begriffe der algebraischen 
und topologischen Wesentlichkeit und den Zusammenhang zwischen ihnen 
eingegangen. Wenn der abzubildende Komplex A und die Sphire S die 
gleiche Dimension a haben, gilt der folgende Satz, den ich an anderer 
Stelle bewiesen habe‘): 


Satz IV. Hine Abbildung eines a-dimensionalen Komplexes A* auf 
die S* ist dann und nur dann topologisch wesentlich, wenn sie algebraisch 
wesentlich ist. 

Derselbe Satz gilt auch, wenn A beliebige Dimension, S die Dimen- 
sion 1 hat: 

Satz V. Hine Abbildung eines beliebigen Komplexes A auf einen 
Kreis S* ist dann und nur dann topologisch wesentlich, wenn sie algebraisch 
wesentlich ist. 

Abbildungen eines a-dimensionalen A‘ auf die b-dimensionale S’ mit 
a < b sind stets in jedem Sinne unwesentlich; somit ist aus den Sitzen IV 
und V ersichtlich, daB die niedrigsten Dimensionszahlen, die fiir die Existenz 
von zwar topologisch, aber nicht algebraisch, wesentlichen Abbildungen 
eines A* auf die 8S” in Frage kommen, a= 3 und b=2 sind; und fiir 
diese Zahlen existieren in der Tat bereits derartige Abbildungen, wie die 
Satze Ia und IIa zeigen. 


5) Uber wesentliche und unwesentliche Abbildungen von Komplexen, Moskauer 
Mathematische Sammlung (z. Z. im Druck). 
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Welche A* lassen sich nun in den Fallen 6 =a und 6=1 wesentlich 
(algebraisch und topologisch) auf die S° abbilden? Die Antworten sind: 

Satz IVa. A* laft sich dann und nur dann wesentlich auf die S* 
abbilden, wenn es ein m>1 und in A einen a-dimensionalen Zyklus 
mod m gibt, der nicht homolog 0 mod m ist, mit anderen Worten: wenn 
die ,a-te Bettische Zahl mod m“ p), > 0 ist. 

Satz Va. A lift sich dann und nur dann wesentlich auf einen Kreis 
abbilden, wenn es in A einen 1-dimensionalen Zyklus (im gewdhnlichen 
Sinne) gibt, der nicht homolog 0 ist, mit anderen Worten: wenn die erste 
Bettische Zahl p* > 0 ist. 

Man beachte den Unterschied zwischen den Bedingungen der beiden 
Satze: die Bedingung p,,> 0 fiir ein gewisses m ist im allgemeinen nicht 
hinreichend fiir die Giiltigkeit der Aussage von Va, und die Bedingung 
p*>0, worin p* die a-te Bettische Zahl ist, im allgemeinen nicht not- 
wendig fiir die Giiltigkeit der Aussage von IVa. Beides bestitigt man 
z. B. dadurch, da8 man fiir A die projektive Ebene nimmt. 

Bei anderen Dimensionszahlen b als b = a und b = 1 sind mir Kriterien fiir 
die topologisch wesentliche Abbildbarkeit von A* auf S’ nicht bekannt. Aber 
iiber die algebraisch wesentliche Abbildbarkeit 1a8t sich noch etwas aussagen: 


Satz VI. Notwendig fiir die algebraisch wesentliche Abbildbarkest 
von A* auf S° ist, daB entweder die b-te Bettische Zahl p’>0 oder 
dag (b —1)-te Torsion vorhanden (oder daB beides der Fall) ist. 

Man sieht leicht, daB diese Bedingung in den Fallen 6 =a und b=1 
mit den in [Va bzw. IVb genannten Bedingungen zusammenfillt; sie ist 
daher in diesen Fallen auf Grund der Siitze IV und [Va bzw. V und Va 
nicht nur, wie VI behauptet, notwendig, sondern auch hinreichend fiir die 
algebraisch wesentliche Abbildbarkeit. Dies gilt noch fiir einen weiteren Fall: 


Satz VII. Die in Satz VI genannte Bedingung ist — aufer in den 
Fallen b =a und b = 1 — auch in dem Fall b =a —1 fiir die algebraisch 
wesentliche Abbildbarkeit von A* auf S° hinreichend. 

Die niedrigsten Dimensionszahlen, die fiir die Existenz eines Beispieles 
in Frage kommen, in dem die Bedingung des Satzes VI nicht hinreicht, 
sind, da immer 6 <a sein mu8, auf Grund von VII die Zahlen a = 4, 
b = 2; und hier gibt es in der Tat ein Beispiel, in dem sogar die stiarkere 
Bedingung des Nichtverschwindens der b-ten Bettischen Zahl nicht ausreicht: 

Satz VIII. Die in Satz VI genannte Bedingung und auch die starkere 
Bedingung p’> 0 ist im allgemeinen nicht hinreichend fiir die algebraisch 
wesentliche Abbildbarkeit von A* auf S°: die 4-dimensionale Mannigfaltig- 
keit der komplexen Punkte der projektiven Ebene lat sich nicht algebraisch 
wesentlich auf die S* abbilden, obwohl fiir sie p*=1 ist. 
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Ob aus der Tatsache, daB die b-te Bettische Zahl eines Komplexes A* 
positiv ist, die topologisch wesentliche Abbildbarkeit von A‘ auf S” folgt, 
ist mir nicht bekannt. 

Die genannten Satze werden in dem ,Anhang“ in der Reihenfolge 
V, IVa, VI, VII, Va, VIII bewiesen; einen Beweis von IV findet man, wie 
erwahnt, in einer Arbeit in der ,.Moskauer Mathematischen Sammlung‘ ’°). 


SchlieBlich sei noch folgendes bemerkt: Auf Grund von Satz IV sind 
algebraisch wesentlich diejenigen Abbildungen von A“ auf 8°, durch die 
ein b-dimensionaler Teilkomplex von A* topologisch wesentlich abgebildet 
wird. Dieser Umstand legt die Einfiihrung einer Rangordnung der Wesent- 
lichkeit von Abbildungen nahe: f heiBe wesentlich vom Range 7, wenn ein 
(a +-1—#)-dimensionaler, aber kein niedriger-dimensionaler Teilkomplex 
von A* topologisch wesentlich abgebildet wird. Dann sind die topologisch 
wesentlichen Abbildungen von A“ die mit positivem, die algebraisch wesent- 
lichen die mit dem maximalen Rang a—6-+-1. Vielleicht ist diese Be- 
grifisbildung von Nutzen bei der Behandlung von Abbildungsproblemen, 
wie sie z. B. bei der Frage nach der Ubertragbarkeit der hier bewiesenen 
Satze auf andere Dimensionszahlen entstehen. 


§ 1. 
Die Umkehrung einer simplizialen Abbildung. 


1. T* und 1* seien orientierte Dreiecke, T° sei affin so auf r? abge- 
bildet, daB seinen Ecken die Ecken von rt* entsprechen. Ein beliebiger 
innerer Punkt von t* hat in 7°, und zwar im Inneren, genau einen 
Originalpunkt z. Das Symbol py: bezeichne die Umkehrung der Ab- 
bildung, und zwar setzen wir y,,(§) = + 2 oder p,,($) = — x, je nachdem 
T* im positiven oder im negativen Sinne auf rt? abgebildet ist. Es sei 
nun A ein Komplex beliebiger Dimensionszahl, seine Dreiecke seien mit 7; 
bezeichnet, I"* sei ein t* enthaltender zweidimensionaler Komplex; A sei 
simplizial auf ry“ abgebildet, d. h. so, daB den Ecken eines Simplexes von A 
immer Ecken — nicht notwendig alle drei Ecken — eines Dreiecks von I™* 
entsprechen und daB die Abbildung in jedem einzelnen Simplex von A 
affin ist. Wird dabei ein Dreieck 7;' nicht-ausartend, also eineindeutig, 
auf t° abgebildet, so ist p,2(§) wie oben erklart; andernfalls, d.h. wenn 
das Innere von t? durch das Bild von 7? nicht bedeckt wird, setzen wir 
sinngemiB p,2(§)=0. Als »Orighnalkomplex* von € bei der Abbildung 
eines zweidimensionalen Teilkomplexes C* = Sa,;7; von A definieren wir 
den nulldimensionalen Komplex y,,(§) = S'a,yr:(&). Aus der Definition 
folgen unmittelbar die Regein 


(1) Poi+c? () = Fee (€) + Po? (é), P_o2(€) — Pos(€), 
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sowie die Berechtigung von 


(1’) Po(&) = 0. 


2. Betrachten wir eine affine Abbildung eines orientierten Tetraeders 7° 
auf das Dreieck r*: Wenn r* durch das Bild von T° bedeckt wird, wenn 
dieses Bild also nicht lediglich aus einer Seite oder Ecke von 1* besteht, so 
werden genau zwei Seitendreiecke T?, T3 von T° eineindeutig-affin auf r* 
abgebildet; gibt man ihnen die durch die Orientierung von T* in bekannter 
Weise bestimmte Randorientierung, so wird eines von ihnen, etwa T?, im 
positiven, das andere, T:, im negativen Sinne abgebildet. Die Original- 
menge des Punktes é ist eine Strecke, deren Endpunkte auf T; und T; 
liegen; diese Strecke, mit der von T; nach T; weisenden Richtung ver- 
sehen, nennen wir Pq:(&). Wenn wir immer unter C, 7, @,... die Rander 
von CO, T,p... verstehen (im algebraisch-kombinatorischen Sinne), so hat 
diese Festsetzung die Giiltigkeit von 


(2) Pos(€) = Pps (é) 

zur Folge, wobei g,,() nach den unter 1. gegebenen Vorschriften zu 
bilden ist. Wird t* durch das Bild von 7° nicht bedeckt, so setzen wir 
@_2(€)=0, und auch dann gilt (2) in Hinblick auf (1’). Liegt nicht 
nur eine affine Abbildung eines einzelnen 7° auf 1*, sondern eine simpli- 
ziale Abbildung eines dreidimensionalen Komplexes C* = S'a; T;, den wir 
uns etwa wieder als Teil eines beliebigen Komplexes A denken kénnen, auf den t* 
enthaltenden Komplex I vor, so definieren wir als Originalkomplex von é: 
Pox(§) = DS a:p_3(F). Analog zu (1) und (1’) gelten die Regeln 


(3) Po? +c: (€) = 99 (é) + %e3(€), P_o3(€) = — Yos(€), 
(3’) Po (€) ~~ 0. 

Ferner folgt aus (2) und (1) leicht 

(4) Po3(€) _ P¢3(¢)- 


Hiernach und nach (1’) ist g,,() ein Zyklus, wenn C* ein Zyklus ist. 

8. Bei einer affinen Abbildung eines vierdimensionalen Simplexes 7“ 
auf r* ist, falls r* durch das Bild bedeckt wird, die Originalmenge von é 
eine zweidimensionale ebene Zelle E*; ihr Rand ist ein einfach ge- 
schlossenes Polygon, dessen Seiten die von 0 verschiedenen p,s(¢) sind, 
wobei wir mit 7; die Randtetraeder von 7* bezeichnen. Da 7* = 5' 7; 
ein Zyklus ist, ist nach der SchluBbemerkung von 2. auch p,,,($) = 5 Pq? (€) 
ein Zyklus, und dieser Zyklus liegt auf dem Randpolygon von E£*; daher 
ist, wenn wir unter P dieses Polygon in einer bestimmten Durchleufangs- 
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richtung verstehen, Pp (é ) ein Vielfaches von P; nun kommt aber in 
~qg.(€) jede Seite nur einmal vor, da in 7* jedes 7; nur einmal vor- 
kommt; daher ist y,,(§)—=+P. Mithin la8t sich 2° auf eine und nur 
eine Weise so orientieren, daB E* = Ppl ) wird. Die so orientierte Zelle Ez’ 
nennen wir y,,(&); dann gilt 


(5) Py. (F) = Py. (F)- 


Wenn r* durch das Bild von 7% nicht bedeckt wird, so setzen wir wieder 
P_.(€) = 0; ferner definieren wir fiir die Abbildung eines vierdimensionalen 
Komplexes C* = Sa; T;: Po.(€) = LaPzs(é)- Dann ergibt sich aus 
(5) analog zu (4) 


(5) Pos () = MG. (€)- 


Die Verallgemeinerung dieser Betrachtungen auf beliebige Dimensions- 
zahlen liegt auf der Hand, spielt aber fiir diese Arbeit keine Rolle. 


4. Wir kehren zu dem in 2. behandelten Fall der Abbildung eines 
dreidimensionalen Komplexes C* auf I zuriick, setzen jetzt aber voraus, 
daB C*— M’® eine geschlossene orientierbare Mannigfaltigkeit ist. Dann ist 
zunichst wegen der Geschlossenheit von M* nach der Schlu8bemerkung 
von 2. @,,,(¢) ein eindimensionaler orientierter Zyklus Z*; da in M* jedes 
Dreieck 7; auf genau zwei Tetraedern liegt, stoBen in einer Ecke von 
Z* stets genau zwei Kanten zusammen; mithin besteht Z* aus einer 
Anzahl zueinander fremder, einfach gesschlossener Polygone, von denen 
jedes mit einer bestimmten Durchlaufungsrichtung versehen ist. Ist 7* 
ein orientiertes Dreieck der (fest gegebenen) Triangulation von M*, das 
mit Z* einen Punkt gemeinsam hat, so hat es nur diesen einen Punkt 
mit Z* gemeinsam und wird in ihm von Z"* geschnitten; dies folgt un- 
mittelbar aus der Definition von Z’=g,,,(¢). Der Schnitt ist nach 
einer bekannten Regel mit einem Vorzeichen zu versehen, und zwar kann 
man diese Regel so aussprechen: 7” liegt auf zwei Tetraedern, beide sind 
durch die Orientierung von M® orientiert, die durch sie bewirkten Rand- 
orientierungen sind auf 7” einander entgegengesetzt, fiir eines von ihnen, 
T;, stimmt sie mit der vorgegebenen Orientierung von 7* iiberein; der 
Schnitt von Z* mit T* ist positiv oder negativ zu zihlen, je nachdem 
Z* durch T* aus T; aus- oder in 7; eintritt. Diese Regel und die in 2 
gegebene Orientierungsvorschrift fiir g,,({) zeigen, daB der Schnitt das- 
selbe Vorzeichen erhalt wie die Abbildung von 7* auf 1?; da iiberdies 
dann und nur dann ein Schnitt von Z* mit T° vorliegt, wenn 1? durch 
das Bild von T° bedeckt wird, ist allgemein die Schnittzahl von Z* mit 
einem beliebigen 7” gleich dem Grade, mit dem 7* auf r* abgebildet 
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wird; durch Addition mehrerer 7} folgt hieraus: Die Schnittzahl von Pus (€) 
mit einem in M® liegenden Komplex C* = Sa; T; ist gleich dem Grade 
der gegebenen Abbildung von C* im Punkte &.*) 


§ 2. 
Die Definition von y fir simpliziale Abbildungen der S* auf die S’. 

1. Wir betrachten eine simpliziale Abbildung der dreidimensionslen 
Sphiire S* auf die zweidimensionale Kugelfliche S*. 1? sei ein Dreieck 
der zugrunde gelegten Triangulation von S*, & ein innerer Punkt von 1’, 
p(&) = @g,(€) sein Originalzyklus. g(&) ist, wie jeder eindimensionale 
Zyklus in S*, homolog 0, d.h. es gibt zweidimensionale Komplexe K* 
mit K*—(f). Da (é) nicht aus Kanten der in S* zugrunde gelegten 
Triangulation besteht, kann auch K* nicht aus Dreiecken dieser Triangu- 
lation bestehen; die folgende Wahl von K°® ist fiir das Weitere zweckmibBig: 

T® sei ein Tetraeder der Triangulation, dessen Bild t* bedeckt, das 
also eine Strecke von y(é) enthalt; a, 5 seien deren Anfangs- und End- 
punkt, e sei eine der beiden Ecken, die das a enthaltende Dreieck mit 
dem 6 enthaltenden gemeinsam hat; ersetzen wir die Strecke ab durch 
das Streckenpaar aeb, und tun wir das Analoge in jedem 7", das eine 
Strecke von (é) enthilt, so ersetzen wir y(¢) durch einen Zyklus X* 
derart, daS X* auf Dreiecken der Triangulation verliuft und zusammen 
mit m(é) den aus den Dreiecken aeb gebildeten Komplex berandet; wir 
ersetzen nun weiter immer die in einem Dreieck verlaufenden Strecken- 
paare e’ae,ebe”,... (wobei die e’,e”,... Ecken sind) durch die Kanten 
e’e,ee”,..., die auch in Punkte entarten kénnen; diese Kanten bilden 
einen Zyklus Y*; er berandet zusammen mit g(f) den Komplex K{, der 
aus den Dreiecken aeb,... und aus den Dreiecken e’ae,... besteht und 
somit ganz in den Komplex derjenigen 7* liegt, deren Bilder t* bedecken. 
Ferner berandet Y* selbst, da er aus Kanten der Triangulation besteht 
und homolog 0 ist, einen aus Dreiecken der Triangulation bestehenden 
Komplex K}; K*= K?+ K? ist ein von y(&) berandeter Komplex, wie 
wir ihn benutzen wollen. 

2. Durch die simpliziale Abbildung f wird jedes Dreieck von K¢: affin 
auf ein Dreieck, eine Seite oder eine Ecke der Triangulation von S* ab- 
gebildet; K; besteht, in der oben benutzten Bezeichnung, aus Dreiecken 
der Art aeb und aus Dreiecken der Art e’ae; die der ersten Art werden 
durch f auf die Strecken fe abgebildet, wobei « = f(e) Ecke von r° ist, 
die der zweiten Art auf die (eventuell in Strecken entarteten) Dreiecke e’ée, 


®) Beziiglich der Umkehrungsabbildung g vergleiche man auch den § 3 meiner 
Arbeit: ,Zur Algebra der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten“, Journal f. d. reine u. 
angew. Math. (Crelle) 168 (1930), S. 71—88. 
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wobei auch e’= f(e’) Ecke von r* ist. Wenn wir daher t* dadurch unter- 
teilen, daB wir mit den Ecken verbinden, so ist in bezug auf die so 
entstandene Triangulation die Abbildung f(K*) simplizial im gewodhnlichen 
Sinne, d.h. sie bildet jedes Dreieck von K* affin auf ein Dreieck, eine 
Seite oder eine Ecke der triangulierten S* ab. 

Nun ist bei einer simplizialen Abbildung das Bild des Randes eines 
Komplexes stets mit dem Rand von dessen Bild identisch*); der Rand 
des zweidimensionalen Bildkomplexes f(K*) besteht daher nur aus dem 
Punkt é, ist also gleich 0 zu setzen, d.h. f (K*) ist ein auf S* liegender 
zweidimensionaler Zyklus; er ist mithin ein Vielfaches der S*, da es andere 
zweidimensionale Zyklen auf ihr nicht gibt: f(K*)—=y-S*. Mit anderen 
Worten: Der in den von dem Randbild ¢ verschiedenen Punkten von S* 
definierte Grad der Abbildung f(K*) hat in allen diesen Punkten den- 
selben Wert y. 

3. Dieser Grad y hiangt nicht von dem speziell gewahlten K*, sondern 
nur von dem Rande ¢(£) ab. Ist namlich K* ein beliebiger von (¢) 
berandeter Komplex, so ist Z*— K*— K®* ein zweidimensionaler Zyklus, 
ein solcher ist in S* immer homolog 0, also ist auch sein Bild f(Z*) ~ 0, 
d. h. =0 in S*; dies bedeutet f(K*) = f(K*) = y-S”. 

4. Die GréBe y = y, ist somit allein durch den Punkt & bestimmt; 
sie ist aber sogar von der Wahl dieses Punktes unabhingig. 

Ist namlich » innerer Punkt eines von t* verschiedenen Dreiecks 
von S*, so ist nach §1, 4. y, die Schnittzahl (K*-p(n)) des von 7(é) 
berandeten Komplexes K* mit o(m), also die Verschlingungszahl der 
Zyklen p() und (7). Die Verschlingungszahl zweier eindimensionaler 
Zyklen in S* ist aber symmetrisch in bezug auf die beiden Zyklen*); in 
unserem Fall ist also y, zugleich die Schnittzahl eines von g(7) berandeten 
Komplexes L* mit (); diese Schnittzahl ist y,, ebenso wie y, die 
Schnittzahl von K* mit y(n) ist; folglich ist %, = 7—- Hierbei haben wir 
vorausgesetzt, daB nicht in rt? liegt; ist aber ¢ ein beliebiger Punkt 
aus t*, so folgt ebenso y, = y,, also y, = 7. 


") Man verifiziert diese Behauptung erst fiir ein einzelnes Simplex und beweist 
sie dann allgemein durch Addition mehrerer Simplexe. 


*) Beweis. Es sei K*= q(t), L*= (nm), K® und L” seien zueinander in all- 
gemeiner Lage; dann schneiden sie sich in einem Streckenkomplex C*, dessen Rand 
bei richtiger Bestimmung der Vorzeichen C* = K*-»(n)—(&)- -L* ist; daher ist 
K*.@(n) ~ @(&)-L*, wobei K*-y(n) und @(&)-L* die nulldi ionalen Schnitte 
der in Frage kommenden Komplexe sind. Daher sind die Schnittzahlen (K*-y(7)) 
and (@(&)-L*)=(L*-@(£)) eimander gleich. (Wegen der vorkommenden Vorzeichen- 
bestimmung der Schnitte und Rander vgl. man etwa: B. L. van der Waerden, Topo- 
logische Begriindung des Kalkiils der abzihlenden Geometrie, Math. Annalen 102 
(1929), S. 337—862, besonders § 3.) Siehe auch Brouwer, wie unter *). 
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5. Damit ist die Unabhangigkeit der GréBe y von é allgemein gezeigt; 
zugleich hat sich die Deutung von y als Verschlingungszahl von o(é) 
und (m) unter der Voraussetzung ergeben, daB ¢ und 7 verschiedenen 
Dreiecken angehéren. Es ist leicht zu sehen, daB diese Voraussetzung 
unwesentlich ist. Liegen naimlich € und » in demselben Dreieck r*, so 
wihle man in t* einen Punkt 4 so, daB bei der Unterteilung von r® in 
drei Dreiecke, die durch Verbindung von 6 mit den Ecken von 1° ent- 
steht, € und » im Inneren verschiedener Dreiecke liegen. Diese Unter- 
teilung iibertrage man auf jedes Dreieck 7* der Triangulation von 8S’, 
das durch f eineindeutig-affin auf tr? abgebildet wird; man wiahle ferner 
in jedem Tetraeder T*, dessen Bild r* bedeckt, auf dem also zwei 7” der 
eben genannten Art liegen, auf der zu y(d) gehdrigen Strecke einen Punkt 
und verbinde ihn mit den Ecken und Kanten des untergeteilten Randes 
von 7”; es entsteht eine Verfeinerung der urspriinglichen Triangulation 
von S*; die alte Abbildung f ist auch beziiglich der neuen Triangulationen 
von S* und S* simplizial; € und 7 liegen jetzt aber in verschiedenen 
Dreiecken, es folgt also ebenso wie frither, daB y=, die Verschlingungs- 
zahl von y(é) und ¢(m) ist. 

6. Das Ergebnis ist: Zu jeder simplizialen Abbildung f der S* auf 
die S* gehért eine ganze Zahl y=y(f), die sich auf folgende beiden 
Weisen erkldren laBt: sie ist der Grad, mit dem ein beliebiger, von dem 
Originalzyklus eines beliebigen Punktes berandeter zweidimensionaler Kom- 
plex abgebildet wird; sie ist zugleich die Verschlingungszahl der Original- 
zyklen zweier beliebiger Punkte. Dabei ist die einzige Einschrankung, der 
die ,,beliebigen* Punkte unterworfen sind, die schon fiir die Definition der 
Originalzyklen notwendige Bedingung, daB sie im Inneren von Dreiecken 
der Triangulation von S* liegen. 


§ 3. 
Die Konstanz von y in der Abbildungsklasse. 


1. Wir haben zunichst einige allgemeine Bemerkungen iiber ,,simpliziale 
Approximationen* zu machen’). 

Unter dem ,,Stern“ s(e) eines Eckpunktes e in einem Komplex C 
verstehen wir die Menge derjenigen Punkte x, die die Eigenschaft haben, 
daB jedes x enthaltende Simplex (beliebiger Dimension) von C den Eck- 
punkt e hat. s(e) besteht also, wie man leicht sieht, aus allen e ent- 
haltenden #-dimensionalen Simplexen (¢ = 1, 2,...), wenn man aus jedem 
von ihnen das e gegeniiberliegende (¢ —1)-dimensionale Randsimplex 
weglaBt. 


*) Siehe Nr. 5 und 6 der unter *) zitierten Arbeit von Alexander. 
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C und I seien zwei Komplexe; Simplexe, Ecken, Sterne in C bzw. 
bezeichnen wir mit 7, e, s bzw. t, e, o. f sei eine Abbildung von C auf I; 
eine simpliziale Abbildung g von C auf I" heiSt eine ,simpliziale Approxi- 
mation“, genauer: eine ,simpliziale Approximation beziiglich der 7'- und 
t-Triangulationen“ oder kurz: eine ,,simpliziale 7'-1-Approximation“ von /, 
wenn ihr die 7’- und t-Triangulationen zugrunde liegen und wenn fiir jeden 
Eckpunkt e von C 


(1) f(8(e)) Co(g(e)) 
ist. 

x sei ein Punkt von C, 7, das Simplex niedrigster Dimension, dem er 
angehért, e eine Ecke von 7,; dann ist x € s(e), also naeh (1) f(x) Co(g(e). 
Demnach ist g(e) Ecke jedes Simplexes t von I’, dem f(x) angehért, und 
da g simplizial ist, ist g(7,) Cr. Mithin gehéren f(z) und g(z) einem 
Simplex t an, wodurch die Bezeichnung ,,Approximation“ gerechtfertigt ist, 
und woraus die Zugehérigkeit von f und g zu einer Klasse folgt: die 
Punkte f(z) kénnen geradlinig auf I" in die Punkte g(x) wandern. 

Der Wert dieser Begrifisbildungen besteht in der Giiltigkeit des folgenden 
Approximationssatzes: ,Ist f eine Abbildung von C auf I, und sind diese 
Komplexe in 7- bzw. t-Triangulationen gegeben, so gibt es eine simpliziale 
T-t-Approximation von f, wobei die 7-Triangulation eine hinreichend feine 
Unterteilung der 7-Triangulation ist.“ Da man von vornherein die r-Tri- 
angulation von I" beliebig fein wahlen kann, so ist hierin mit Riicksicht 
auf den vorigen Absatz die Tatsache enthalten, da8 sich f beliebig gut 
simplizial approximieren laBt. Ferner ist das Vorhandensein simplizialer 
T-t-Abbildungen in jeder Klasse festgestellt. 

2. Es sei jetzt f selbst simplizial in bezug auf die 7- und r1-Tri- 
angulation. / sei eine simpliziale 7'-7-Approximation von f, wobei die T 
bzw. t Unterteilungen der 7 bzw. t sind. Wir behaupten, da8 fiir jedes 
Simplex 7 der 7-Triangulation 
(2) f(T") = f(T") 
ist; und zwar gilt (2) nicht nur im mengentheoretischen Sinne, insofern 
das Zusammenfallen der durch f und f gelieferten Bildpunktmengen von 7% 
behauptet wird, sondern auch in folgendem algebraischen Sinne: wenn 
f(T") nicht entartet, sondern ein i-dimensionales Simplex rt‘ ist, so gilt 
f(T") = f(7T')= +1‘ im Sinne der algebraischen Topologie, wobei 7° 
und t* als aus Simplexen 7 und ¢ zusammengesetzte Komplexe aufzu- 
fassen sind. 


Beweis. Simplexe, Ecken, Sterne der T- bzw. t- Triangulation werden 
mit 7, 2, § bzw. 7, , o bezeichnet. (1) lautet dann 


(1’) f (5 (8) Ca(F(@)). 
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Ist @¢ 7", so ist auch f(2)< f(T") =1/ (fj <4¢) und 
(3) f(@) Ct, 


wobei 7 ein gewisses Teilsimplex von 1’ ist. Andererseits ist @< 5(2), 
also auch f(2) C f(5(2)), mithin nach (1’) 

(4) f(@) Co (F()). 

Auf Grund der Definition des ,,Sternes“ ist nach (3) und (4) der Punkt /(2) 
Ecke von 7, also in r/=/f(7") enthalten. Da dies fiir jeden in 7" ent- 
haltenen @ gilt, ist 

(5) f(T") <¢ f(T"). 


Fiir den Beweis von (2) kénnen wir uns jetzt auf den Fall beschranken, 
daB f(7") nicht entartet, daB also, in der eben benutzten Bezeichnung, 
j =i ist; denn im Fall j <i besitzt 7" ein j-dimensionales Randsimplex T’, 
da8 ohne Entartung auf 1’ = f(7") abgebildet wird; hierin und in (5) ist 
dann (2) enthalten. Wir werden also (2) fiir j= ¢ beweisen, und zwar 
gleich in dem oben ausgesprochenen algebraischen Sinne. 

Fiir « = 0 ist die Behauptung bereits durch (5) bewiesen; sie sei fiir 
die Dimensionszahl ¢ — 1 bewiesen. Dann gilt sie fiir jedes (¢ — 1)-dimen- 
sionale Randsimplex von 7", also auch fiir den ganzen Rand 7; d.h. es 
ist f(7*)=f(7"). Da bei jeder simplizialen Abbildung das Bild des 
Randes mit dem Rand des Bildes identisch ist (im algebraischen Sinne) ’*), 
ist daher auch 


(6) (APY = (FP. 
Nach (5) liegt der Komplex f(7") in dem Simplex rt‘, welches gleich 
+ f(T") ist; nach (6) ist daher /(7") —/f(7") ein in 1‘ liegender i-di- 
mensionaler Zyklus; dieser muB, da rt‘ ein i-dimensionales Simplex (i > 0) 
ist, identisch 0 sein; d.h. es ist /(7*) = f(T"), w.z. b. w. 

8. Wir betrachten jetzt wieder simpliziale Abbildungen der S* auf 
die S*; es gelten die Bezeichnungen des Abschnitts 2, insbesondere sei 
also f eine simpliziale Approximation der simplizialen Abbildung f. Wir 


behaupten: 
r(f)=7(f)- 


Beweis. & sei innerer Punkt eines 7*; dann ist er auch innerer Punkt 
eines t*, seine Originalzyklen g(é) und 9(&) beziiglich der Abbildungen / 
baw. f sind also definiert; » sei innerer Punkt eines 7}, und das 1;, von 
dem 7} ein Teil ist, sei von t* verschieden; auch g(m) und %(m) sind 
definiert. Die Behauptung ist, daB g(£) und ¢(7”) dieselbe Verschlingungs- 
zah] haben wie m() und (7). Wir werden sie dadurch beweisen, dab 
wir die Existenz zweier Komplexe X* und Y* nachweisen, so da8 X’ 
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zu p(n) und @(n), Y* zu p(é) und G(é) fremd und daB 
(7x) X* = 9(&) — G(€), 

(7y) ¥*= 9() — 9(n) 


ist; dann folgt namlich aus (7x) und der Fremdheit von X* mit 
¢(»), daB, wenn wir die Verschlingungszahlen immer mit V bezeichnen, 
Vier (é), p(n)) = V(@(E), v(m)) ist’); aus (7y) und der Fremdheit von 
Y* mit @(é) folgt ebenso V(~(é), p(y)) = V(@(E), G(m)), also die Be- 
hauptung V((£), p(n)) = V(@(§)), e(m)). Da & und » ganz symmetrisch 
auftreten, geniigt der Nachweis der Existenz von X J 

Nach Abschnitt 2 werden durch / dieselben 7° auf 1* abgebildet wie 
durch f; sie bilden einen Komplex X°*; in ihm liegt sowohl »(é) wie ¢ (€). 
X* hat mit dem Komplex Y* der durch f und f auf t? abgebildeten 
Tetraeder kein 7* gemeinsam, und da y(7) und %(m) in Y® liegen, ist 
unsere Aufgabe gelést, wenn wir gezeigt haben, daB m(é) und g(&) zu- 
sammen in X* einen X* beranden, d. h. daB y(é)~ G@(&) in X® ist. 

Ein durch f eineindeutig auf r* abgebildetes T* wird durch f zwar 
nicht eineindeutig, aber nach 2. mit demselben Grade +1 oder —1 auf 1” 
abgebildet wie durch f. Nach §1,4. haben daher m(&) und g(é) dieselbe 
Schnittzahl mit 7*; anders ausgedriickt: der Zyklus Z* = »(é) — 9(é) 
hat mit jedem zu X°* gehérigen 7° die Schnittzahl 0; wir werden zeigen 
— und damit wird unsere Behauptung bewiesen sein —, daB jeder in X* 
liegende Zyklus Z*, der mit jedem zu X* gehérigen 7* die Schnittzahl 0 
hat, homolog 0 in X® ist. 

Ein derartiger Z* habe mit einem 7”* einen Schnittpunkt a, der bei 
einer fest gewahlten Orientierung von 7” positiv zu zahlen sei; dann hat Z’, 
da seine gesamte Schnittzahl mit 7* 0 ist, noch einen zweiten Schnitt- 
punkt 6 mit 7", und dieser ist negativ zu zihlen. Sind 77, 7,’ die beiden 
Tetraeder, auf denen 7” liegt, und a,, a@,, 5,, 6, Punkte, die nahe bei a 
bzw. b in 7} baw. T; auf Z* liegen, und ist a,aa, die positive Richtung 
von Z* beim Durchschreiten von a, so ist b,bb, seine positive Richtung 
beim Durchschreiten von b. Wir verbinden nun a, in 7} geradlinig mit 
b, und a, in Ty geradlinig mit b, und bezeichnen das geschlossene, ge- 
richtete Polygon a,aa,b,bb,a, mit P*; es ist homolog 0 in 7;°+ Ty, 
also in X*; daher ist Z' = Z*— P* ~ Z* in X*; dieser Zyklus Z} enthilt 
a und 6 nicht, er hat also zwei Schnittpunkte mit den y weniger als Z’, 
und seine Schnittzahl mit jedem einzelnen 7° ist 0, ebenso wie sie es 





) Denn ist K*= »(é), so ist (K*— X*)"=@(£), und K® hat dieselben Schnitt- 
punkte mit »(7) wie K*— X*. 
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fiir Z* ist. Ebenso wie wir von Z* zu Z; iibergegangen sind, kénnen wir 
weiter zu einem Z; iibergehen, der ~ Z;} ~~ Z* in X® ist, wieder zwei 
Schnittpunkte weniger und mit jedem einzelnen 7° die Schnittzahl 0 hat. 
So gelangen wir schlieBlich zu einem Z}, der ~ Z* in X* und fremd zu 
allen 7° ist; er besteht also aus einer Anzahl zueinander fremder Zyklen, 
von denen jeder im Inneren eines 7" liegt, also ~ 0 in T* und a fortiori 
in X® ist; mithin ist auch Z7>~ Z}~0 in X°*. 

4. Wenn im folgenden zwei verschiedene Triangulationen der S* vor- 
kommen, so wird immer vorausgesetzt, daB es eine dritte Triangulation 
gibt, die eine gemeinsame Unterteilung der beiden ist; das gleiche gilt fiir 
die S*. Wir nehmen also an, daS zunichst je eine Triangulation der S* 
und der S* gegeben ist und da8S alle die und nur die Triangulationen 
der S* bzw. S* zugelassen sind, die mit den urspriinglichen eine Unter- 
teilung gemeinsam haben. Wenn mebhrere simpliziale Abbildungen der S* 
auf die S* betrachtet werden, so sollen die ihnen zugrunde gelegten Tri- 
angulationen in dieser Weise miteinander zusammenhingen. 


Satz. Fiir zwei zu einer Abbildungsklasse gehérige simpliziale Ab- 
bildungen f,, f, der S* auf die S* ist y(f,) =y(h). 


Beweis. Da f, und f, zu einer Klasse gehdren, gibt es eine sie ent- 
haltende, von dem Parameter r fiir 1< r<2 stetig abhingende Schar 
von Abbildungen f, der S* auf die S*. C* sei das topologische Produkt 
der S* mit einer Strecke, deren Koordinate r von 1 bis 2 lauft; wir kénnen 
uns ©* im vierdimensionalen Raum durch das von zwei konzentrischen 
Kugeln S; und S} begrenzte Raumstiick realisieren, wobei S} und S; die 
Radien 1 und 2 haben. Ist x ein Punkt von S* und 1<r<2, so 
gibt es einen Punkt von C*, der mit (z,r) zu bezeichnen ist; durch 
F((x,r))=f,(x) wird eine Abbildung F von C* auf S* erklart, die auf 
S} baw. S? mit f, bzw. f, tibereinstimmt. 

F’ sei eine simpliziale Approximation von F; die ihr zugrunde gelegte 
Triangulation von ©* sei folgendermaBen hergestellt: Eine Triangulation 
der S*, die eine gemeinsame Unterteilung der f, und f, zugrunde gelegten 
Triangulationen ist, sei auf S} und S} eingetragen; durch Produktbildung 
der Simplexe dieser Triangulation mit der r-Strecke entsteht eine Ein- 
teilung von C* in ,,Prismen“, die sich zu einer simplizialen Triangulation 
verfeinern laBt; diese oder eine Unterteilung von ihr sei F’ zugrunde 
gelegt. Dadurch ist man auf S; und S; zu Unterteilungen der urspriing- 
lichen Triangulationen iibergegangen, und F’ stellt auf S; bzw. S; sim- 
pliziale Approximationen f, bzw. f; von f, bzw. f, dar. Nach 3. ist 
v(fi)=yr(f,) und y(fy)=y(f); wir haben daher zu zeigen, daB 
r(fi)= (fr) ist. 
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Die Originalkomplexe eines Punktes der S* bei den Abbildungen 
F’, f; baw. f; haben wir nach den Vorschriften des § 1 mit 9,.(£), %,,(¢) 
bzw. p,,(¢) zu bezeichnen. Da C* = 8} — S} ist, ist nach § 1, Gl. (6) 
und (3) % .(&) = @g;(€) — %s,(€)- Daher ist, wenn K?, K? Komplexe 
in S} baw. S; mit Ki —g,,(£), Ki = o5,(¢) sind, Ke — 9.(§) —Ki=2Z* 
ein Zyklus. Z* ist, wie jeder Zyklus in C*, einem Zyklus in S; homolog, 
nimlich der ,,Projektion* Z? von Z* auf S}, die entsteht, indem man 
jeden Punkt (z,r) von Z* duzch den Punkt (x, 1) ersetzt. Aus Z* ~ Z} 
folgt F’(Z*) ~ F’(Z{), dh. F’(Z*)= F’(Z{) inS*. Da Zj ~0inS} 
ist, ist F’(Z;) = f{(Zi) ~ 0, d. h. =0 in S*; mithin ist auch F’(Z*) = 0, 
also F’(Kz) — F'(yq.(&)) — F’(Kt) = fe(Ks) — fi(Kr) — F’(@q.(é)) = 0. 
_ Nun wird aber y,,(&) durch F’ auf den Punkt ¢ abgebildet, es ist also 
F'(¢o.(€)) =0, mithin f{(Ki) = fe(Kz), 4. h. y(f’) = 7(f)- 

5. Jede Klasse von Abbildungen der S* auf die S* enthialt nach 1. 
simpliziale Abbildungen, denen Triangulationen der im Sinne des ersten 
Absatzes von 4. ausgezeichneten Triangulationssysteme zugrunde liegen. Da 
nach 4. zu allen simplizialen Abbildungen f der Klasse dieselbe Zahl y (/) 
gehért, ist y eine Konstante der Klasse. Damit ist die in der Einleitung 
ausgesprochene Behauptung Ila bewiesen. 

Die Zahl y mu8 vorliufig als abhaingig von den zugrunde gelegten 
Triangulationssystemen gelten; dieser Umstand stért aber den Beweis des 
Satzes II, der ja unser Ziel ist, nicht, und iiberdies wird sich im nichsten 
Paragraphen die topologische Invarianz von y, d.h. die Unabhangigkeit 
von den Triangulationssystemen, herausstellen. 


§ 4. 
Eigenschaften von y. 


1. Beweis des Produktsatzes IIb (s. Einleitung). Es gelten die in 
der Einleitung benutzten Bezeichnungen. Wir diirfen f und g als simplizial 
annehmen, da c und y Konstanten der Abbildungsklassen sind und jede 
Klasse simpliziale Abbildungen enthalt. g(é) sei der Originalzyklus eines 
Punktes bei der Abbildung f, y(&) sein Originalzyklus bei der Ab- 
bildung fg. Werden auf ein T* von S*, welches eine Strecke von o(¢) 
enthilt, p Tetraeder von S; im positiven, n Tetraeder im negativen Sinne 
abgebildet, so ist p—mn—c; auf die in 7* liegende Strecke von o(é) 
werden dann p bzw. n Strecken von w(é) im positiven bzw. negativen 
Sinne abgebildet; umgekehrt ist das Bild jeder Strecke von y(é) eine — 
eventuell in einen Punkt entartende — Strecke von g(é). Mithin ist 
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g(w(é))=e-p(). Ist L’=y(é), K*=(E), 80 ist demnach 
(g(L*)) =g(L*) =cK*, mithin ist g(L*)—cK* ein Zyklus in S*; da 
das durch f gelieferte Bild eines solchen, wie wir schon mehrere Male 
sahen, 0 ist, ist fg(L*) =c-f(K*), d.h. es ist y(fg) =c-7/(f). 

2. Beweis des Produktsatzes IIb’. Wir benutzen wieder dieselben 
Bezeichnungen wie in der Einleitung, und wir nehmen wieder f und A als 
simplizial an. Die Originalzyklen bei f bzw. hf werden mit m bzw. yw be- 
zeichnet. Die Originalpunkte des Punktes £ von S} bei A seien die Punkte 
§,, bg --0s Fas Mas Ngo +++2 My VON S*, und zwar mégen die Dreiecke, welche 
die , enthalten, im positiven, die Dreiecke, welche die 9; enthalten, im 
negativen Sinne auf das ¢ enthaltende Dreieck abgebildet werden. Dann 
ist v(5) = 2 9(E,) — Z(my); ist Ki = 9(&;), Lj =9(n;), 80 ist dem- 


nach (5Ki — J L;) = y(t) und daher hf( 5 Ki — Lj) =y(hf)-S?. 


Nun ist aber 


f (Ki) = f(L;) = y(f)-8*, 
also 


{2K — 3 Lj) =(p—2)-7(f)-8* = e-7(f)-8", 


und ferner h(S*) =c-S}, also hf( Kj — Lj) =c*-y(f)-Si; folglich 
ist y (hf) = c?-y(f). ’ . 

8. Betrachten wir auf der S* neben dem bisher zugrunde gelegten 
System von Triangulationen ein davon ganz unabhingiges Triangulations- 
system, so kénnen wir uns S* als in zwei Exemplaren S; und S: vor- 
liegend denken, von denen S; mit dem ersten, S; mit dem zweiten 
Triangulationssystem versehen ist; die Koinzidenz auf S° vermittelt eine 
Abbildung g von S? auf S3, die, da sie eineindeutig ist, unter Zugrunde- 
legung der auf S; und S; susgezeichneten Triangulationen den Grad +1 
oder —1 hat. Ist f eine Abbildung von S; auf S*, so ist fg dieselbe 
Abbildung von 8*; nur ist, wenn sie mit f bezeichnet wird, das erste, 
wenn sie mit fg bezeichnet wird, das zweite Triangulationssystem aus- 
gezeichnet, so daB y(f) und y(fg) die Werte von » sind, die sich fiir die 
betrachtete Abbildung der S* auf die S* unter Zugrundelegung der ver- 
schiedenen Triangulationen von S* ergeben. Nach IIb ist, da g den 
Grad +1 hat, y(fg)=+~y/(f); das bedeutet, daB y(f), vom Vorzeichen 
abgesehen, unabhingig von der zugrunde gelegten Triangulation von S* 
ist; das Vorzeichen hingt von der Orientierung von S* ab*). 


*) Dieser Beweis ist dem Beweis der topologischen Invarianz des Abbildungs- 
grades analog: L. E. J. Brouwer, Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 
71 (1911), 8S. 320—327. 


Mathematische Annalen. 104. 43 
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Analog verhalt es sich auf Grund von IIb’ beziiglich der Triangu- 
lationen von S*; nur ist hier sogar das Vorzeichen von y unabhingig von 
Triangulationen und Orientierung, da c in der Aussage des Satzes IIb’ 
im Quadrat auftritt. 

Somit sehen wir: der Betrag von y(/) ist topologisch invariant, d. h. 
unabhingig von den zugrunde gelegten Triangulationen der S* und 8°; 
das Vorzeichen von y andert sich bei Umkehrung der Orientierung der S’, 
ist aber unabhingig von der Orientierung der S’. 

4. SchlieBlich sei noch hervorgehoben, daS fiir eine topologisch un- 
wesentliche Abbildung stets y= 0 ist; denn gehért ein Punkt ¢ der S” 
bei einer Abbildung nicht zur Bildmenge, so ist sein Originalzyklus (é) 
leer, und jeder andere Zyklus hat mit ihm die Verschlingungszahl 0. 


§ 5. 
Eine Abbildung der S* auf die S° mit 7 =1. 


Der euklidische R* mit den Koordinaten 2y,%q,%, 2, sei auf den 
euklidischen R* mit den Koordinaten &,, &,, , folgendermaBen abgebildet: 


= ! s 2 = ; 
€, = 2(2,%,+%%,), §, = 2(%, 7, — x, 2%,), 


(1) 

ee 2a eee oe 

&, = 23+ 23 — 23 — 2}. 
Dann ist 

€2 + &3 = 4(23 + 23)-(23 + 22), 
also 


£2 __ (>? 


— (gy? 72+ 224+ 2?) 2, 
- 1 , a. 3 a) , 


bo 
rr 


a . 
= 
1 Ss 


die dreidimensionale Kugel mit dem Radius r um den Nullpunkt R* als 
Mittelpunkt wird somit auf die zweidimensionale Kugel mit dem Radius r* 
um den Nullpunkt des R* als Mittelpunkt abgebildet; insbesondere ist 
die Einheitskugel S* des R*® das Bild der Einheitskugel S* des R*. Diese 
Abbildung f der S* auf die S* wollen wir betrachten*®). 

f \aBt sich auch folgendermaBen beschreiben: Fiihrt man auf S* in 
der iiblichen Weise eine komplexe Variable z ein, indem man die kom- 
plexen Zahlen £,-+ 7, der Ebene &, = 0 stereographisch von dem Nordpol 
&, = §&, = 0, &,=—1 der Kugel aus auf diese projiziert, so wird dem Punkt 
mit den Koordinaten é,, &,,&, die Zahl 


9 1 Se 


(3) z= 


**) Diese Betrachtung, und somit der Beweis von IIc, ist die einzige Stelle in 
dieser Arbeit, an der benutzt wird, daB S* die Kugel und nicht eine beliebige orien- 
tierbare Flache ist. 
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zugeordnet, wobei fiir den Nordpol selbst, fiir den der Ausdruck (3) un- 
bestimmt wird, z = co zu setzen ist. Ersetzt man in (3) &,,&,,&, aus (1) 
und beriicksichtigt, daB 2?+ 2}+-2}+ 23 =1 ist, so ergibt sich 
und hier spielt der Wert z = co keine Ausnahmerolle, da fiir die Punkte mit 
x, = 2,—0 auf der S* nicht auch 2,2, —=0 sein kann und da diesen 
Punkten nach (1) der Nordpol 0,0,1 der S* entspricht. Mithin ist f 
durch (4) gegeben, wenn man die S” als Riemannsche Zahlkugel auffaBt. 
Die Originalmenge des Punktes 0,0, 1 besteht, wie wir soeben sahen, 
aus denjenigen Punkten der S*, fiir die z, = 2, = 0 ist; fiir jeden anderen 
Punkt &,,&,& der S* erhalt man die Originalmenge durch Gleichsetzen 
der rechten Seiten von (3) und (4); es ergeben sich die Bedingungen 


. 


> 
a°%— 


" (1 — &)-2, — §,-4, + &,-2, =0, 
{o) » & 
(1— &)-a,—6& 


2 
1°%, = 0. 


In jedem Falle ist die Originalmenge eines Punktes der S* der Schnitt 
der S* mit dem Schnitt zweier nicht zusammenfallender dreidimensionaler 
Ebenen durch den Mittelpunkt, also der Schnitt der S* mit einer zwei- 
dimensionalen Ebene durch den Mittelpunkt, d.h. ein GroSkreis **), 

Wir werden nun zeigen, da fiir eine Abbildung f der S* auf die S*, 
bei welcher die Originalmenge ®(£) jedes Punktes & der S° ein GroSkreis 
der S* ist, stets y(f) 1 ist; das Vorzeichen hangt natiirlich von der 
Orientierung der S* ab. 

Eine dreidimensionale und eine zweidimensionale Ebene durch den 
Mittelpunkt der S* schneiden sich, wenn die letztere nicht ganz in der 
ersteren liegt, in einer Geraden durch den Mittelpunkt; dies bedeutet, 
wenn man zu den Schnitten mit der S* iibergeht: eine zweidimensionale 
GroBkugel und ein GroBkreis schneiden sich, wenn der Kreis nicht auf 
der Kugel verliuft, in zwei zueinander diametralen Punkten; folglich wird 
die Halfte H einer GroBkugel von jedem GroBkreis, der fremd zu dem 
Rand von H ist und daher nicht auf der GroSkugel verliuft, stets in genau 
einem Punkte geschnitten; da es zu jedem GroBkreis (unendlich viele) 
von ihm berandete Hilften von GroBkugeln gibt, folgt hieraus: je zwei 
zueinander fremde GroSkreise der S* sind miteinander verschlungen, und 
zwar ist ihre Verschlingungszahl +1. 


8) Das System dieser GroBkreise, die die Originalmengen der Punkte von S* 
bilden, ist eine Cliffordsche Paralielenkongruenz; hierzu vgl. man F. Klein, Vorlesungen 
iiber Nichteuklidische Geometrie (Berlin 1928), 8. 234; daB dort anstatt der S* der 
elliptische Raum betrachtet wird, macht keinen wesentlichen Unterschied. 

43* 
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Hiernach liegt bereits die Annahme nahe, daf fiir eine Abbildung f 
der S* auf die S*, bei der die Originalmenge ®(£) jedes Punktes von S* 
ein GroBkreis ist, y(f) = +1 ist. Um die Richtigkeit dieser Annahme zu 
bestitigen, haben wir aber infolge unserer Definition von y auf simpliziale 
Approximationen f’ von f zuriickzugehen und zu zeigen, daB auch die 
Originalzyklen y(£) und g(m) bei einer solchen Abbildung f’ die Ver- 
schlingungszahl +1 haben. Nun ist klar, daS mit zunehmender Giite der 
Approximation die Zyklen m(&) und (nm) gegen ®() bzw. ®(m) in dem 
Sinne konvergieren, daB sie schlieBlich in beliebig vorgegebenen Um- 
gebungen U,, U, der Kreise ®(£) bzw. ®() liegen. Wenn wir noch gezeigt 
haben, da8 bei hinreichender Giite der Approximation p(f) ~ ®(£) in U., 
p(y) ~ P(m) in U, ist, so sind wir fertig; denn dann hat, wenn nur U, 
und U, fremd zueinander sind, y(é) mit (mn) dieselbe Verschlingungs- 
zahl wie ®(£) mit ®() (vgl. den ersten Absatz des Beweises in § 3, 3). 
Da é und » ganz symmetrisch auftreten, geniigt es, einen der beiden Punkte 
zu betrachten; unsere Behauptung ist also: Ist f’ eine hinreichend gute 
simpliziale Approximation von f, so ist g({) ~ ®(&) in U;, wobei U, eine 
willkiirlich vorgeschriebene Umgebung von @(6) ist. 

é sei ein fester Punkt von S*; alle im folgenden vorkommenden sim- 
plizialen Abbildungen seien so gewahlt, daB er innerer Punkt eines Drei- 
ecks der S*, daB p(&) also fiir jede dieser Approximationen erklart ist. 
¢ sei ein von & verschiedener Punkt der S*, H eine von ®(¢) berandete 
halbe GroBkugel; die Triangulationen der S*, die den Approximationen 
zugrunde gelegt werden, sollen alle so beschaffen sein, daB H aus Drei- 
ecken der Triangulation besteht. H wird, wie wir oben sahen, von jedem 
®(n) mit 7 +¢ in genau einem Punkte geschnitten; folglich ist die Ab- 
bildung f(H) in allen von ¢ verschiedenen Punkten der S*, insbesondere 
also in der Umgebung von é, eineindeutig und hat daher dort den Grad 
+1. Die Approximation f’ von f sei so gut, daB auch die Abbildung 
f'(H) im Punkte é den Grad +1 hat; dann hat nach §1, 4. H mit p (&) 
die Schnittzahl +1. Wir konstruieren nun eine schlauchférmige Um- 
gebung U; des Kreises ®(¢), die ganz in der gegebenen Umgebung JU, ver- 
lauft und mit H eine von einem Kreis berandete Kugelkappe K, im iibrigen 
aber keinen Punkt gemeinsam hat; diese Konstruktion ist méglich, da ®(é) 
und H einen einzigen Punkt z gemeinsam haben. Wir verbessern die 
Giite der Approximation, falls das nétig ist, weiter so, daB »(é) ganz im 
Inneren von U; liegt; dann liegen alle Schnittpunkte von g(f) und H 
auf K, die Schnittzahl von g() und K ist also +1. Ebenso haben (¢) 
und K die Schnittzahl +1, da diese beiden Gebilde nur den einen, einfach 
zu zahlenden Schnitt z haben. Bei geeigneter Orientierung von ®(é) hat 
daher der im Inneren des Schlauches verlaufende Zyklus Z* = ®(£) — () 
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mit K die Schnittzahl 0. Daraus folgt, daB Z* ~ 0 in dem Schlauch U; 
ist; denn analog dem in § 3, 3. angewandten Verfahren kann man einen 
Zyklus Z, konstruieren, der ~ Z* in U; ist und mit K keinen Punkt 
gemeinsam hat; ein solcher Z; \aBt sich im Inneren des Schlauches auf 
einen Punkt zusammenziehen, ist dort also ~ 0. Dann ist auch Z* ~ 0 
in U;, also erst recht in U,; mithin ist y($) ~ ®(£) in U,, w. 2 b. w. 

Fiir die Abbildung f der S* auf die S*, die durch (1) oder durch (4) 
gegeben ist, ist also in der Tat y(f)—=1; hieraus und aus § 4, 4. folgt, 
daB f topologisch wesentlich ist, womit der Satz Ia bewiesen ist. Ins- 
besondere aber haben wir jetzt unser eigentliches Ziel, namlich den Beweis 
des Satzes II, aus dem ja auch der Satz I folgt, erreicht: denn das Be- 
stehen der Eigenschaft Ila wurde im § 3, das der Eigenschaft [1b in 
§ 4, 1. und das von IIc in diesem Paragraphen gezeigt. 


§ 6. 
Eine Kennzeichnung der algebraisch unwesentlichen Abbildungen 
einer M’. 

In der im §1 vorgenommenen Untersuchung der Umkehrung einer 
simplizialen Abbildung eines C* wurde niemals vorausgesetzt, daB O° eine 
Sphare ist; vielmehr durfte er in Abschnitt 2 ganz beliebig, in Abschnitt 4 
durfte er eine beliebige orientierbare. geschlossene dreidimensionale Mannig- 
faltigkeit M® sein. Insbesondere sind also fiir eine simpliziale Abbildung f 
einer M* auf die S* die Originalzyklen o(é), m(n),... von beliebigen, 
im Inneren von Dreiecken von S* liegenden Punkten &, 7, ... wohldefiniert. 
Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis der folgenden beiden Siatze: 

A. Es ist p(&) ~ p(n) bet beliebigen — und n; es ist also durch f 
eine eindimensionale Homologieklasse p in M* ausgezeichnet. 

B. Esist dann und nur dann p ~ 0, wenn f algebraisch unwesentlich ist. 

Beide Satze beruhen im wesentlichen auf dem 


Hilfssatz I. Ein »-dimensionaler Zyklus Z’ in einer n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit M” ist dann und nur dann ~ 0, wenn fiir jedes m >1 
und jeden (nm —¥)-dimensionalen Zyklus Z,~” modulo m die Schnittzahl 
(Z’- Zn”) =0 mod m ist. 

Beim Beweis dieses Hilfssatzes werden wir die folgende algebraische 
Tatsache benutzen: 


Hilfssatz Il. Gegeben ist eine Matrix u,; und eine Zahlenreihe v,; 
die v; sind dann und nur dann eine lineare Verbindung der u,;, d.h. das 
Gleichungssystem 


(1) v, = 22M; 
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besitzt dann und nur dann Lésungen z,, wenn folgende Beziehung zwischen 
den u,; und v; besteht: ist m irgendeine Zahl >1 und sind die y, irgend- 
welche Lésungen des Kongruenzensystems 


(2) » u;;y; = 9 (mod m), 
so ist auch stets 
(3) ay; =9 (mod m). 


(Dabei sind natiirlich alle vorkommenden GréBen u, v, 2, y ganze Zahlen.) 


Einen Beweis des Hilfssatzes II findet man in der unter °) 
zitierten Arbeit, wo er in ahnlichem Zusammenhang auftritt wie hier. 


Beweis des HilfssatzesI. Mit 7 bzw. 7’ werden die Zellen zweier 
dualer Zelleinteilungen der M" bezeichnet. Lauten die Berandungsrelationen 
fiir die T’** 


(4) T** = Su; 7;, 
so lauten sie fiir die T"~” : 
(5) ae SujT. 
Den Zyklus Z" diirfen wir als aus Zellen 7; bestehend annehmen: 
(6) 2 = ST). 
] 
Notwendig und hinreichend dafiir, daB Z'~ 0 ist, ist die Existenz eines 
O° a= Sa; Ty mit O°) = Sa, Te = SHH; = 2" = Sv; T;, also 


t J tJ J 
die Lésbarkeit des Systems (1), und somit nach Hilfssatz II die Tatsache, 
da8 aus jedem Kongruenzensystem (2) die Kongruenz (3) folgt. 


Nun hat ein Komplex Sy;7j~” auf Grund von (5) den Rand 
j 
S ujjy;Ti-**; (2) bedeutet also, daB er ein Zyklus modulo m ist. Folg- 


J 

lich ist die Tatsache, daB der durch (6) gegebene Z” homolog 0 ist, 
gleichbedeutend damit, daB seine Koeffizienten v; und die Koeffizienten y; 
eines beliebigen, aus Zellen 7"~" gebildeten Zyklus modulo m 


(7) Za = 9;1;~" 
 ] 


die Kongruenz (3) erfiillen. Die linke Seite von (3) ist aber die Schnitt- 
zahl von Z” und Z"~”; denn da die Schnittzahl 77-7;'~” den Wert 0 
oder 1 hat, je nachdem j +k oder j = k ist, ist 


let ie Ty Dy Ti" = Sj yeT;- Te = B05 ¥5- 
J J 


Damit ist die Behauptung bewiesen. 
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Beweis des Satzes A. Ist Z), ein Zyklus modm in M’, so ist der 
Grad modm der Abbildung f(Z;,) auf S* konstant, er hat also in zwei 
beliebigen Punkten é, 7 gleichen Wert. Nach § 1,4. hat daher Z}, mit ¢ (é) 
dieselbe Schnittzahl modm wie mit g(7). Der eindimensionale Zyklus 
p(€)— (mn) hat also mit jedem Z), die Schnittzahl 0 mod m bei 
beliebigem m, er ist somit nach HilfssatzI ~ 0. 

Beweis des Satzes B. DaB f algebraisch unwesentlich ist, heiBt, 
daB fiir jeden Z>, der Grad mod m der Abbildung f(Zx) gleich 0 ist. 
Nach § 1,4. bedeutet dies, daB, wenn & irgendein Punkt von §S® ist, die 
Schnittzahl von p(é) und Z>, mod m verschwindet. Nach Hilfssatz I ist 
das dann und nur dann der Fall, wenn ~(é) ~ 0 ist. 


§ 7. 
Die Abbildungen einer M* auf die S*. 

Die Giiltigkeit des soeben bewiesenen Satzes B erméglicht die Uber- 
tragung der in den §§ 2 bis 4 fiir die Abbildungen der S* auf die S* ent- 
wickelten Theorie der GréBe y auf die algebraisch unwesentlichen Abbil- 
dungen einer beliebigen Mannigfaltigkeit M* auf die S*. In der Tat iiber- 
zeugt man sich, wenn man die §§ 2 bis 4 durchsieht, davon, daB auBer 
Eigenschaften, welche jeder Abbildung einer M* auf die S* zukommen, 
nur die beiden folgenden Eigenschaften B’ und B” benutzt werden, die 
dort darauf beruhen, daB es sich um Abbildungen der Sphiare handelt, die 
aber gerade den algebraisch unwesentlichen Abbildungen beliebiger Mannig- 
faltigkeiten eigentiimlich sind: 

(BY) g(é)~0; = (B") #(Z*)=0, 
d. h. die Abbildung / jedes zweidimensionalen Zyklus aus M* hat den Grad 0, 

Es gehért also zu jeder Klasse algebraisch unwesentlicher Abbildungen 
einer M* auf die S” eine Zahl y, fiir die unter anderem auch der Produkt- 
satz IIb in folgender Form gilt: ,Ist g eine Abbildung einer M; auf 
eine M* mit dem Grade c, f eine algebraisch unwesentliche Abbildung 
der M* auf die S*, so ist auch fg algebraisch unwesentlich, und es ist 
y(fg)=y(f).“ Dabei ist unmittelbar klar, daB aus der algebraischen 
Unwesentlichkeit von f die von fg folgt; denn ist Z%, ein Zyklus mod m 
in M;, so ist Z,,—g(Z,) ein Zyklus modm in M’*, folglich ist 

f(Zm) = f9(Zm) = 0 mod m 
in S*, dh. fg ist algebraisch unwesentlich. 

Aus diesem Produktsatz, aus der Existenz einer Abbildung f der S* 
auf die S* mit »(f)=1, die als Abbildung der S* a fortiori algebraisch 
unwesentlich ist, und aus der Tatsache, daB man jede M* mit beliebigem 
Grade ¢ auf die S* abbilden kann, ergibt sich Satz III. 
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Zum Schlu8 sei nur noch beziiglich der Abbildungen der nicht- 
orientierbaren Mannigfaltigkeiten auf die S* bemerkt, daB alles Vorstehende 
unverandert seine Giiltigkeit behalt, wenn man sich darauf beschrankt, 
die GréBe » mod2 zu erklaren. Infolgedessen gilt 


Satz III’. Die algebraisch unwesentlichen Abbildungen einer beliebigen 
nicht-orientierbaren dreidimensionalen Mannigfaltigkeit auf die S* bilden 
wenigstens zwei Klassen; es gibt unter diesen Abbildungen also immer 
topologisch wesentliche. 


Anhang. 


Uber die topologische und die algebraische Wesentlichkeit 
von Abbildungen. 


Wir kniipfen unmittelbar an den Wortlaut der Einleitung an. 


1. Beweis des Satzes V. Es ist trivial, daB die Abbildung f topo- 
logisch wesentlich ist, wenn sie algebraisch wesentlich ist. Sie sei alge- 
braisch unwesentlich. Die Winkelkoordinate w auf S* ist nur bis auf Viel- 
fache von 22 bestimmt; fiir einen festen Punkt z, von A zeichnen wir 
einen der zu f(z,) gehérigen Werte willkiirlich aus und nennen ihn 
w = F(z,). Diese Funktion F setzen wir auf den von z, ausgehenden 
Wegen stetig so fort, daB immer F(z) einer der Werte von w im 
Punkte f(z) ist. Dabei gelangt man auf verschiedenen Wegen W,, W,, 
die denselben Endpunkt y haben, immer zu demselben Wert F(y); denn 
kame man zu verschiedenen Werten F,(y), F,(y), so ware 


Fi(y)—F,(y)=k-22, k+0; 


bei Durchlaufung des von y nach y zuriickfiihrenden geschlossenen Weges 
Z'=W,;'W, wiirde sich die Winkelkoordinate des Bildpunktes tim k-22 
andern, d. h. der Zyklus Z* wiirde mit dem Grade k +0 auf S* ab- 
gebildet, f wire algebraisch wesentlich, entgegen der Voraussetzung. Mithin 
laBt sich F in der Tat eindeutig und stetig auf A erkliren. Ist nun ? 
ein von 1 bis 0 laufender Parameter, so wird durch w=t F(x) eine 
Schar von Abbildungen f, von A auf S* erklart, durch welche f=/f, 
stetig in die Abbildung f, auf einen einzigen Punkt von S* iibergeht. 
Folglich ist f topologisch unwesentlich. 


2. Beweis des Satzes [Va. Es ist trivial, daB sich A* nicht (alge- 
braisch) wesentlich abbilden laBt, wenn in A* kein a-dimensionaler Zyklus 
modulo einer Zahl m>1 vorhanden ist. Es sei Z, ein solcher Zyklus 
modm in A*, 7% ein a-dimensionales Simplex von Z,, das in Z, mit 
einem Koeffizienten c vorkommt, der ==0 modm ist. Man bilde den 
Rand von 7” und alle nicht zu 7* gehérigen Punkte von A* auf einen 
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festen Punkt von S*, das Innere von 7” eineindeutig auf S*—é ab. 
Diese Abbildung f(A*) bewirkt eine Abbildung f(Z,), deren Grad mod m 
c==0 ist; f ist daher (algebraisch) wesentlich. 

8. Dem Beweis des Satzes VI schicken wir einige Bemerkungen iiber 
die im Satz VI ausgesprochene Bedingung voraus. Wir wollen sagen, daB 
A* die ,Eigenschaft Z°“ hat, wenn entweder p’>0 oder (b—1)-te 
Torsion vorhanden (oder wenn beides der Fall) ist. Z’ = 0 soll, wie iiblich, 
bedeuten, daB der Zyklus Z° ein ,,Randteiler“ ist, d.h. daB es eine Zahl 
c>O0 gibt, so daB cZ” ein Rand, also cZ’~ 0 ist; analog soll ,Z2 ~ 0 
mod m“ bedeuten, daB der Zyklus mod m Z. einem Randteiler kongruent 
mod m ist, d. h. daB es einen Komplex K “ gibt, so daB Zz. +m kK’ ~ 0 ist. 

Wir behaupten nun: A* hat dann und nur dann die Eigenschaft Z’, 
wenn es ein m>1 und in A®* einen Zyklus modm ze gibt, der + 0 
mod m ist. 


Beweis. I. Es gebe in A* einen Z%, der +0 modm ist; es ist 
2, =m K°*; m K°~* ist als Rand ein Zyklus, also ist auch K’™* = Z°™* 
Zyklus, und es ist mZ°-*~0. Ist Z°-*+0, so ist Z°~* Randteiler, 
ohne Rand zu sein, es ist also (b — 1)-dimensionale Torsion vorhanden; 
ist Z°*~ 0, 80 gibt es einen Komplex Cc’ mit C’=Z""'; dann ist 
(Z,—mC’y =0, also Z2.—mc’=Z" ein Zyklus; da 27340 modm 
ist, ist Z’ 0, folglich ist p’> 0. 

II. Wenn p’>0 ist, so nehmen wir einen Zyklus Z’, der in einer 
Homologiebasis enthalten ist, der also die Eigenschaft hat, daB sich jeder 


Zyklus Z > auf eine und nur eine Weise in der Form Z” weZ’+ a % Zz 


v 
darstellen la8t, wobei die Z? die iibrigen Basiselemente sind. Z’ ist zu- 
gleich fiir jedes m ein Zyklus modm; wir behaupten, daB er 4 0 mod m 
fiir jedes m ist. Andernfalls ware namlich Z’=Z'+ mK’, wobei Z’ 
Zyklus und ~0 wire; es wire also auch mK’ und mithin K’=Z’ 
Zyklus und Z°’ = mZ’; da Z’wcZ’-+... ist, wire mc =1, was wegen 
m>1 unmdglich ist; folglich ist Z°40 modm bei beliebigem m. — 
Wenn (b —1)-te Torsion vorhanden ist, so gibt es einen (b — 1)-dimen- 
sionalen Zyklus, der Randteiler, aber nicht Rand ist: Z°-*+0, mZ’~* = C’, 
m>1; dann ist C’=Z> ein Zyklus modm; wir behaupten, da er 
* 0 mod m ist. Andernfalls wire namlich 


Zn=Z’+mK’, (Z’x0), Z—mZ>*=mK’, Z*= KR’, 
also Z°-?~ 0. 


Damit ist gezeigt, daB die Eigenschaft Z’ mit der Existenz eines Z},, 
der + mod m ist, zusammenfillt. Ist b =a, so ist Z), 0 mod m gleich- 
bedeutend mit Z° = 0; folglich ist die Eigenschaft 2° mit der Existenz 











662 H. Hopf. 


eines Zy,, also mit p* > 0 fiir irgendein m identisch. Ist b =1, so ist EZ’, 
da es 0-dimensionale Torsion nicht gibt, identisch mit der Bedingung p' > 0. 

4. Beweis des Satzes VI. Ist f eine algebraisch wesentliche Ab- 
bildung von A* auf S’, so gibt es ein m und einen Zin A‘, dessen 
Bild f(Z_) +0 mod m ist. Dieser Z’, kann nicht ~ 0 mod m sein, weil 
sonst auch sein Bild ~0 modm in S’, also =0 modm ware. A* hat 
daher nach 3. die Eigenschaft E’. 

5. Beweis des Satzes VII. Der in dem Wortlaut des Satzes erwihnte 
Fall b =a ist auf Grund der SchluBbemerkung von 3. in dem Satz 1Va 
enthalten, also bereits erledigt; ebenso ist der ebenfalls erwahnte Fall b = 1 
auf Grund der SchluBbemerkung von 3. in Va enthalten und wird mit 
diesem erledigt werden. Jetzt beschiftigt uns also nur der Fall 6b = a — 1; 
wir setzen daher voraus, daB A* die Eigenschaft E*~* besitzt. 

2 sei die Gruppe aller Linearformen in den (a — 1)-dimensionalen 
Simplexen T7~* von A‘, also die Gruppe aller (a — 1)-dimensionalen 
Teilkomplexe von A* in der fest gegebenen Triangulation; R sei diejenige 
Untergruppe von %, die von allen (a —1)-dimensionalen Randern und 
Randteilern gebildet wird; da R die Eigenschaft hat, daB, sobald ein Viel- 
faches eines Elements von 2 zu i gehért, stets auch das Element selbst 


zu fi gehdrt, besitzt die Faktorgruppe == nur Elemente unendlicher 


Ordnung, und da sie eine von endlich vielen ihrer Elemente erzeugte 
Abelsche Gruppe ist (weil 2 diese Eigenschaft hat), besitzt sie eine Basis 
Fa Fes eves F, der Art, daB sich jedes Element von % auf eine und nur 
eine Weise als lineare Verbindung der F, darstellen laBt. 

Infolge der Eigenschaft. Z*~* gibt es ein m>1 und einen Zyklus 
mod m Zs, *, der & 0 mod m ist; die Restklasse modulo R, der er angehort, 
werde durch das Element Yc, F, von % reprasentiert; diese Restklasse 
enthilt nicht das m-fache eines Elements von &, weil sonst Z4-*=0 
mod m wire; folglich ist das Element ’c,F, nicht das m-fache eines 
anderen Elements von %, und daher ist infolge der Einzigkeit der Dar- 
stellung Sc, F, wenigstens einer der Koeffizienten c, nicht durch m teil- 
bar ist; das sei etwa c,. 

Durch die Restklassenzerlegung modulo f ist die Gruppe 2 homo- 
morph auf die Gruppe % abgebildet; wir bilden weiter % homomorph auf 
die additive Gruppe der ganzen Zahlen ab, indem wir jedem Element Sy, F, 
von % die Zahl y, zuordnen; beide Homomorphismen zusammen ergeben 
eine homomorphe Abbildung H von 2 auf die ganzen Zahlen; dabei ist 
insbesondere 


(1) H(Zn*)=c,, ¢,3=0 modm, 
(2) H(R*~*)=0 fiir jeden Rand oder Randteiler R*~*. 





ee ee | 
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Ferner sei fiir die Simplexe 7j~' 


(3) H(T;~*) = z;. 
Die Berandungsrelationen fiir die a-dimensionalen Simplexe 7;* seien 
(4) Te = Su; Ti; 


dann ist nach (3), da Hein Homomorphismus ist, H(T?) = Su,;x;, und 
nach (2), da 7? ein Rand R*~* ist, 


(5) » u,;%;=0. 

Z,.* sei durch 

(6) Zn = Sj TS 
gegeben; dann folgt aus (3) und (1) 

(7) » 0; %;=¢,3=0 mod m. 


Wir definieren nun zunichst folgende Abbildung f des aus allen 7'7~* 
bestehenden (a — 1)-dimensionalen Teilkomplexes A*~* von A“ auf die S*~*: 
Alle (a — 2)-dimensionalen Randsimplexe der 7;'~* werden auf einen festen 
Punkt von S*~* abgebildet; das Innere jedes T/~* wird so auf S*~* 
abgebildet, daB die Abbildung /(7j*~*) den Grad x, hat; das kann man 
z. B. dadurch erreichen, daB man in T?~* | x; | zueinander fremde Simplexe 
" i t’,,; wahlt, jedes von ihnen so auf S*~* abbildet, daB der 
Rand in é iibergeht und die Abbildung in #?~* im itibrigen eineindeutig 
vom Grade +1 oder —1 ist, je nachdem 2x; positiv oder negativ ist, 
und schlieSlich auch 7/°~*— 7t°~* auf den Punkt £ abbildet. Diese Ab- 
bildung f(A*~*) la8t sich zu einer Abbildung des ganzen Komplexes A* 
erweitern. Denn infolge von (4) und (5) wird die Randsphare S/~*— 7; 
jedes Simplexes 7; mit dem Grade 0 abgebildet, und eine solche Abbildung 
von S;'~* auf S*~* la8t sich immer folgendermaSen zu einer Abbildung 
des 7; erweitern: da der Grad 0 ist, gibt es eine Abbildungsschar f.(S8;~*) 
der S/~* auf S*~* mit f, =f und f,(S?~*) = &, wobei wieder ¢ ein fester 
Punkt von S*~* ist (1<r<1)*); 2, sei ein fester innerer Punkt von 7;'; 
ist =, irgendein Punkt auf S{~*, x, der Punkt der Strecke z,2,, der 
diese im Verhiltnis r:1—r teilt, so wird f(7;') durch f(z,) =f,(z) 
bestimmt. 

Bei der so definierten Abbildung f(A*) ist der modulo m bestimmte 
Grad, mit dem Z,,* abgebildet wird, infolge von (6) und (7) c, == 0 mod m; 
das bedeutet, daB f(A“) algebraisch wesentlich ist. 

Aus dem Beweis ergibt sich, daB man zu dem Satz VII noch folgen- 
den Zusatz machen kann: Hat A‘ die Eigenschaft Z*~*, und ist Z*~* ein 


**) Einen Beweis dieser Tatsache (die iibrigens ein Spezialfall von Satz IV ist), 
findet man in meiner unter *) zitierten Arbeit. 
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gewohnlicher Zyklus bzw. Z;,* irgendein Zyklus modm, der #0 bzw. 
+ 0 mod m ist, so kann man A‘ auf die S*~* so abbilden, daB gerade 
dieser Z*~* bzw. Zy* algebraisch wesentlich abgebildet wird. (Die ana- 
logen Zusiitze lassen sich, wie sich aus den Beweisen ergibt, iibrigens auch 
zu den Satzen IVa und Va machen.) 


6. Beweis des Satzes Va. Die Bedingung p*>O ist nach der 
SchluBbemerkung von 3. mit der Bedingung £” identisch. DaB sie not- 
wendig fiir die algebraisch wesentliche Abbildbarkeit von A* auf den 
Kreis S* ist, ist daher in Satz VI enthalten; wir haben zu zeigen, dab 
sie hinreicht. Fiira = 1 ist das der Fall, da sie dann, wie aus dem Schlu8 
von 3. hervorgeht, mit der Bedingung des Satzes [Va zusammenfillt. 
Ebenso ist fiir a= 2 die Behauptung schon im Satz VII enthalten. Es 
sei also a > 3; wir diirfen annehmen, dab die Behauptung fiir die Dimen- 
sionszahl a —1 schon bewiesen sei, und zwar in der dem Zusatz zu 
Satz VII entsprechenden schirferen Fassung, da8 ein vorgegebener Z*, der 
+0 ist, wesentlich abgebildet wird. Nun sei Z* ein Zyklus in A‘, der 
+ 0 ist; A*~* sei der Komplex der (a —1)-dimensionalen Simplexe 77~* 
von A‘; dann liegt Z* in A*~* und ist dort erst recht #0. Also kann 
man A*~* so auf den Kreis S* abbilden, daB Z* wesentlich abgebildet 
wird. Die Aufgabe ist nun, analog wie in dem Beweis des vorigen Satzes, 
fiir jedes einzelne Simplex Tf die auf seinem Rande S{~*=7f schon 
definierte Abbildung f auf ganz 7;° auszudehnen; genau wie vorhin ist 
diese Aufgabe gelést, falls man die Abbildung f(S{~*) auf S stetig in 
eine Abbildung auf einen einzigen Punkt iiberfiihren kann. Diese Uber- 
fiihrung ist méglich, da S{~* eine wenigstens zweidimensionale Sphire und 
jede ihrer Abbildungen auf einen Kreis daher topologisch unwesentlich ist, 
wie schon in der Einleitung (im Anschlu8 an die Formulierung des 
Satzes Ia) gezeigt wurde, und wie es iiberdies in den Satzen V und VI 
enthalten ist. Mithin laBt sich f(A“) in der gewiinschten Weise konstruieren. 


7. Beweis des Satzes VIII. A‘ sei die Mannigfaltigkeit der kom- 
plexen Punkte der projektiven Ebene’). Ihre zweite Bettische Zahl ist 
p*=1; bezeichnen wir mit z,:z,:2, die Koordinaten in A‘, so definiert 
die Gleichung z,=0 eine zweidimensionale Kugel A*, die eine Basis der 
zweidimensionalen Homologien ist; d. h. jeder Zyklus Z* aus A‘ geniigt 
einer Homologie Z* ~~ a-A*. Ist f eine Abbildung von A‘ auf sich, so ist 
((A*) selbst ein Z* in A‘, also gehért zu f eine Zahl u, die durch 
{(A*)~ u-A® definiert ist; es gilt der Satz, daB dann f den Grad u* hat**). 


*®) Eine Darstellung der einfachsten topologischen Eigenschaften von A‘ findet 
man im ,Anhang II“ der unter *) zitierten Arbeit von van der Waerden. 
**) § 5 der unter °) zitierten Arbeit. 
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Liegt nun eine Abbildung von A‘ auf eine S* vor, so kénnen wir 
diese S* durch die eben beschriebene A® realisieren; die Abbildung ist 
dann eine Abbildung von A‘ auf sich, die den Grad 0 hat, da nur ein 
echter Teil von A‘ durch die Bildmenge bedeckt wird. Folglich ist nach 
dem eben genannten Satz auch u = 0, also f(A*) ~ 0 in A‘, d. h. f(A*)=0 
auf S*. Ist Z* irgendein Zyklus von A‘, so ist Z*~a-A*, mithin 
f(Z*) = a-f(A*) =0 auf S*, dh. f ist algebraisch unwesentlich. 

8. SchlieBlich sei fiir den SatzIa noch ein Beweis angegeben, aer 
auf den Satzen VII und VIII beruht und von dem in den §§1 bis 5 
enthaltenen Beweis vollig verschieden ist: A‘ und A* haben dieselben 
Bedeutungen wie in 7., A* bezeichne den Komplex der dreidimensionalen 
Simplexe 7) einer bestimmten Zerlegung von A‘; dann kann man A® als 
in A® liegend annehmen, und dort ist A* erst recht +0. Daher kann 
man nach dem Zusatz zu Satz VII A® so auf die S* abbilden, daB dabei 
A®* algebraisch wesentlich abgebildet wird. Diese Abbildung f lat sich 
auf Grund von Satz VIII aber nicht zu einer Abbildung f(A*) erweitern. 
Folglich gibt es unter den vierdimensionalen Simplexen 7 von A‘ wenig- 
stens eines, etwa 7;, so daB sich die auf dem Rand 7;'= SS; erklarte 
Abbildung f nicht auf ganz 7;' ausdehnen la8t; daraus folgt, daB die 
Abbildung f(S;) auf die S* topologisch wesentlich ist, da andernfalls die 
Ausdehnung von f auf 7; nach dem im Beweise von Satz VII angewandten 
Verfahren vorgenommen werden kénnte. Damit ist ein indirekter Beweis 
des Satzes Ia geliefert. 


Hain im Riesengebirge, September 1930. 


(Eingegangen am 30. 9. 1930.) 











Uber die Axiome des metrischen Raumes. 
Von 


V. Niemytzki in Moskau. 


Die vorliegende Arbeit ist der Untersuchung der Beziehungen zwischen 
den drei bekannten Axiomen des metrischen Raumes') gewidmet. Um diese 
Untersuchung fiihren zu kénnen, miissen wir Riume betrachten, in die sich 
Entfernungen einfiihren lassen, die nur einem Teil der Axiome des metri- 
schen Raumes geniigen. Dies geschieht mit Hilfe folgender Definitionen: 

Definition I. Es sei R ein topologischer Raum®*), in dem sich eine 
Funktion o(2z, y) >0 (,,eine Entfernungsfunktion“) so definieren laBt, dab 
ein Punkt z dann und nur dann der abgeschlossenen Hiille MW einer be- 
liebigen Punktmenge McC R angehért, wenn die Entfernung o(2z, M) *) 
zwischen x und M Null ist. Unter dieser Bedingung nennt man den topo- 
logischen Raum R im wetteren Sinne metrisierbar. 

Es sei dabei bemerkt, daB jede solche Entfernungsfunktion o(2, y) 
(jede Metrik des gegebenen topologischen Raumes) von selbst dem Identitats- 
axiom geniigt, d.h. es ist o(z,y) dann und nur dann Null, wenn die 
Punkte x und y zusammenfallen. 


Definition Il. Ein im weiteren Sinne metrisierbarer topologischer 
Raum hei&Bt symmetrisch, wenn man ihn so metrisieren kann, daf 


(1) o(z, y)=o(y, 2) 
ist. 
Definition III. Ein im weiteren Sinne metrisierbarer topologischer 


Raum heiBt ein A-Raum, wenn man ihn so metrisieren kann, daf bei 


*) Hausdorff, Mengenlehre (Berlin 1927), S. 94. 

*) Wir verstehen unter einem topologischen Raum stets einen solchen im Sinne 
Hausdorffs (Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, S. 213). 

*) o(x, M) ist definitionsgem4B die untere Grenze von 9 (x,y), wenn y die ganze 
Menge M durchlauft. 
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jeder Wahl der Punkte z, y, z 
(2) o(x,z)So(z,y)+o(y,z) 


ist. 

Definition IV. Ein im weiteren Sinne metrisierbarer topologischer 
Raum heiBt im engeren Sinne metrisierbar, wenn man ihn so metrisieren 
kann, daB die Entfernungsfunktion o(z, y) der Gesamtheit der beiden Be- 
dingungen (1) und (2) geniigt. 

Bemerkung. Ein topologischer Raum, welcher gleichzeitig ein sym- 
metrischer Raum und ein A.-Raum ist, braucht noch nicht im engeren Sinne 
metrisierbar zu sein (die der Bedingung (1) geniigende Entfernungsfunktion 
braucht ja nicht mit derjenigen identisch zu sein, die der Bedingung (2) 
geniigt ). 

Satz Il. Ein topologischer Raum ist dann und nur dann im weiteren 
Sinne metrisierbar, wenn er dem I. Abzdhlbarkeitsaxiom geniigt. 

Beweis. Wenn in R eine Metrik definiert ist, so wahle man fiir jeden 
Punkt a von R als m-te Umgebung die offene Menge 


ST tdinsic iat 
U,(a) =R—|[R —S(a,—)). ) 


Wenn umgekehrt in R das erste Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt ist und 
fiir jeden Punkt a ein vollstandiges abzihlbares Umgebungssystem 


U,(a) > U,(a)>...>U,(a)>... 

gewahlt ist, so setze man o(z,y)=2, wenn y zu U,(x) fremd ist, und 
o(t,y)= ~, wenn m die gréBte Zahl von der Beschaffenheit ist, daB y 
in U,,(a) liegt. 

Bereits unter den kompakten topologischen Raumen gibt es solche, welche 
im weiteren Sinne metrisierbar sind, obgleich sie weder symmetrische noch 
A-Raume sind. Als Beispiel hiervon kann der Raum 7'p dienen, der aus 
allen Ordnungszahlen «<2 aufgebaut ist, mit folgender Umgebungs- 
erklarung: Wenn £# irgendeine Ordnungszahl <e« ist, so soll die Um- 


gebung U,(a) aus allen Ordnungszahlen bestehen, die gréBer als f und 
héchstens so groB wie « sind‘). 


*) Wobei wie immer S (a,r) die Gesamtheit aller Punkte x bezeichnet, fiir welche 
o(a,x2)<r ist. 

®) Da8 7, im weiteren Sinne metrisierbar ist, folgt vermége des Satzes I aus 
dem I. Abzihlbarkeitsaxiom (welches fiir diesen Raum gilt). Da 7’, tiberdies kompakt 
ist, jedoch nicht dem I. Abzahlbarkeitsaxiom geniigt, kann er nicht im engeren Sinne 
metrisierbar sein, woraus auf Grund der Siatze I und II] folgt, daB 7’, weder ein 
symmetrischer noch ein /\-Raum ist. 








668 V. Niemytzki. 


Um so interessanter diirfte die Tatsache sein, daB jeder kompakte 
symmetrische ebenso wie jeder kompakte \-Raum metrisierbar im engeren 
Sinne ist. 

Satz Il. Hin symmetrischer kompakter Raum ist im engeren Sinne 
metristerbar. 

Hilfssatz. Jeder symmetrische kompakte Raum ist bikompakt*). 

Beweis. Es sei im Gegenteil 


F,> F,>.--> F,>.0>F,>.> FD. UF 0, FL +F. 


eine nicht abzahlbare Folge abgeschlossener Mengen. Man bezeichne durch 
L, die nicht leeren Meng 1 F,— F,,, und durch r, die obere Grenze von 
o(x, F,,,), wobei x die Menge L, durchlauft. Die Gesamtheit aller L, 


zerfallt in abzahlbar viele Klassen, wobei die n-te Klasse aus allen L, 
besteht, fiir welche =", >r,2-, ist. Da es unabzihlbar viele L, gibt, 


gibt es mindestens eine Klasse, etwa die n-te, die unabzahlbar viele L, 
enthalt. Man wihle eine beliebige abzahlbare Folge 


Da,» Days +++ Ley, ++: ie Bee es OS occ) 


unter den Mengen dieser Klasse und betrachte die F, mit entsprechenden 
Indizes, d. h. die Mengen 


+1? 


Pa,, Fa,» -++1 Fa,» +--+ 

F, enthalt mindestens einen Punkt z,, so daf 
1 
(3) @ (ze, Fa, ,,) a 


ist. Da unser Raum kompakt ist, gibt es einen Haufungspunkt z der Folge 
Z,, %,,-++,%,,-... Dieser Haufungspunkt gehért notwendig zu dem Durch- 
schnitt aller F,,; aus der Ungleichung (3) folgt ferner vermége der Sym- 
metrieeigenschaft von o(2, y), daB fiir jedes k 


1 
o(2, %,) > 5s 
ist, was unmdglich ist, denn z ist ja ein Haufungspunkt der Folge der z,. 
Beweis des Satzes II. Es sei ein symmetrischer kompakter Raum R 


gegeben. Da nach dem Hilfssatz I R bikompakt, also regular’) ist, gibt 
es zu jedem Punkt z und jedem n eine offene Umgebung V, (2) derart, dab 


Vi(2z) C8 (x, *) 
ist. 


*) Siche tiber bikompakte Raéume Alexandroff und Urysohn, Math. Annalen 92 
(1924), 8. 258 u. f. 
*”) A. a. O. %), 8. 263. 
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Aus der Gesamtheit der (fiir simtliche Punkte z von R konstruierten) 
V,(z) kann man vermége des Borel-Lebesgueschen Satzes eine endliche 
Uberdeckung J7, auswihlen. Wenn man dies fiir jedes n tut, erhdlt man 
die Uberdeckungsfolge 

II: V,(x2), V,(2), ..-. V, (25); 
TT,: Vy (xg), Va(ag), ---» Vga"); 


ye wr” SY 8s es ee he Oe oe ee A oe 


Das System aller offenen Mengen V,(x}) erginze man durch samtliche 
Durchschnittsmengen von je endlich vielen unter diesen offenen Mengen. 
Das so gewonnene Mengensystem bezeichnen wir mit ©. Da das Mengen- 
system S abzahlbar, und jeder kompakte topologische Raum mit abzahl- 
barer Basis metrisierbar im engeren Sinne ist*), geniigt es zu zeigen, daB © 
eine Basis des Raumes RP ist. 

Nehmen wir das Gegenteil an! Dann gibt es eine feste offene Menge G 
und in ihr einen Punkt x derart, daB fiir jede den Punkt z enthaltende 
Menge I" aus G, die Menge I"— G, also erst recht die abgeschlossene 
Menge © = I°—@ nicht leer ist. Da, wie leicht ersichtlich, der Durch- 
schnitt von je endlich vielen Mengen ® wieder eine Menge @, also von 
Null verschieden ist, ist der Durchschnitt aller Mengen ® nicht leer. 
Daraus folgt aber, daB es einen von x verschiedenen Punkt y gibt, welcher 
zu der abgeschlossenen Hiille einer beliebigen den Punkt 2 enthaltenden 
Menge V,(z,) gehért. Diese letzte Behauptung soll nun zu einem Wider- 
spruch gefiihrt werden. Man wihle zu diesem Zweck fiir jedes n ein 
Vn (xn ), zu welchem z gehért. Da 


-= he in 1\ 

Vn (2a )CS(2x ’ n)? 
also 9 (xi", x) = (zx, x") < - ist, konvergieren die x," gegen zx; infolge- 
dessen gibt es ein so groBes N, daB fiir alle hinreichend groBen n 


1 
o(Y, tn") > 


ist; wenn also n so gro8 und iiberdies gréBer als N ist, ist o(y, x1”) > + ; 


so daB zx nicht in S(x;", -), also erst recht nicht in V,(x}") liegen 


kann, w.z.b. w. 
Im Falle der nicht kompakten Raume trifft die Behauptung des 
Satzes II nicht zu, da es symmetrische nicht im engeren Sinne metrisier- 


®) Siehe Urysohn, Math. Annalen 92, S. 275 und (viel einfacher bewiesen) Math, 
Annalen 94 (1925), S. 309. 
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bare Raume gibt. Wir wollen sogar ein Beispiel eines reguliren symme- 
trischen nicht im engeren Sinne metrisierbaren Raumes geben. 

Der Raum FR besteht aus allen Punkten der Halbebene y>0. Wenn 
z=(z,y), y+0 ist, so ist U(z) eine beliebige offene Kreisscheibe mit 
dem Mittelpunkt in z; wenn z= (x;y), y= 0 ist, so besteht U(z) aus z 
und allen inneren Punkten einer beliebigen Kreisscheibe, die die x-Achse 
in z von oben beriihrt. Der Raum 2 ist nicht metrisierbar (man iiber- 
zeugt sich leicht, daB er nicht einmal normal ist). Eine symmetrische 
Entfernung o9(z,,2,) kann man dagegen wie folgt einfiihren: 

1. Wenn keiner der beiden Punkte zur z-Achse gehért, sei 9(z,, z,) 
mit der gewdhnlichen Entfernung dieser beiden Punkte identisch; 

2. wenn die beiden Punkte z, und z, auf der xz-Achse liegen, sei 
(2, 2,) =1; 1 

3. wenn 2,, aber nicht z, zur z-Achse gehért, setzen wir 0(z,,z,) =r, 
wo r der Radius des durch z, gehenden, die x-Achse in z, beriihrenden 
Kreises ist. 

Satz Ill. Jeder kompakte A-Raum ist im engeren Sinne metrisierbar. 

Hilfssatz. Geniigt eine Punktfolge {2} eines A-Raumes der Be- 
dingung lim e(z,,z) = 0, so hat sie keinen von 2 verschiedenen Hiufungs- 
punkt. 

Beweis des Hilfssatzes. Nehmen wir im Gegenteil an, {z,} habe 
einen von x verschiedenen Haufungspunkt y. Sei o(y,2) =r. Wir wiahlen 
aus {z,} eine gegen y konvergierende Teilfolge {2,,}. Wir haben dann 


lim (y¥,2,,)=9, lim (2,,,2)=0. 


Es sei & so groB, daB fiir i >k gleichzeitig die beiden folgenden Unglei- 
chungen erfiillt seien: 


oly, nu) < 5s @ (an, 2%) < 55 
infolge des Dreiecksaxioms hat man dann 
o(y, %) Se(y, tn;) + O(%n, 2%) <r, 
was der Definition der Zahl r widerspricht. 


Beweis des Satzes III. Es sei R ein A-Raum mit der Entfernungs- 
funktion o(z,y). Man definiere 


o* (2, y) ert min {9 (2, y), ely, x)}. 


Diese Funktion ist symmetrisch; es ist ferner klar, daB 9*(z, y) < o(z, y) 
ist; wenn also x= lim z, (in R) ist, so ist lim 9*(z,2;)=0. Auch die 
Umkehrung dieser Behauptung trifft zu.- Nehmen wir im Gegenteil an, dab 


lim 9*(z,2,)=0, o(z,2%,)2r>0 











~~ © et ee et oe 
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fiir i =1, 2, 3,... ist. Aus der Definition von 0* folgt, daB lim o(z,, x) =0 
ist. Auf Grund des soeben bewiesenen Hilfssatzes hat die Punktfolge {z,} 
keinen von zx verschiedenen Haufungspunkt, woraus vermége der Kom- 
paktheit von R folgt, daB sie gegen x konvergiert. Folglich kann man o* 
als eine (symmetrische) Entfernungsfunktion in R betrachten, woraus ver- 
mége des Satzes II folgt, daB R im engeren Sinne metrisierbar ist. 

Wir geben zum Schlu8 ein Beispiel eines nicht symmetrischen (also 
erst recht nicht im engeren Sinne metrisierbaren) A-Raumes, welcher selbst- 
verstandlich nicht kompakt ist, wohl aber eine abzihlbare Basis besitzt. 

Der Raum R besteht aus den Punkten x der Strecke (0;1) der 
gewohnlichen Zahlengeraden. Die Umgebungen U(x) werden wie folgt 
definiert : 

U(z) =J8+2, 
wobei J? die Gesamtheit aller irrationalen Punkte des Intervalles (a; b) 
ist und a und b zwei beliebige, der Bedingung a<2< bd geniigende 
rationale Zahlen sind. 

Da8 der Raum RF kein symmetrischer ist, folgt daraus, daB in einem 
symmetrischen Raum jede abgeschlossene Menge eine G,-Menge*) ist, 
waihrend die Menge der rationalen Punkte der Strecke (0; 1) offenbar eine 
abgeschlossene Menge des Raumes F darstellt, die, wie leicht beweisbar, 
keine G,-Menge ist. 

Eine dem Dreiecksaxiom geniigende Entfernungsfunktion la8t sich in 
unseren Raum wie folgt einfiihren. Wir bezeichnen im allgemeinen mit x 
bzw. y rationale bzw. irrationale Zahlen des Intervalls (0;1). Wir de- 
finieren sodann 

o(x, x’) =1, o(z,y)=|r—y)|, 


o(yy’)=|y—y'|, o(y,%)—1. 
Eine elementare Fallunterscheidung zeigt, daB 9 das Dreiecksaxiom erfiillt. 


*) Beweis wértlich wie bei Hausdorff a. a.0.*), 8. 305—306. 


(Eingegangen am 4. 8. 1930.) 





Neue Beispiele von ebenen Geometrien, in denen 
die Geraden die Kiirzesten sind. 


Von 
Friedrich Schilling in Danzig-Langfuhr. 


In seiner Arbeit: Uber die Geometrien, in denen die Geraden die 
Kiirzesten sind“ hat Herr Hamel') die Frage nach den allgemeinen Geo- 
metricn dieser Art beantwortet. Doch ist es gewiB wiinschenswert und an 
sich interessant, eine Reihe von neuen Beispielen solcher Geometrien kennen- 
zulernen, zumal hierdurch mannigfache Nebenfragen, besonders auch die 
Eigenart von singuliren Punkten, geklirt werden. Bisher sind auBer der 
gewohnlichen parabolischen, hyperbolischen und elliptischen Geometrie nur 
zwei einfache Beispiele bekannt, die Minkowskische und die Hilbertsche 
Geometrie*), welch letztere von Herrn Hamel und Herrn Funk*) noch 
eine Verallgemeinerung erfahren hat. 


$1. 
Die Pseudogeometrien auf der projektiven Geraden. 


Vorerst wollen wir einen Blick auf die allgemeinen Geometrien werfen, 
die auf einer gegebenen projektiven Geraden herrschen kénnen. Wir kénnen 
sogleich diese neuen Geometrien, die Pseudogeometrien, in der auf der 


*) Math. Annalen 57 (1903), S. 231—264. Diese Arbeit gibt in scharferer Form 
die Untersuchungen wieder, die Herr Hamel! bereits 1901 in seiner Géttinger Disser- 
tation mit demselben Titel behandelt. 

*) Vgl. deswegen auSer den Ausfiihrungen bei Herrn Hamel die urspriingliche 
Arbeit: H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, Leipzig 1910, Kap. I, sowie D. Hilbert, 
Uber die gerade Linie als kiirzeste Verbindung zweier Punkte, Math. Annalen 46 (1895), 
8. 91, abgedruckt in dem Buch: Grundlagen der Geometrie, 7. Auflage, Leipzig (1930), 
AnhangI, 8. 126. Vgl. auch den Vortrag von Herrn Hilbert, Mathematische Probleme, 
Internat. Math.-Kongre8, Paris 1900, 8. 15. 

*) P. Funk, Uber die Geometrien, bei denen die Geraden die Kirzesten sind, 
Math. Annalen 101 (1929), S. 226—287. 
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Geraden geltenden euklidischen Geometrie eingebettet denken, ohne die 
Allgemeinheit der Betrachtung zu beschranken. Es sei also auf der Geraden 
tugleich ein euklidisches (x)-Abszissensystem mit dem Anfangspunkt O 
gegeben. Fiir die Pseudogeometrien soll das Additionstheorem gelten, 
d. h. es soll 


(1) (AB) = (AC) + (CB) 


sein, wenn A, OC, B drei aufeinander folgende Punkte der Geraden sind, 
(AB), (AC), (CB) ihre Pseudoentfernungen bedeuten und kein singularer 
Punkt in dem Gebiet der Strecke AB liegt. Es ist also auch (AA) = 0 
da ja (AB) =(AA)+(AB) ist. Es geniigt nun ersichtlich, um die Pseudo- 
entfernung je zweier Punkte zu iiberblicken, wenn wir die Pseudoentfernung 
aller Punkte vom Anfangspunkt O und umgekehrt auch die Entfernung 
des Anfangspunktes O von den anderen Punkten kennen. Wir treffen weiter 
noch folgende, an sich willkiirliche Festsetzungen : 

Diese zundchst in positiver Richtung der x-Achse sich ergebenden 
Pseudoentfernungen von O aus oder nach O hin sollen stets positiv sein 
und stets stetig zunehmen. 

Wir wollen diese Pseudoentfernung (O P) vom Punkte O bis zum beliebigen 
Punkte P, bzw. die Pseudoentfernung (QO) vom Punkte Q bis zum Punkte O 
jedesmal als die euklidische Senkrechte auf der xz-Achse im Punkte P 
oder Q aufgetragen denken, und zwar genauer gesprochen ielgandeemeBen: 

Die zunachst also in positiver Richtung der 
z-Achse gemessene Pseudoentfernung vom Punkte O 
bis zu einem Punkte P mit posttiver Abszisse 
bzw. von einem Punkte Q mit negativer Abszisse bis 
zum Punkte O hin soll im Punkte P bzw. Q in 
positiver bzw. negativer h-Ordinatenrichtung auf- 
getragen sein; die Endpunkte seien durch eine Kurve 
mit der Gleichung h = f(x) verbunden gedacht (Fig. 1). Fig. 1. 

Es ist jetzt allgemein die Pseudoentjernung (AB) der von einem 
Punkte A bis zu einem Punkte B durchlaufenen Strecke AB durch die 
Gleichung gegeben 

(AB) =h, —h, = f(x) — f(a), 


wo x,, %, (%,<2,) die Abszissen der Punkte A, B und h,,h, (h, < h,) 
die h-Ordinaten der Kurve zu den Punkten A, B sind. 

Es kénnen nun weiter folgende Méglichkeiten eintreten: Die Kurve 
h = f(z) braucht keineswegs differenzierbar zu sein. Sie braucht auch nur 
innerhalb eines endlichen Bereiches z, << x < 2, definiert zu sein. Die ge- 
nannten (von O ausgehenden oder nach O hingehenden) Pseudoentfernungen 
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kénnen einen Grenzpunkt U bzw. V haben, so daB lim (OP)=oo fiir 
lim z,=2,>0 bzw. lim (QO) = oo fiir lim z, = 2,< 0 wird. 
Ein Beispiel hierfiir gibt die gewohnliche hyperbolische Geometrie, fiir die 


h— 5-log **# (x >1) 


gilt und etwa 
1 





Lad _— 
U Ve 2 tog (x + 1) — log (Vx — 1) 
oder 
Ei 
tie yx 








sei, so daB dann fiir x—1 auch h—1 ist 

(Fig. 2 fiir x = 4). Ein anderes Beispiel gibt: 
Fig. 2. h=tgz fir -><2r<+. 

Es sollen ferner aber auch solche Grenzpunkte U, V fiir die Pseudo- 

entfernungen (OP) bzw. (QO) méglich sein, nachdem der Punkt P bzw. Q 


























den Punkt =o bzw. x = —oo einmal oder mehrmal iiberstrichen hat. 
hp Fihren wir etwa in dem Beispiel der 
Fig. 2 auf der z-Achse die Trans- 

als formation aus 

7 aa 22 
¥ = ; 

—_——; [7 V > und ordnen dann jedem Punkte 7 
dieselbe Ordinate h zu wie dem ent- 
ae sprechenden Punkte x, so erhalten wir 
auf der %-Achse die durch die Fig. 3 


Fig. 3. veranschaulichte Pseudogeometrie. 
Die Grenzpunkte U, V kénnen 
natiirlich auch zusammenfallen, wie bei der euklidischen Geometrie. 

Die Pseudoentfernungen (O P) bzw. (QO) kénnen aber auch bei beliebig 
oft wiederholtem Uberstreichen des Punktes x =o bzw. x = —oco durch 
den Punkt P bzw. Q noch immer endlich bleiben. Ein Beispiel gibt die 
gewohnliche elliptische Geometrie, fiir die 





h = p-are tg (x > 0) 
gilt und etwa 
1 1 1 
= oder “tg — = —— 
“i aro tg — Bn Vx 


Yx 
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sel ( Fig. 4 fiir — = te=). Natiirlich kann aber fiir die Pseudoentfer- 
nung (OP), wenn der Punkt P von O aus sich bestandig in positiver Rich- 
tung fortbewegt, sich auch nach beliebig oft stattfindendem Uberstreichen 
der Stelle z= co kein Grenzpunkt U AA 
ergeben, wohl aber andererseits fiir . 
die Pseudoentfernung (QO), wenn der ye 
Punkt Q von O aus sich bestandig in 

negativer Richtung fortbewegt, ein Grenz- 














punkt V, oder umgekehrt. 7 7 >z 
Wenn wir von unseren obigen Fest- 

setzungen absehen, so ist die Méglich- 

keit denkbar, daB die Kurve h = f(z) eer ar 

teils stetig zunimmt, teils stetig ab- ae 

nimmt, ja, daB sie fiir einzelne Punkte x, 

die dann als singuldr gelten, senkrecht Fig. 4. 


ansteigt oder abfallt. Hierdurch wiirden dann also auch negative Pseudo- 
entfernungen zugelassen sein, auch wiirde fiir einen solchen singularen 
Punkt A die Pseudoentfernung (AA) unbestimmt sein. 

Wir wenden uns nun zu den Pseudoentfernungen, die von O aus in 
negativer Richtung der x-Achse ausgehen bzw. die nach O in negativer 
Richtung hinfiihren, wenn auch solche zugelassen sind. Auch fiir diese 
Pseudoentfernungen kénnen wir die Festsetzungen treffen, daf sie stets 
positiv sind und stets stetig zunehmen. 

Wir wollen auch diese Pseudoentfernungen in analoger Weise wie so- 
eben durch eine Kurve h=/,(xz) veranschaulichen. Ersichtlich ergeben 
sich dann sogleich folgende zwei Méglichkeiten: 

Entweder ist die Kurve h = f,(x) das Spiegelbild der Kurve h = f(x) 
beziiglich der x-Achse oder nicht. 

Wir werden sagen: Demgemdaf ist die ,,starke Monodromie“*) 
erfillt oder nicht. Im ersten Fall ist also jede (singularitatenfreie) Strecke 
(AB)=(BA), im zweiten Falle nicht. Mit anderen Worten: Im ersten 
Falle durchlauft ein Punkt A, wenn er zunichst in positiver Richtung sich 
bewegt und dann umkehrt, nach der Umkehrung wieder dieselben Pseudo- 
entfernungen fiir dieselben euklidischen Strecken, im zweiten Falle nicht. 

Nun sei schlieBlich noch auf folgende Méglichkeiten hingewiesen: Es 
sei z. B. die durch die Fig. 5 veranschaulichte Kurve h = f(x) gegeben. 
Dann kann der Punkt P von O aus zunichst in positiver z-Richtung bis 


*) Vgl. deswegen z. B. Hamel, loc. cit.8.244. Minkowski nennt die Pseudogeometrie 
mit bzw. ohne starke Monodromie ,einseitig’ bzw. ,,wechselseitig*, vgl. loc. cit. 8. 2. 
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zum singularen Punkt S sich bewegen, muS dann aber der Kurve ent- 

sprechend umkehren. Wir kénnen etwa denken, daB die z-Achse in dem 

AA iiberstrichenen Gebiet doppelt iiberdeckt ist und 

diese beiden Teile im Punkte S zusammenhingen. 

AuBerdem kann aber etwa der Punkt P an jeder 

Stelle, die er erreicht hat, umkehren, entweder mit 

oder ohne starke Monodromie. Wir wollen sonstige 

PF . ' Méglichkeiten nicht weiter ausfiihren. Die Be- 

: trachtungen dieses Paragraphen sollten den Zweck 

erfiillen, sogleich eine tiefere Einsicht in die 

mannigfachen Méglichkeiten neuer Geometrien zu 

gewahren und damit auch die Pseudogeometrien in der projektiven Ebene 
vorzubereiten. 

§ 2. 


Allgemeines iiber die Pseudogeometrien in der projektiven Ebene. 


Ungleich komplizierter liegen eben die Verhaltnisse, wenn wir uns die 
verschiedenen méglichen Pseudogeometrien in der projektiven Ebene irgend- 
wie vorzustellen versuchen wollen. Wir kénnen die Pseudogeometrie wieder 
in die euklidische Geometrie der Ebene eingebettet denken, in der ein 
rechtwinkliges (2, y)-Koordinatensystem gegeben sei. Bei der Beschrankung 
auf ein hinreichend kleines Gebiet der Ebene, das wir als ein schlichtes, 
einfach zusammenhangendes voraussetzen, kénnen wir uns die zunachst stets 
als positiv vorausgesetzte Pseudoentfernung zweier Punkte A, B durch die 
Formel bestimmt denken 

(AB) = F(2,, 9,3 % Ya): 
wo 2,,y, und z,,y, die Koordinaten der Punkte A, B sind. Diese Funk- 
tion soll itiberdies eine stefige Funktion ihrer vier Variablen sein. Das 
gegebene Gebiet kénnen wir auch iiber die unendlich ferne Gerade sich 
erstreckend annehmen. Denn wir wollen gleich vorweg allgemein bemerken: 
Wenn in einem Gebiet eine Pseudogeometrie gegeben ist, so kénnen wir auf 
dieses Gebiet ja eine projektive Transformation (Kollineation) ausiiben mit der 
Bedingung, da8 in dem transformierten Gebiet zwei Punkte stets dieselbe Pseudo- 
entfernung haben sollen wie die zwei Punkte, aus denen sie hervorgegangen 
sind. Solche zwei projektiv ineinander iiberzufiihrenden Pseudogeometrien 
wollen wir stets als gleichwertig, als nicht voneinander verschieden ansehen. 

Doch soll jetzt sogleich die wichtige Forderung hinzutreten: 

In dem betrachteten Gebiet sollen die projektiven Geraden die kiirze- 
sten Linien sein®). 





Fig. 5. 


®) Herr Hamel nennt diese Bedingung kurz die ,Archimedische Forderung*, 
vgl. loo. cit. 8. 233. 
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Wir wollen solche Pseudogeometrien fernerhin einfach als , kiirzeste 
Pseudogeometrien“ bezeichnen. 

Natiirlich brauchen die Geraden dann auch nicht in beliebiger Aus- 
dehnung die kiirzesten Linien zu sein. In der gewodhnlichen elliptischen Geo- 
metrie ist ja zB. eine Strecke AB, > 
welche eine volle Gerade um ein 
Stiick iibertrifft, nicht mehr die 
kiirzeste Verbindungslinie der End- 
punkte A, B fiir alle Verbindungs- 
linien, die in der Nahe der Strecke A B Fig. 6. 
verlaufen. Dies zeigt uns schon in der (ein wenig verzerrt gezeichneten) 
Fig.6 die ausgezogene Strecke (AB) und die strichpunktierte kiirzere Linie 
(AC) +(CB) *). 

Die obige Forderung ist ja bekanntlich gleichwertig mit der Forderung: 

In einem Dreieck ABC des betrachteten Gebietes soll die Summe 
zweier Pseudoseitenlangen stets grofer als die dritte Pseudoseitenlange sein. 
(Unter einem Dreteck soll hier allgemein eines der vier Gebiete verstanden 
sein, in welche die projektive Ebene durch drei Geraden zerlegt wird. Das 
schraffierte Dreieck der Fig. 6 ist also kein solches Dreieck.) 

Diese Forderung werden wir spiterhin kurz als die Giiltigkett des 
Dreieckssummensatzes bezeichnen. 

Dementsprechend soll auch auf jeder Geraden des Gebietes das Addi- 
tionstheorem der Gleichung (1) mit der Folgerung (A.A) = 0 gelten. 

Einen jeden Punkt eines solchen Gebietes wollen wir als einen regu- 
laren Punkt bezeichnen. Ein solcher Punkt P ist also insbesondere da- 
durch gekennzeichnet: Alle von ihm ausgehenden Linienelemente haben 
positive (nicht verschwindende) unendlich kleine Pseudolangen und, wenn 
A, B zwei beliebige Punkte in der Umgebung von P sind, so hat die 
Pseudolinge (AB) stets denselben Grenzwert, in welcher Weise auch der 
Punkt A in den Punkt P hineinriickt. Wenn wir von einem gegebenen 
»tegularen Gebiet“, d. h. einem Gebiet mit nur reguléren Punkten, aus- 
gehen und dieses erweitern, so kann es natiirlich geschehen, daB wir zu 
singuldren (d. h. nicht mehr regularen) Punkten gelangen. Zu diesen kénnen 
wir z. B. bei der gewdhnlichen hyperbolischen Geometrie die Punkte des 
absoluten Kegelschnittes rechnen, wenn wir diese als ,,uneigentliche“ Punkte 
nicht iiberhaupt ausschlieBen wollen. 





Wir kénnen nun vor allem sagen: 


*) Es sei in dieser Hinsicht des n&heren auch hingewiesen auf mein Buch: 
Projektive und nichteuklidische Geometrie, Leipzig (1931), Bd. II, 8. 163 ff. 
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Es muf stets die schwache Monodromie gelten, d. h. wenn man eine 
Strecke AB mit der Pseudolainge (AB) um ihren einen Endpunkt A ein- 
mal herumdreht, so da8 also auf allen Strahlen durch A dieselbe Pseudo- 
lange (AB) abgetragen ist, so mu8 man wieder zu derselben Strecke AB 
zuriickgelangen. Denn wiirde man zu einer anderen 
Strecke AB, gelangen (Fig.7), so da8 also dann 
(AB,)=(AB) wire, so hatte ja, wenn z. B. die 
euklidische Strecke AB, > AB wire, nach der Um- 
drehung die urspriingliche Strecke AB die angebbar 
kleiner gewordene Pseudolinge (AB)*. Dann aber 
kénnte man ein Dreieck ABC mit beliebig kleiner 
Pseudolinge (CB) und etwa mit der Pseudolinge 
(AC)=(AB)* angeben, in dem (AC)+ (CB) <(AB) 
wire, was ausgeschlossen sein soll. Statt des 
Linienzuges AC und OB mit den angegebenen Pseudolangen (AC) + (CB) 
kénnen wir auch den Linienzug betrachten, der von A aus zuerst in der 


Richtung AB verlauft bis zu dem beliebig klein zu denkenden Kreise in 
der Fig.7, dann dem Kreise folgt in der angegebenen Richtung bis zur 


Strecke AC und endlich den Rest der Strecke AC und die Strecke OB 
durchlauft. Dieser Linienzug ist auch leicht durch eine stetig ihre Richtung 
andernde Kurve zu ersetzen. Wieder ist es einfach, diesen neuen Linienzug 
oder die Kurve so zu ziehen, daB ihre Pseudolinge kleiner als (AB) ist. 

Hervorheben wollen wir aber sogleich hier: 

Es ist denkbar, daB die starke Monodromie fiir die einzelne Gerade 
erfillt ist oder nicht. 

Nun wollen wir sechs Arten besonders einfacher kiirzester Pseudo- 
geometrien besonders hervorheben: Es sei schon hier gesagt, daB wir fiir 
alle diese Pseudogeometrien in dem nichsten Para- 
J graphen mannigfache einfache Beispiele kennenlernen 
werden. Wir wollen hierbei ausgehen von den ein- 
fachsten drei Méglichkeiten fiir die ,, Pseudogeometrie 
WSN des Strahlenbiischels“ durch den Anfangspunkt O des 
fh Koordinatensystems. 

Fig. 8. I. Es soll zunachst fiir jeden Strahl die starke 
Monodromie erfiillt sein. Auf jedem Strahl durch O 

mogen jetzt zwei Grenzpunkte U,V mit endlichen Koordinaten (z,,y,) 
und (x,,y,) vorhanden sein (Fig. 8). (DaB die Koordinaten endlich 
sind, bedeutet ersichtlich keine Beschrinkung der Allgemeinheit unserer 
Betrachtung.) Der geometrische Ort der Punkte U,V mége eine stetige 
Kurve sein, die ja in sich zuriicklauft; wir wollen sie die ,ab- 





Fig. 7. 
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solute Kurve“ nennen. Ihre Punkte sind als ,,uneigeniliche“ Punkte 
anzusehen (im Sinne der Bezeichnung der nichteuklidischen Geo- 
metrie). Wenn wir wollen, kénnen wir annehmen, daB diese Kurve aus 
Bogen analytischer Kurven besteht. Das ,,Innere“ dieser Kurve soll das 
Gebiet der regularen Punkte der kiirzesten Pseudogeometrie sein. Diese 
Punkte wollen wir sogleich als ,eigentliche‘ Punkte bezeichnen, da sie ja 
jedenfalls vom Punkte O aus erreichbar sind. Dann ist fiir jede beliebige 
Gerade g dieses Gebietes, deren gegebene positive Richtui.g die Kurve im 
Punkte U schneidet, dieser Punkt U ebenfalls ein Grenzpunkt. Denn ist 
P ein beliebiger eigentlicher Punkt der Geraden g, so wire ja, wenn 
U kein Grenzpunkt wire, sondern (PU) endlich ware, fiir einen Punkt U, 
zwischen den Punkten P,U (OP)+(PU,)<(OU,), was unméglich ist, 
wenn nur U, euklidisch hinlainglich nahe an U liegt und, wie wir ja hier 
annehmen, fiir jedes Dreieck im Innern des Bereiches der Dreieckssummen- 
satz gelten soll. 

Wir wollen an einem einfachen Beispiel zeigen, daB bei einer nicht 
kiirzesten Pseudogeometrie keineswegs der Punkt U auch ein Grenzpunkt 
der Geraden g zu sein braucht. Wir denken 
zwei konzentrische Kreise k, und k, um 
den Anfangspunkt O gezeichnet und auBer- 
dem alle dem entstandenen Kreisring ein- 
beschriebenen Kreise (Fig. 9). Als Bereich 
soll das Innere des kleinen Kreises k, in 
Betracht kommen. Bei einer beliebigen Ge- 
raden g mit den Schnittpunkten S,7' auf 
dem Kreise k, sollen die Grenzpunkte U*,V* 
ihre zweiten Schnittpunkte mit denjenigen 
einbeschriebenen Kreisen sein, die den 
Kreis k, in den Punkten S, 7 beriihren. Es soll dann die Pseudoentfernung 
zweier Punkte A,B durch die Formel gegeben sein 





Fig. 9. 


(AB) =log(U*V* AB), 


wo (U*V* AB) das Doppelverhiltnis der vier Punkte bedeutet. (Es ist aber 
stets ein solches Doppelverhiltnis 








* 17* AU* BuU* 
(0° V' AB) = oa ip , 
da ja 
AU* > BU* 
und 


V*B>V"*A 
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ist.) Ersichtlich sind dann die Grenzpunkte U und U* der Fig. 9 vonein- 
ander verschieden. Daf es sich hier um eine nicht kiirzeste Geometrie 
handelt, zeigt auch ein Blick auf die 
Fig. 10, wenn man mit dem Hilbertechen 
Beweis seiner Geometrie vertraut ist. Bei 
dieser Pseudogeometrie sind allein fiir die 
von O ausgehenden Strahlen alle Punkte 
im Innern von &, nicht singular und fiir 
alle Strahlen die Punkte im Innern von k,. 
Wir wollen noch einen kurzen Blick 
auf folgende andere ebenfalls nicht kiirzeste 
Pseudogeometrie werfen: Um den Anfangs- 
Fig. 10. punkt O sei ein Kreis k gezeichnet und um 
alle Punkte seiner Peripherie wieder Kreise 
mit demselben kleineren Radius (Fig.11). Als Bereich soli das Innere 
des von den kleinen Kreisen eingehiillten Kreises k’ in Betracht kommen. 
Auf jeder Geraden g mit den Schnitt- 
punkten S,7 auf dem Kreise & sollen die 
Grenzpunkte U*,V* ihre im Innern von & 
gelegenen Schnittpunkte mit den kleinen 
Kreisen um S,7 sein. Es gelte fiir die 
Pseudoentfernungen wieder die letzte Formel 
fiir (AB). Jetzt sind alle Punkte im Innern 
eines Kreises k’ fiir alle Strahlen nicht singular 
ig. 11 und fiir die von O ausgehenden Strahlen auch 
ems nur diese Punkte. Diese Pseudogeometrie kann 
schon deswegen nicht eine kiirzeste sein, weil sonst auch ein beliebiger 
Strahl seinen Grenzpunkt auf dem Kreise k’ haben miiBte. 
Wir zeigen nun auch leicht: 
Die absolute Kurve mu eine nirgends konkave Kurve sein’) . 
Denn sonst wiirde es eine ,Tangente“ (Stiitzlinie) 
der Kurve geben, die in der Umgebung des _,,Be- 
rihrungspunktes“ U im Innern der Kurve verlaufen 
wiirde (Fig. 12). Waren dann P,Q zwei Punkte dieser 
Geraden auf verschiedenen Seiten von U in _hin- 











Fig. 12. reichender Nahe von U und wire Q, ein Punkt auf der 
Geraden OQ hinreichend nahe an Q, so wire im Dreieck PQ, O offenbar 
(PO) + (0Q,) < (PQ,). 


*) Wegen der Definition der Begriffe: ,nirgends konkave Kurve* und ,jiberall 
konvexe Kurve“ vgl. z. B. Minkowski, loc. cit. 8. 35—39. 
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Jede durch alle diese Eigenschaften charakterisierte Pseudogeometrie wollen 
wit eine hyperbolische Pseudogeometrie mit starker Monodromie nennen. 

Wir stellen dieser Pseudogeometrie sogleich die hyperbolischen Pseudo- 
geometrien ohne starke Monodromie zur Seite. Bei diesen Pseudogeometrien 
kann dieselbe absolute Kurve fiir die Grenzpunkte U;, aller von einem 
Punkte P des Bereiches ausgehenden Pseudoentfernungen wie fiir die Grenz- 
punkte V, aller nach dem Punkte P hinfiihrenden Pseudoentfernungen be- 
stehen oder auch nicht. 

II. Es soll wieder zunichst fiir jede Gerade die starke Monodromie 
erfiillt sein. Auf jedem Strahl durch O mégen jetzt zwei zusammenfallende 
Grenzpunkie U=V vornanden sein. Die absolute Kurve zerlegt jetzt die 
projektive Ebene nicht in zwei Teile; vielmehr kommt jetzt die ganze 
Ebene mit Ausnahme der absoluten Kurve als Gebiet der eigentlichen 
Punkte in Betracht. Wir kénnen analog wie soeben zeigen: 


Die absolute Kurve muf stets eine Gerade sein. Denn die Kurve 
kann keine ,,Tangente“ (Stiitzlinie) haben, so daB die Kurve in der Um- 
gebung des Beriihrungspunktes auf der einen Seite der Tangente liegt. 
Eine solche kiirzeste Pseudogeometrie soll eine parabolische Pseudogeometrie 
mit starker Monodromie heiBen. 


Analog tritt hier wieder die parabolische Pseudogeometrie ohne starke 
Monodromie zur Seite. 
III. Wieder sei die starke Monodromie erfiillt. Auf jedem Strahl 
durch O mége sich kein Grenzpunkt ergeben, weder nach der einen noch 
nach der anderen Richtung hin. Alle Punkte der 


Ebene sollen vielmehr reguldre Punkte sein. : J 

Alle von O ausgehenden Geraden haben dann h 
dieselbe Pseudolange, wobei wir annehmen, daB fiir 0 
jedes Dreieck, dessen Seiten die volle Gerade nicht 4 4 


iiberschreiten, der Dreieckssummensatz gelten soll. 
Denn sind A, B zwei Punkte der von O ausgehenden 
Strahlen g,h in der euklidischen Nahe von O, 80 Fig. 13. 
mu8 ja in dem Dreieck OAB, in dem die Seiten 
OA und OB fast die ganzen Strahlen ausmachen (OA) + (AB) > (OB) 
und (OB)+(BA)>(OA) sein (Fig. 13). Da nun die Pseudolinge 
(AB) = (BA) beliebig klein gemacht werden kann, so mu8 (0 A) = (OB) sein. 
Jeder von einem beliebigen Punkt P ausgehende Strahl hat ja auch 
keinen Grenzpunkt U. Es ergibt sich dann weiter: 
Alle durch einen beliebigen Punkt P gehenden vollen Strahlen haben 
ebenfalls dieselbe Pseudolaénge wie die von O ausgehenden Sirahlen. Denn 
zu dem Strahlenbiischel durch P gehért ja auch ein Strahl durch O. 
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Eine solche kiirzeste Pseudogeometrie soll eine elliptische Pseudo- 
geometrie mit starker Monodromie heiBen. 

Man kénnte nun denken, da8 ein Punkt P, der von O ausgeht, nach- 
dem er eine volle Gerade durchlaufen hat, also zu O zuriickgekehrt ist, 
nun bei Fortsetzung seines Weges in derselben 
Richtung nicht wieder dieselbe Pseudolinge fiir die- 
selben euklidischen Strecken durchlauft. Eine solche 
Pseudogeometrie wiirden wir z. B. gewinnen, wenn 
wir die gewdhnliche elliptische Geometrie mit der 
gewohnlichen hyperbolischen Geometrie so vereinigt 
denken, wie es die Fig. 14 zeigt, indem also die 
beiden in Betracht kommenden Bereiche im Punkte 0 
zusammenhangen. Doch hat diese Vereinigung keinen 
rechten Zweck, zumal der Punkt O dann singular wird. Immerhin stellen 
diese Pseudogeometrien und ihre Verallgemeinerungen auch Méglich- 
keiten dar. 

Wohl aber werden wir jetzt auch wieder die elliptische Pseudogeometrie 
ohne starke Monodromie zu erwahnen haben. Hier soll also fiir gewisse 
Geraden oder auch fiir alle eine verschiedene Pseudolinge von Strecken A B, 
die eventuell euklidisch beliebig groB sein kénnen, sich ergeben, je nach- 
dem diese in der einen oder anderen Richtung durchlaufen werden. Die 
volle Gerade hat indessen stets dieselbe Pseudolinge, in welcher Richtung 
sie auch durchlaufen wird. Diese Méglichkeit einer kiirzesten Pseudogeo- 
metrie mag ja auf den ersten Blick merkwiirdig genug erscheinen; doch 
werden wir fiir sie Beispiele erbringen. 

Vor allem aber wird es auch interessant sein, noch andere kiirzeste 
Pseudogeometrien kennenzulernen, die nicht zu diesen drei soeben beschriebe- 
nen Paaren gehéren. 





§ 3. 
Die Minkowskische und die Hilbertsche Geometrie. 


Die gewoéhnliche hyperbolische, parabolische und elliptische Geometrie 
sind ja schon Beispiele fiir die drei hervorgehobenen Arten der kiirzesten 
Pseudogeometrien mit starker Monodromie. Ein weiteres Beispiel der para- 
bolischen Pseudogeometrie mit oder ohne starke Monodromie gibt uns die 
Minkowskische Geometrie. 

Wir denken etwa von dem Anfangspunkte O nach allen Richtungen 
die Pseudoeinheitsstrecke abgetragen. Die Endpunkte bilden dann eine be- 
stimmte Kurve (Fig. 15). Nun setzen wir weitet fest: Yon jedem anderen 
im euklidisch Endlichen gelegenen Punkte P aus sull die analoge Kon- 
struktion die parallel verschobene gleiche Kurve ergeben. AuBerdem soll 
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nun auf jedem Strahl durch O oder P die Pseudolinge bis zu einem be- 
liebigen Punkte Q sich zu der (von O oder P ausgehenden) Pseudoeinheit 
dieser Richtung verhalten wie die entsprechenden euklidischen 

Strecken. Die genannte Kurve wird dementsprechend die Fae ie 
Eichkurve genannt. Ersichtlich ist die euklidisch unendlich % 
ferne Gerade auch die absolute Kurve, der Ort der Grenz- /» 
punkte, der Pseudogeometrie. Ferner ist die Eichkurve der , 
Pseudokreis mit dem Pseudoradius 1 und alle Pseudokreise sind "8 

zu diesem Kreise euklidisch ahnlich. Nun ist auch gleich der Satz zu beweisen: 

Siets dann und nur dann gilt der Dreieckssummensaiz, wenn die 
Eichkurve eine tiberall konvexe Kurve ist. 

Wir betrachten zum Beweise zunichst den speziellen Fall, daB die 
Eichkurve aus zwei Parallelen besteht. Es sei dann irgendein Dreieck ABC 
gegeben. Wir denken die Eichkurve des Punktes A hinzu und kénnen ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daB die Seite AB die Pseudo- 
lange 1 hat. Dann ist leicht elementargeometrisch zu erkennen, daB stets 

(AC) + (CB) 2 (AB) 
ist (Fig. 16a,b). Es sei zunichst allgemein bemerkt: 

Diesen Satz: Jn jedem Dreieck ist die Summe zweier Seiten gleich 

oder gréBer als die dritte Seite“ wollen wir den erweiterten Dreiecks- 


summensatz nennen. Demgema8 
seien solche Pseudogeometrien, g ¢_£ 


? 
fiir welche stets der erweiterte << Qe / 
Dreieckssummensatz gilt, ferner- A 2 
hin als ,,erwettert kiirzeste Pseudo- 
geometrien“ bezeichnet. In der ch 
vorliegenden Pseudogeometrie ist 
natiirlich jede Strecke, deren 
Gerade zu den Parallelen der Eichkurve parallel ist, gleich 0. 

Ist nun zu dem Dreieck ABC mit der Pseudolinge (AB) =1 eine 


beliebige iiberall konvexe Eichkurve des Punktes A gegeben, so ziehen wir 
durch B eine Stiitzlinie g der Kurve (im allgemeinen 8 


also die Tangente der Kurve) und dazu die parallele ¢, I 
Stiitzlinie A (Fig. 17). Dann sehen wir sofort: Von den 
Pseudolingen (AC) und (CB) ist (AC) nicht kleiner a; 2 


und (CB) stets gréBer als die Pseudoliange einer jeden «pee 
dieser Strecken sein wiirde, wenn die Eichkurve durch wig. 1. 

die Geraden g, h gegeben wiirde. Also ist auch stets (AC)+(CB)>(AB). 
Ebenso einfach zeigt man, daB die Eichkurve bei Giiltigkeit des Dreiecks- 
summensatzes nicht an irgendeiner Stelle geradlinig oder konkav sein kann. 











Fig. 16a. Fig. 16b. 
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Weiter ergibt sich sogleich noch: 

Je nachdem die iiberall konvexe Hichkurve des Punktes O in bezug 
auf diesen Punkt symmetrisch ist oder nicht, gilt fiir die Minkowskische 
Geometrie die starke Monodromie oder nicht. — 

Die Hilbertsche Geometrie gewinnen wir einfach so: Es sei eine 
nirgends konkave Kurve mit héchstens einem geradlinigen Stiick gegeben 
(Fig. 18). Als Bereich der Pseudogeometrie kommt nur das Innere der 

Kurve in Betracht. Zwei Punkte A, B im Innern 
sollen dann die Pseudoentfernung 
U (AB) =c-log(UVAB) 
bestizen, wo U,V die Schnittpunkte der Geraden AB 
es mit der Kurve sind, (UVAB) wieder das Doppel- 
verhdlinis der vier Punkte ist und c eine positive 
h Konstante bedeutet. 
Fig. 18. Den elementaren Beweis von Herrn Hilbert 
brauchen wir nicht im einzelnen zu wiederholen. 
Er kommt darauf hinaus, da8 man zuerst als Bereich den einen von zwei 
Geraden g,h gebildeten Winkelraum (oder auch einen Parallelstreifen) 
wahit (Fig.19). Dann gilt hier stets bei analoger Bestimmung der Pseudo- 
entfernung, wie soeben, der erweiterte Dreieckssummensatz, d.h. es ist 


(AC) + (CB) 2 (AB), 


auch wenn die Gerade AB durch den Schnittpunkt S von g, h hindurch- 

geht. Diese Geometrie des Winkelraumes ist also auch eine erweitert kiir- 

g wzeste Pseudogeometrie; jedoch ist jede Strecke, deren 

Gerade durch den Scheitelpunkt S geht, wieder gleich 0. 

h In der Hilbertschen Geometrie hat aber jede Dreiecks- 

seite AC und CB eine gréBere Pseudolinge (AC) und 

(CB) als in der Pseudogeometrie des Winkelraumes, 

Fig. 19 der von den Stiitzlinien g,h in den Punkten U,V 

Bas gebildet wird (Fig. 18), auf Grund des projektiv leicht 

zu beweisenden Hilfssatzes: Sind auf einer Geraden folgende Punkte 

V,,V,, P,Q, U,,U, in dieser Reihenfolge gegeben, wobei auch entweder 
V,=V, oder U, =U, sein kann, so gilt die Ungleichung: 


(U,V, PQ) > (U,V, PQ) >1. 
Die gegebene Kurve der Hilbertschen Geometrie ist die absolute Kurve 


der hyperbolischen Pseudogeometrie mit starker Monodromie. 


Die von Herrn Hamel angegebene Verallgemeinerung beruht nun im 
folgenden: Wir denken uns mehrere solche Kurven so gegeben, daB sie 





= 
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gemeinsam einen im Innern aller Kurven liegenden Bereich besitzen. Fiir 
diesen Bereich soll dann die Pseudolinge definiert sein durch die Gleichung 
(AB) = Se,-log(U,V,;AB), 

wo U,, V, die Schnittpunkte der Geraden AB mit der einzelnen Kurve 
und ¢; positive Konstante sind. Es kénnen iibrigens auch alle Kurven bis 
auf eine allgemein nirgends konkav sein, also in beliebiger Zahl geradlinige 
Stiicke enthalten. Bei allen diesen Pseudogeometrien ist die starke Mono- 
dromie erfiillt. 

Von Herrn Funk ist weiter auf den Fall kurz hingewiesen, daB zwei 
konvexe Kurven gegeben sind (die er als Mantellinien bezeichnet), am 
einfachsten etwa zwei Kreise, die wieder einen im Innern beider Kurven 





Fig. 20a. Fig. 20b. 


liegenden Bereich haben, um den es sich handeln soll. (Es kann auch eine 
der beiden Kurven eine nirgends konkave sein.) Die Pseudoentfernung sei 
definiert durch die Gleichung 


(AB) =c-log(UVAB), 


wo jetzt jedoch die Schnittpunkte U,V sich auf die beiden Kurven ver- 
teilen. Wir beschrinken uns auf den Fall, daB die eine Kurve ganz 
im Inneren der anderen liegt (Fig. 20a,b). DaB8 auch hier stets der 
Dreieckssummensatz erfiillt ist, la8t sich analog elementar beweisen, wie in 
der einfachen Hilbertschen Geometrie. Wir erkennen aber: 

In dieser neuen (hyperbolischen) Pseudogeometrie gilt die starke Mono- 
dromie nicht. Da8 ein Punkt P im Innern der inneren Kurve, wenn man 
den Bereich erweitern will, aus diesem Innern heraustreten kann, dann aber 
nicht in jeder Richtung sich weiter bewegen kann, sei nur nebenbei erwahnt. 

Endlich hat Herr Funk auch den speziellen Fall behandelt, da8 die 
duBere Kurve h, bew. h, der Figuren 20a,b in eine Gerade iibergeht, 
die auch in der unendlich fernen Geraden der euklidischen Geometrie gelegen 
sein kann. 

Im ersten Falle z. B. (wo also die Kurve h, der Figur 20a durch die 
euklidisch unendlich ferne Gerade ersetzt ist) gilt dann fiir die Pseudo- 
lingen auf einer beliebigen Geraden g folgendes: Wir denken auf der 
Geraden g ein euklidisches -Abszissensystem mit dem Anfangspunkt V 


Mathematische Annalen. 104. 45 
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eingefiihrt. Haben nun die Punkte A, B die Abszissen £,, &, (& >&, > 0), 
so ist die Pseudolinge 


(AB) =c-log®. 


Bei diesen hyperbolischen Pseudogeometrien ohne starke Monodromie fallen 
jedoch die beiden absoluten Kurven niemals zusammen. 


§ 4. 
Die Addition gegebener kiirzester Pseudogeometrien. 


Eine Fiille neuer kiirzester Pseudogeometrien gibt uns mit einem 
Schlage der einfache Satz: 


Sind fiir denselben Bereich der projektiven Ebene zwei oder mehrere 
kiirzeste Pseudogeometrien gegeben, so kann man eine neue kiirzeste Pseudo- 
geometrie dadurch gewinnen, daB man fiir jede Strecke des Bereiches thre 
Pseudoldnge (AB) als die Summe der mit beliebigen positiven Konstanten c, 
multiplizierten Pseudolangen der einzelnen Pseudogeometrien definiert. 

Wir wollen dementsprechend einfach von der ,,Addition gegebener 
kiirzester Pseudogeometrien“ sprechen und die neue Pseudogeometrie als 
die ,,Summe“ der gegebenen (mit den Koeffizienten c,,c,) bezeichnen. 

Wir kénnen sogleich diesen Satz noch insofern erweitern, als von den 
gegebenen Pseudogeometrien alle bis auf eine auch solche sein kénnen, fiir 
welche statt des Dreieckssummensatzes der erweiterte Dreieckssummensatz 
gilt. Es kann also z. B. eine der gegebenen Pseudogeometrien auch die 
Hilbertsche Geometrie fiir den einen von zwei Geraden gebildeten Scheitel- 
winkelraum sein, trotz der Eigenart, die fiir die Geraden durch den Schnitt- 
punkt besteht. 

Als weitere Beispiele wahle ich etwa aus: 


1. Die Summe von zwei oder mehreren elliptischen Geometrien. Hier 
ergibt sich eine neue elliptische Pseudogeometrie mit starker Monodromie. 

2. Die Summe mehrerer parabolischer Geometrien mit euklidisch im 
Endlichen gelegenen absoluten Geraden. Hierdurch kénnen wir neue hyper- 
bolische Pseudogeometrien mit starker Monodromie gewinnen, bei denen 
bzw. ein Dreieck, Viereck usw. die absolute Kurve ist. 

3. Die Summe von mehreren elliptischen, hyperbolischen und para- 
bolischen Pseudogeometrien. Wir erkennen z. B.: Fiir jede konvexe Kurve 
gibt es beliebig viele verschiedene hyperbolische Pseudogeometrien mit 
starker Monodromie. 

4. Die Summe mehrerer Minkowskischer Geometrien, die alle etwa 
die euklidisch unendlich ferne Gerade als ihre absolute Kurve besitzen. 
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Die einfachste solche Minkowskische Geometrie ist ja die besondere para- 
bolische Geometrie, bei welcher die Eichkurve eine Ellipse ist. Die Fig. 21 
(mit den Konstanten c,—0,4 und 
c,= 0,2) gibt beispielsweise fiir die 
Summe zweier solcher parabolischer 
Geometrien mit den beiden Ellipsen 
als Eichkurven die kombinierte Eich- 
kurve an. Sind fiir die Abweichung p 
die euklidisch gemessenen Radien- 
vektoren der beiden gegebenen Eich- 
kurven fr, und ¢,, so ist der 
Radiusvektor der neuen Eichkurve 

















r=——i"!_. Die Gleichung der 
Co +e, T, 
neuen Eichkurve ist also, da 
oe ae a, -b, 
= fle) = Va! sin® » +b? cos* y 
t2=f,(¢) = S 








Va} sin*(¢ — g) + bf cos*(@ — yo) 
die Gleichungen der gegebenen Eichkurven sind, wo a,, 6, bzw. a,, b, die 
Halbachsen der Ellipsen bedeuten: 
fa 
tm apes —Ne). 

5. Die Summe einer Minkowskischen Geometrie ohne starke Mono- 
dromie und der hyperbolischen Geometrie oder der Hilbertschen Geometrie. 
Bei der neuen hyperbolischen Pseudogeometrie ohne starke Monodromie 
fallen beide absoluten Kurven zusammen (vgl. den Schlu8 des § 3). 


6. Es sei eine Pseudogeometrie ohne starke Monodromie gegeben. 
Wir wollen jetzt aber jeder Strecke AB des in Betracht kommenden 
Bereiches die neue Pseudolinge (AB)* zuordnen, die gleich der Summe 
der Pseudolingen (AB) und (BA) der gegebenen Pseudogeometrie ist. 
Die neue Pseudogeometrie besitzt dann die starke Monodromie. Als Bei- 
spiel wahle man einfach eine Minkowskische Geometrie ohne starke Mono- 
dromie als die gegebene Pseudogeometrie. Die neue Pseudogeometrie ist 
auch die Summe der Minkowskischen Geometrie mit der gegebenen Eich- 
kurve und der Minkowskischen Geometrie mit der um 180° gedrehten 
Eichkurve fiir c, =c, =1. 

7. Endlich wollen wir auch noch darauf hinweisen, da8 wir natiirlich 
auch unendlich viele kiirzeste Pseudogeometrien durch Addition zu einer 
neuen kiirzesten Pseudogeometrie vereinigen kénnen, wenn wir nur tiber 
45* 
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die Koeffizienten c; noch entsprechende Festsetzungen treffen. Sind z. B. 
in einem gegebenen Bereich, der fiir alle einzelnen Pseudogeometrien nur 
regulére Punkte enthalt, die gréBten Entfernungen der einzelnen Pseudo- 
geometrien gleich o;"", so erhalt man durch die genannte Addition eine 


neue kiirzeste Pseudogeometrie fiir diesen Bereich, wenn Seo mx endlich 
ist, ohne daB alle c; verschwinden. 


§ 5. 
Die speziellen geodatischen Pseudogeometrien. 


Es sei in der euklidischen Ebene wieder ein rechtwinkliges (7, y)- 
Koordinatensystem gegeben. Wir denken eine geoddtische Karte in der 
Ebene mit ihren Héhenkurven 
(Isohypsen), die indes zunichst 
alle parallel zur 2z-Achse sein 
sollen. Die z-Achse selbst kénnen 

wir als die Héhenkurve mit der 

zx Hohe, Kote, 0 ansehen. Uber der 
Karte kénnen wir uns leicht das 
zugehérige Gelinde selbst vor- 
stellen, das einen zur (y, h)-Ebene 
senkrechten Zylinder darstellt, wo 

Fig. 22. die zur (x, y)-Ebene senkrechte 
Koordinatenachse als h-Achse be- 

zeichnet sei. Ein Beispiel gibt die Fig. 22, in der noch der Querschnitt des 


Gelandes in der seitlich umgelegten (y, h)-Ebene dargestellt ist, die Kurve 
mit der Gleichung h=f(y) 


Fiir diese Funktion wird insbesondere wieder nicht vorausgesetzt, daB sie 
differenzierbar sei. 

Wir setzen weiter zunichst fest: Das Geldnde soll in der Richtung 
der positiven y-Achse stets stetig ansteigen (oder doch nicht abnehmen). 

Wir definieren nun: 

Die Pseudoldnge einer von dem Punkte A bis zum Punkte B durch- 
laujenen Strecke AB innerhalb der Karte soll jetzt durch die Formel 
a ie (AB) = |r, — -yl, 


wo h,,h, die Héhen der Punkte A, B bedeuten und auf der rechten Seite 
der absolute Betrag steht. 


Die Pseudoentfernung der Punkte A, B ist also stets auch gleich der 


Pseudoentfernung der FuBpunkte der von A, B auf die y-Achse gefillten 
Lote. Es ist hier auch die starke Monodromie erfiillt. 





A=fty) g 
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Ersichtlich gilt in dieser Geometrie stets fiir ein (insbesondere den 
unendlich fernen Punkt S der x-Achse nicht enthaltendes) Dreieck ABC 


des in Betracht kommenden Bereiches 
(AC) + (CB) > (AB), 
also der erweiterte Dreieckssummensatz. 
Die Kurve h=f(y) kann beispielsweise die 
Gestalt der Figuren 23a—f haben, also z. B. die Glei- 
chung: h=tgy, h=log(l+y), h= — bzw. 


fiir die Figurentypen 28a—c, h=«a Fr 7 z>0 
(gleichseitige Hyperbel) oder auch A =y* fiir den 


Figurentypus 23d, ferner 
h=tgy fir OS y<z, 
h=arctgy fir —-wsys0 

und iiberhaupt fiir das wiederholte Durchlaufen der 
y-Achse in negativer Richtung vom Punkte O aus 
fiir den Figurentypus 23e und h= +1—y1—~y? fir 
0<y<1 undh=—1+4y)1-—y? fir —1Sy<0 
fir den Figurentypus 23f. Von diesen Pseudogeometrien 
kénnen wir insbesondere die Pseudogeometrien der 
Typen der Figuren 23a, b hyperbolisch, die des Typus 
der Fig. 23c elliptisch, die des Typus der Fig. 23d 
parabolisch, die des Typus der Fig. 23e hyperbolisch- 
elliptisch nennen, wahrend wir die Pseudogeometrie 
des Typus 23f als eine beiderseits eingeschrinkte 
bezeichnen kénnen. 

Es sei noch hinzugefiigt, daB im Falle der 
Gleichung 


— 
h=a 5% (Fig. 284) 


die Pseudoentfernung zweier Punkte A,B der 
y-Achse rein geometrisch auch durch die Gleichung 


BA 
(AB) =«8- tae 


hh 





Fig. 23a. 


> 
> 








a 








gegeben wird, wo U der Punkt y= 6 ist und die euklidischen Strecken 


auf der rechten Seite absolut zu nehmen sind. 


In dem speziellen 


Falle h=«a-y, «>0, ist die geoditische Pseudogeometrie die spezielle 
Minkowskische Geometrie mit den zwei Parallelen zur z-Achse im Abstande 


der Pseudoeinheitslinge als Eichkurve. Die Gleichung h = ‘. log —-* Yx+y 


\x-y 
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(vgl. Fig. 2,8. 674) gibt hier den speziellen Fall der Hilbertschen Geometrie 
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fiir zwei Parallelgeraden als absolute Kurve. 

Diese erweitert kiirzesten Pseudogeo- 
metrien wollen wir als spezielle geoddtische 
Pseudogeometrien bezeichnen. Eine eigenartige 
singuldre Stellung nimmt bei diesen Pseudo- 
geometrien der euklidisch unendlich ferne 
Punkt S der z-Achse ein. Die Pseudoent- 
fernung eines beliebigen Punktes P in der 
positiven oder negativen Richtung der 
x-Achse bis zum Punkte S ist gleich 0; 
die Pseudoentfernung eines Punktes P bis 
zum Punkte Q einer anderen Héhenlinie bleibt 
aber unverindert, wenn der Punkt Q sich 
in der positiven oder negativen Richtung der 
a-Achse ins Unendliche bewegt. Die Pseudo- 
entfernung des singuliren Punktes S von sich 
selbst ist eben unbestimmt. 

Zu einer solcken speziellen geodiatischen 
Pseudogeometrie wollen wir nun eine beliebige 
bekannte kiirzeste Pseudogeometrie addiert 
denken. Die Summe beider Pseudogeometrien 
tst dann auch eine kiirzeste Pseudogeometrie, 
in der allerdings der unendlich ferne Punkt S 
der x-Achse seine singulare Stellung behilt. 
Natiirlich sind bei dieser Addition die ab- 
soluten Kurven der Addenden zu beachten. 
Man beachte z. B. die Addition der geo- 
datischen Pseudogeometrie des Typus der 
Fig. 23e und der euklidischen, der elliptischen 
oder der hyperbolischen Geometrie. Im ein- 
zelnen sei noch folgendes bemerkt: Man 
kann auch von jeder geoditischen Pseudo- 
geometrie nur ein Gebiet zwischen zwei 
Hohenlinien bei der Addition benutzen. 
Addieren wir z.B. die geoditische Pseudo- 
geometrie des Parallelstreifens, dessen Ge- 
raden die Koten «, 8 (wo >fB >a > —oo) 
haben mégen, zu der elliptischen Geometrie 


der ganzen Ebene, so gilt bei der kombinierten Pseudogeometrie der 
Dreieckssummensatz auch fiir alle solche Dreiecke ABC, welche den 





a 


> =i H Ll tS 
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euklidisch unendlich fernen singuléren Punkt § einschlieBen (vgl. beispiels- 
weise Fig. 24). 

Man kann natiirlich auch mehrere spezielle geoditische Pseudogeometrien 
mit kiirzesten Pseudogeometrien addieren und insbesondere noch vor der 
Addition auch jede geoditische Pseudogeometrie durch eine projektive 
Transformation umformen. Bei der projektiven Umformung der einzelnen 
geoditischen Pseudogeometrie haben wir uns zu denken, daB die (z, y)- 
Koordinaten eine projektive Transformation erleiden, in jedem trans- 
formierten Punkt aber dieselbe euklidische 
Senkrechte h errichtet wird, wie in dem 
alten Punkt. Die Endpunkte der Senkrechten 
bilden dann das neue geoditische Gelinde. 
Durch eine solche Trapformation gelangt 

J 
















Was 
onoef SEES 4 
S05 SRS 
dann der singulare Punk. jeder geoditischen SKY RSS 
— — ee eetetet AN KEES 
Pseudogeometrie im allgemeinen ins euklidisch ener NN os 
Endliche. So ist z.B. die Pseudogeometrie der ‘ Z 
Fig. 23d eine projektive Verallgemeinerung der 
einfachen Pseudogeometrie mit der Gleichung 
h=y, wobei diese Pseudogeometrie ja eine 
spezielle Minkowskische Geometrie ist. Ferner ergibt diese letzte Pseudo- 
geometrie nach einer bestimmten projektiven Umformung als _ geo- 


datisches Gelinde ein rechtwinkliges hyperbolisches Paraboloid, dessen 


- ist, wobei jetzt der singulire Punkt im Koordinaten- 


anfangspunkt gelegen ist und die positive Konstante c die Hohe des 
Punktes x = y =1 ist. Aus dem Gelinde der Fig. 23c mit der Gleichung 
h=c-arctgy ergibt sich bei bestimmter projektiver Umformung das 


Gelinde mit der Gleichung h = c- arc tg”, das eine gerade geschlossene 
Schraubenflache darstellt. 


Endlich kénnen wir auch noch solche geoditische Pseudogeometrien 
benutzen, deren Gelinde durch eine (windschiefe) geradlinige Fliche gegeben 
wird, deren Erzeugenden zur (x, y)-Ebene parallel sind, ohne da8 sie eine 
Senkrechte zur (x, y)-Ebene schneiden. Als Beispiele dieser Art seien 
genannt: das allgemeine hyperbolische Paraboloid in solcher Lage, daB 
die Erzeugenden zur (2, y)-Ebene parallel sind, also auch eine Erzeugende 
in der (x, y)-Ebene selbst gelegen ist. (Ein solches Paraboloid wird durch 
die Gleichung y = az-(x — Bz) gegeben, wo «, f positive Konstante sind 
und z=h ist.) Ferner: die gerade offene Schraubenflache mit zur (2, y)- 
Ebene senkrechter Achse, d. h. die Schraubenfliche, welche entsteht, wenn 
langs der Achse eine sie senkrecht kreuzende Gerade verschraubt wird. 
Endlich: die Fldche mit den Gleichungen 


Fig. 24. 


Gleichung h =c- 
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zr=r-cosp + o-sing, 
y=r-sing + Q-cosg, 
z=h=q-sng (q>0) 
mit den Parametern 0, y und den positiven Konstanten r,g. Diese 
Flache ergibt sich anschaulich am einfachsten, wenn man von einem Kreis- 
y zylinder um die z-Achse ausgeht, ihn 
yy h=0(p~0) durch eine beliebige Ebene durch die 





y-Achse in einer Ellipse schneidet und in 

allen Punkten der Ellipse die zur (2, y)- 

Ebene parallele Tangente des Zylinders 

zieht. Wenn man will, kann man sich von 

vornherein auf die ,Hialfte“ der Fliche 

fir 0 >0 beschrinken oder gar auf einen 

=0 Teil dieser Flache, etwa den Teil fiir 

Cd md x 0<~<% (Fig. 25). Auf diese geodiitische 

ies Pseudogeometrien und ihre Verwendung 

zum Aufbau kiirzester Pseudogeometrien wollen wir aber im einzelnen 
hier nicht weiter eingehen. 

Bei allen bisher betrachteten geodatischen Pseudogeometrien galt die 
starke Monodromie. Nun kénnen wir uns aber leicht auch solche geo- 
datische Pseudogeometrien bilden, bei denen die starke Monodromie nicht 
gilt. Hierzu fiihren uns zwei verschiedene Wege. Bei deren Besprechung 

h wollen wir uns aber auf solche geoditische Ge- 
lande beschriinken, die durch zur (y, h)-Ebene 
nfy) h~=f(y) senkrechte Zylinder dargestellt werden. 

Wir kénnen erstens fiir die Bewegurig eines 
Y Punktes auf einer beliebigen Geraden des be- 
trachteten Bereiches bei wachsenden bzw. ab- 
Fig. 26. nehmenden y-Werten verschiedene Querschnitts- 
kurven h=f(y) bzw. h=f*(y) fir die 
Zylinderflachen benutzen, wie die Fig.26 in einem einfachen Beispiel 
zeigt. Die Kurven sollen natiirlich wieder die Eigenschaft haben, daB 
ihre h-Ordinaten bei wachsenden bzw. abnehmenden Werten von y stetig 
zunehmen oder doch nicht abnehmen. Bei der einen oder anderen Be- 

wegung soll dann die durchlaufene Strecke AB stets die Pseudolinge 


(AB) =h, —h, 


haben, wo h,, 4, die Koten der Punkte A, B bei der einen oder anderen 
Kurve sind. Sind beide Querschnittskurven Geraden, so haben wir wieder 
eine spezielle Minkowskische Geometrie vor uns. 





hee 
(e-#) 
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Man erkennt leicht: 

Auch fiir diese geoddtischen Pseudogeometrien gilt der erweiterte 
Dreieckssummensatz fiir alle (den singuldren Punkt S nicht enthaltenden) 
Dreiecke des in Betracht kommenden Bereiches. 

Diese geodatischen Pseudogeometrien sind daher wie die friiheren bei 
der Addition mit kiirzesten Pseudogeometrien zu benutzen. Als ein Beispiel 
sei etwa die Pseudogeometrie genannt, die sich aus den geodiitischen 
Pseudogeometrien mit den Kurven (vgl. Fig. 23c) 


h=f(y) =«a-arctgy 


und 
h=f*(y) = —p-arctgy (a > B>0) 


und aus der elliptischen Geometrie zusammensetzt. 

Wir kénnen zweittens als Querschnitt des geoditischen Zylinders eine 
beliebige Kurve h = f(y) wiahlen, die also zwar stetig sein soll, aber bei 
wachsenden Werten y auch bald zu-, bald abnehmen soll (Fig. 27). Die 
Pseudolinge einer vom Punkte A bis zum 





Punkte B durchlaufenen Strecke AB eines ‘ 
solchen gegebenen Bereiches soll jetzt aber AS) 
durch die Formel gegeben sein 

(AB) =h,—h,, 0 >y 
wo h,,h, wieder die entsprechenden Koten der Be 
Punkte A,B bedeuten. Es ist dann im all- Fig. 27. 


gemeinen (AB)+(BA); auch kénnen die 

Strecken negative Pseudolingen haben. Jetzt gilt stets fiir ein (den 
singularen Punkt S nicht enthaltendes) Dreieck ABC des in Betracht 
kommenden Bereiches die Gleichung 


(AC) +(CB) =(AB). 


Wir setzen nun der Einfachheit halber fiir einen Augenblick voraus, da8 
die Kurve h = f(y) differenzierbar sei (ohne da8 der Differentialquotient 
f’(y) stetig zu sein braucht) und nehmen an, daB |/’(y)| in dem Be- 
reiche stets < C ist, wo C eine positive endliche Konstante ist. Nun sei 
z. B. zu einer solchen gegebenen geodatischen Pseudogeometrie die mit einer 
solchen Konstanten ¢ multiplizierte euklidische Geometrie addiert, daS 
nunmehr jede Strecke eine positive Pseudolinge in der kombinierten 
Pseudogeometrie erhalt. Dies ist der Fall, wenn c>C ist. Dann gilt in 
dieser kombinierten Pseudogeometrie der Dreieckssummensatz, aber nicht 
die starke Monodromie. 
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§ 6. 


Allgemeine geoditische Pseudogeometrien. 


Nunmehr wollen wir annehmen, da8 fiir einen Bereich eine beliebige 
geoddtische Karte mit ihren Hoéhenkurven gegeben sei. Das zugehdrige 
geoditische Gelande sei durch die Gleichung h = f(z, y) festgelegt, wo wir 
f(x,y) als eine stetige Funktion des Bereiches voraussetzen. Fiir diesen 
Bereich soll die allgemeine geoddtische Pseudogeometrie folgendermaSen 
bestimmt sein: Jede Strecke AB des Bereiches soll die Pseudolainge haben 

(AB) =h,—h,, 

wo h, und h, die Koten, Héhen, der Punkte A, B sind. Die Strecke AB 
hat also eine positive oder negative oder verschwindende Pseudolinge, je 
nachdem h,Zh, ist. Auch gilt nicht die starke Monodromie, vielmehr ist 
stets (AB)=-—(BA). (Man mag hier vielleicht an einen Radfahrer 
denken, fiir den bei einem Gelinde die auf die Karte bezogenen Wege bei 
der Hin- oder Riickfahrt auch nicht gleichwertig sind.) Fiir jedes Dreieck 
ABC im Innern des Bereiches gilt aber jetzt stets (AC) + (CB) =(AB), 
d.h. alle Wege von einem Punkte A bis zu einem anderen Punkte B in 
dem Bereiche sind einander pseudogleich. (Als Beispiele fiir solche geo- 
datische Karten in einem Bereiche denke man etwa auch an die jetzt in 
der projektiven Ebene gedeuteten Kurvennetze u = konst. bzw. v = konst. 
in der (x, y)-Ebene bei einer komplexen Funktion w = u-+iv = f(z) 
mit ihren mannigfaltigen Singularititen *).) 

Wir wollen nun zu einer solchen fiir einen beliebigen Bereich defi- 
nierten geoditischen Pseudogeometrie z. B. die mit einer positiven Kon- 
stanten ¢ multiplizierte euklidische Geometrie addieren. Wir setzen aber 


jetzt voraus, daB die gréBte Steigung x 





, wo dh der dem euklidischen 


Bogenelement ds entsprechende Auf- oder Abstieg ist, wieder < C ist, wo C 
eine positive endliche Konstante ist. Nun soll c >C sein. Dann erkennt 
man: In der kombinierten Pseudogeometrie sind jetzt alle Pseudolangen 
von Strecken positiv. (Insbesondere haben die Héhenkurven jetzt dieselbe 
Pseudolinge wie bei der iiberlagerten euklidischen Geometrie.) Fiir die 
kombinierte Pseudogeometrie gilt auch der Dreieckssummensatz; sie ist 
also eine kiirzeste Pseudogeometrie, und zwar eine solche ohne starke 
Monodromie. Als ein allgemeineres Beispiel sei noch das folgende erwahnt: 


Es sei als geodiatisches Gelande die Halbkugel h = +1 — x* — y® iiber dem 





*) Vgl. etwa die Modelle des reellen und imaginaren Teiles bestimmter kom- 
plexer Funktionen, die unter der Leitung von Herrn W. Dyck im Verlage der Firma 
Martin Schilling in Leipzig als Serie XIV erschienen sind. 














Geometrien mit den Geraden als den Kiirzesten. 695 


Einheitskreis gegeben und hierzu die mit der positiven Konstanten c multi- 
plizierte hyperbolische Geometrie mit dem Einheitskreis als absolute Kurve 
addiert. Obwohl hier keine endliche GréBe C existiert, sind doch in der 
kombinierten Pseudogeometrie alle Pseudolingen stets und nur positiv, 
wenn c> om gewahlt wird, wie man leicht nachrechnet (vgl. zum Beweise 
wieder die auf die Fig. 2 sich beziehende Betrachtung fiir x =1 und 
tgh— <1 oder «>0). Die kombinierte Pseudogeometrie ist eine kiir- 
zeste hyperbolische ohne siarke Monodromie mit nur einer absoluten 
Kurve. 

Denken wir den gegebenen Bereich jetzt von einer Héhenkurve be- 
grenzt (Fig. 28), so gilt in der geoditischen Pseudogeometrie iiberhaupt 
fiir jedes Dreieck ABC, auch wenn eine oder 
mehrere Ecken auferhalb des Bereiches liegen, 
der Satz: Die Summe der Pseudoldngen fiir 


die auf den Seiten AC und CB im Innern yy] y 


des Bereiches liegenden Strecken ist stets gleich 

der Pseudolénge der auf der Seite AB im tS) 
Innern des Bereiches liegenden Strecken. Wir 

kénnen also auch z. B. die mit einer hin- 

reichend groBen Konstanten c multiplizierte Fig. 28. 
euklidische Geometrie der ganzen Ebene zu der 

geodatischen Pseudogeometrie addiert denken. Die kombinierte Pseudo- 
geometrie ist wieder eine kiirzeste ohne starke Monodromie. 


Natiirlich kénnen wir ja statt der euklidischen Geometrie entsprechend 
auch einmal eine hyperbolische oder elliptische Geometrie hinzuaddieren. 
Besonderes Interesse bietet vor allem die entsprechende Addition einer 
geodatischen Pseudogeometrie fiir einen von einer Héhenkurve begrenzten 
Bereich mit einer elliptischen Geometrie, was, wie man sich leicht iiber- 
zeugt, stets so méglich ist, daB alle Strecken eine positive Pseudolinge 
bekommen: Die kombinierte Pseudogeometrie ist dann eine kiirzeste ellip- 
tische Pseudogeometrie ohne starke Monodromie (vgl. 8. 682). In ihr sind 
trotzdem alle vollen Geraden gleich lang. Durch die auch stets in brauchbarer 
Weise mégliche Addition der hyperbolischen Geometrie mit einer allgemeinen 
geodatischen Pseudogeometrie, deren Bereich vielleicht den absoluten Kegel- 
schnitt enthalt oder von einer Héhenkurve begrenzt wird und ganz inner- 
halb des absoluten Kegelschnittes liegt oder von zwei innerhalb des ab- 
soluten Kegelschnittes verlaufenden Bogen von Héhenkurven und im iibrigen 
von dem absoluten Kegelschnitt selbst begrenzt wird, gewinnen wir wieder 
eine hyperbolische Pseudogeometrie ohne starke Monodromie und mit nur 
einer absoluten Kurve. 
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Wir kénnen selbstverstindlich auch zuniachst fiir die ganze projektive 
Ebene eine geoditische Karte aufstellen oder auch mehrere geodiitische 
Karten fiir einzelne von Héhenkurven begrenzte Bereiche, eventuell auch 
fiir ringférmige, von zwei Héhenkurven begrenzte Bereiche (wobei wir auch 
das Innere der inneren Héhenkurve als ein gleich hohes Plateau ansehen 
kénnen), und dann erst eine oder mehrere geeignete kiirzeste Pseudo- 
geometrien zu der geoditischen Pseudogeometrie addieren®). (Ein einfaches 
Beispiel einer geoditischen Karte der ganzen Ebene mag etwa dadurch 
gegeben sein, daB die Kreise um den Koordinatenanfangspunkt die Héhen- 
kurven sind und die Koten r fiir 0<r<1 und ~ fiir 1 <r <co besitzen, 
wo r der Radius der Kreise ist. Oder aber wir denken an ein iiber die 
ganze Ebene ausgebreitetes Geliinde, welches radial vom Anfangspunkt 
aus ,wellenartig“ gestaltet ist.) 

Wir kénnen uns nun aber auch noch folgende Erweiterung unserer 
bisherigen Betrachtung denken: 

Wir wollen einmal zu einer geoditischen Pseudogeometrie innerhalb 
eines gegebenen Bereiches die mit einer Konstanten c multiplizierte eukli- 
dische Geometrie addiert denken, wo jetzt c<€ ist und C eine wirklich 
erreichte Steigung bedeutet und diese GréBe auch nicht mehr endlich zu 
sein braucht, wobei jedoch das Gelinde dabei nicht in einer endlichen 
Strecke senkrecht ansteigt. Dann wird die kombinierte Pseudogeometrie 
zwar auch eine kiirzeste sein, doch werden jetzt auch negative und ver- 
schwindende Pseudolangen zugelassen sein. 

Ferner sei noch bemerkt: Bisher haben wir uns ja auf Bereiche be- 
schrankt, in denen nur regulare Punkte liegen. Natiirlich kénnen wir jetzt 
auch bei der Ausdehnung dieser Bereiche etwa solche singuliren Punkte 
zulassen, wie wir solche im § 4 besprochen haben, d.h. das geoditische 
Gelande kann auch senkrecht ansteigende Teile haben, eventuell nur in 
einem einzigen Punkte. Man denke sich beispielsweise ein Gelinde, das im 
Innern eines Kreises die Héhe 0, im AuSern die Héhe 1 besitzt, lings des 
Kreises also senkrecht ansteigt, und addiere zu der zugehérigen geodatischen 
Pseudogeometrie die euklidische Geometrie der ganzen Ebene. 


§ 7. 
Gebrochene Linien der Ebene als kiirzeste Linien. 
Wir kénnen weiter auch an ein iiberhingendes geoditisches Gelinde 
denken, zB. an ein zylindrisches Gelinde mit dem in der Fig. 29 oder 30 
gegebenen Querschnitt. Im letzteren Falle z.B. haben wir uns die geo- 


*) Wer mit der Arbeit des Herrn Hamel vertraut ist, wird auch unschwer 
unsere Betrachtungen mit jenen in Verbindung bringen kénnen. 
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ditische Karte mit einer Falte lings den den Punkten S,, S, entsprechen- 
den Abszissenlinien versehen zu denken (,,plissierte“ Karte, allgemeiner: 
eine Karte mit beliebigen Falten oder Taschen). Bei unserem Beispiel 
wollen wir uns die Karte einfach in eine schlichte Ebene ausgezogen, 
auseinandergefaltet denken aA 
Fig. 31). Dann erkennt a 
oa leicht: Auch jetzt gilt, * Aft) »SLa) 
daB fiir jedes Dreieck A BC 
der urspriinglichen Karte in 


einem durch zwei A bszissen- 5 y nM, 
linien begrenzten Streifen 

(AC) + (CB) =(AB) ist, 

ja, da8 iiberhaupt jeder Fig. 29. Fig. 30. 
Weg vom Punkte A nach 

dem Punkte B dieselbe Pseudolinge in der geoditischen Pseudogeometrie 
besitzt (vgl. die Fig. 31 fiir den mitsamt einem Dreieck ABC auseinander- 
gefalteten Streifen ). 

Lassen wir andererseits etwa auch einmal die euklidische Geometrie in 
der mit einer solchen Falte plissierten Ebene gelten, so ist die kiirzeste Ver- 
bindungslinie der Punkte A, B, die zu- 
gleich oberhalb bzw. unterhalb der zu 
dem Punkte S, bzw. S, gehdrenden 
Abszissenlinie in der gegebenen Ebene 
liegen, in der auseinandergefalteten Ebene 
der Fig. 31 die gestrichelte Strecke AB 
selbst, die beim Zusammenfalten eine ge- 
brochene Linie ergibt. Bet der kombinierten 
Pseudogeometrie, die durch Addition der 
euklidischen Geometrie und der geoddati- WS 
schen Pseudogeometrie sich ergibt, ist dann Fig. 81. 
dieselbe gebrochene Linte wie soeben kiir- 
zeste Linie. Die einzelnen Strecken der gebrochenen Linie fallen nur dann in die- 
selbe Gerade, wenn die Punkte A, B auf derselben Ordinatenlinie liegen. Die ein- 
zelnen Strecken bilden aber stets paarweise gleiche Winkel mit der Kante des 
Streifens, in der sie zusammenstoBen (vgl. die Anschauung, daB dieser kiirzeste 
Weg ein Lichtstrahl von A nach B ist, der an den Kanten der Falte gespiegelt 
wird ). Ein anderes Beispiel sei noch durch die Gleichung h = f(y) = + Y1—y? 
gegeben (Fig. 32a), wenn wir wieder zu dieser geoditischen Pseudogeometrie 
etwa die euklidische Geometrie fiir den dreifach oder auch 5-, 7-, (n +-1)-fach 
tiberdeckten Streifen der (x, y)-Ebene (entsprechend dem ein- oder mehr- 
maligen Umlaufen des Kreises der Fig. 32a) hinzunehmen. Wenn die 
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Punkte A, B nicht derselben Bedeckung des Streifens angehéren (Fig. 32b), 
so besteht ihre kiirzeste Verbindungslinie wieder aus der Aneinanderrethung 
von Strecken, aus einer an den begrenzenden Geraden gebrochenen Linie. 

Ferner sei noch die Aufgabe genannt: Gegeben sei die Ebene mit 
einer Falte, die von zwei Kreisbogen k, und k, mit den Mittelpunkten M,, M, 


h bf 
J 
2 x 
y 
5, 


Fig. 82a. Fig. 32b. 


begrenzt sei, wie die Fig. 33 zeigt. Es soll der kiirzeste Weg bei Annahme der 
euklidischen Geometrie zwischen zwei Punkten A, B analytisch und graphisch 
bestimmt werden, wenn die euklidische Strecke AB die Falte durchschneidet. 
B Wir wollen uns einmal auf den Fall 
beschrinken, daB der Punkt A innerhalb 
des Kreises um M, und der Punkt B 
innerhalb des Kreises um M, gelegen 
ist, doch weder A mit M, noch B mit M, 
zusammenfallt, wie in der Fig. 33. Ist 
dann F ein beliebiger Punkt des Bogens k,, 

so wollen wir zunichst die Frage be- 
antworten: Welches ist der kiirzeste Weg, 
der von dem Punkte A tiber einen Punkt 
des Bogens k, nach dem Punkte F fiihrt? 

Es seien zunachst die Punkte A und 

F voneinander verschieden; auch mégen 

sie nicht symmetrisch zu der Senkrechten 
von M, auf AF liegen. Unter allen 
Ellipsen mit denselben Brennpunkten A, F gibt es dann stets und 
nur eine, welche innerhalb des Kreises um M, liegt und ihn in einem 
Punkte EZ beriihrt. Liegt der Punkt Z auf dem Bogen k,, so ist AZ+ EF 
der gesuchte kiirzeste Weg, dessen beide Strecken auch gleiche Winkel 
mit der Tangente im Punkte Z bilden. Liegt der Punkt Z nicht auf dem 
Kreisbogen k,, so ist AT’+7F oder AS+ SF der kiirzeste Weg. Be- 
achten wit weiter auch die Méglichkeiten, daB die Punkte A und F 2u- 
sammenfallen oder symmetrisch zu dem Lote von M, auf AF liegen, so 
ergibt sich allgemein: Fiir jeden Punkt F des Bogens k, gibt es einen 
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oder zwei solche, dann aber einander gleiche kiirzeste Wege. Es gilt dann, 
denjenigen Punkt F zu bestimmen, da8 bei Hinzufiigen der Strecke FB 
der gesamte Weg ein kiirzester Weg ist. Wir wollen uns mit diesen Aus- 
fiihrungen zur Lésung der gestellten obigen Aufgabe hier begniigen. In 
der Fig. 33 ist ein solcher kiirzester Weg AE*F*B eingezeichnet; er bildet 
je gleiche Winkel mit den Tangenten der Kreisbogen in Z* und F". 
Endlich sei noch folgendes Beispiel angefiihrt: Es sei ein zur x-Achse 
parallel orientiertes prismatisches Gelinde gegeben, dessen Querschnitt lings 
der y-Achse durch die Fig. 34a gegeben sei. Die Fig. 34b sei der GrundriB 
der Fig. 34a in der (2, y)-Ebene. In dieser 
mége nun folgende Pseudogeometrie gelten: 
AuBerhalb des schraffierten Streifens soll die 
euklidische Geometrie gelten. Eine Strecke PQ 
in dem schraffierten Streifen soll jedoch die 
Pseudolange besitzen, die gleich der entsprechen- 
den Strecke des ansteigenden Gelindes ist. Es soll nun die kiirzeste Linie 
z. B. zwischen zwei Punkten A, B bestimmt werden, die auf verschiedenen 
Seiten des Streifens liegen. Die Lésung ergibt sich sofort, wenn wir das 
iiber der (x, y)-Ebene sich erhebende prismatische Geliinde mitsamt den 
entsprechenden auf ihm liegenden Punk- y t B 





ten A,B in eine Ebene auseinander- 
ziehen, die erhaltenen Punkte A*, B* dann 5 
geradlinig verbinden und diese Verbin- WS 
dungslinie als eine gebrochene Linie in NS 
die (x, y)-Ebene iibertragen. Das Re- 4 
sultat ist in die Fig. 34b eingezeichnet, 
woselbst die mit  bezeichneten Winkel 
einander gleich sind. Man iibersieht so- Fig. 34b. 
gleich, in wie mannigfacher Weise diese 
Aufgabe sich abandern und verallgemeinern la8t'°). Es ist gewi8 auch inter- 
essant, in den letzten Beispielen das ,,Strahlenbiischel“ aller von einem Punkte A 
ausgehenden kiirzesten Linien zu betrachten, z. B. in der Pseudogeometrie der 
Fig. 33 das Strahlenbiischel, das vom Punkte A=S der Figur ausgeht. 
Wie alle unsere Betrachtungen sich auch auf den Raum iibertragen 
lassen, wollen wir hier nicht weiter ausfiihren. 











0) Wir haben hier den engsten Anschlu8 an meine Arbeit gewonnen: Konstruktion 
kiirzester Wege in einem Gelande, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mechanik 8 (1928), S. 45. 


(Eingegangen am 28. 8. 1930.) 
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Das fiir zahlreiche Anwendungen — z. B. Diffusion und Warmeleitung — 
wichtige und auch an sich interessante Problem der Irrfahrt kann in seiner 
einfachsten Form folgendermaSen formuliert werden. Eine Substanzmenge, 
die wir uns mit der anfanglichen Dichte w(x, y) tiber der Ebene ausge- 
breitet denken, sei einem Austauschproze8 unterworfen, wobei die in einem 
Punkt konzentrierte Substanz sich —.etwa in der Zeiteinheit — gleich- 
maBig auf einen Kreis vom Radius / (mittlere Weglinge) um diesen Punkt 
verteilt. Gefragt wird nach der Dichte w(z,y;n) als Funktion des Ortes 
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und der Anzahl n der Austauschvorginge von jeweils der Schrittlinge 1. 
Ist speziell die Substanz am Anfang in einem Punkt konzentriert, so . 
handelt es sich um das eigentliche Irrfahrtenproblem: Ein Partikel unter- 
nimmt von diesem Punkt als Ausgangsort einen polygonalen Irrweg, bei 
dem jede Seite die Lange / besitzt und jede Richtung gleichwahrschein- 
lich ist. Welches ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 das Partikel nach 
n Schritten in einen bestimmten Bereich der Ebene hineingelangt? 

Dieses von Pearson zuerst aufgestellte und von anderen Autoren’) 
auf verschiedene Weise behandelte Problem erfaihrt eine bemerkenswerte 
Modifikation, wenn dem umherirrenden Partikel bzw. der dem obigen Aus- 
tauschprozeB unterworfenen Substanz Randbedingungen auferlegt werden. 
Auf die Bedeutung zweier Sonderfille solcher Randbedingungen ist zuerst 
von R. Courant hingewiesen worden*): Entweder soll das Partikel, wenn es 
an den Rand eines geschlossenen Gebietes trifft, dort reflektiert — etwa 
nach dem Reflexionsgesetz — oder aber absorbiert werden, so da8 in diesem 
Falle die Irrfahrt am Rande endigt. 

Schon in klassischen Untersuchungen zur Theorie der Diffusion und 
Warmeleitung ist der Zusammenhang der fiir das Irrfahrtenproblem maB- 
gebenden Funktionalgleichung mit der Potential- bzw. Warmeleitungsgleichung 
aufgezeigt und zur Lésung von Diffusionsproblemen benutzt worden. In 
der Tat gehen die Funktionalgleichungen der Irrfahrt im Limes /—0 in 
partielle Differentialgleichungen iiber. Vom mathematischen Standpunkte 
aus bedarf die Tatsache, daB dabei auch die Lésungen des Irrfahrten- 
problems gegen die Lésungen des entsprechenden Differentialgleichungs- 
problems konvergieren — so da® also die letzteren als asymptotische 
Lésungen des Irrfahrtenproblems angesehen werden kénnen — einer Be- 
griindung. Im Falle der Irrfahrt in einem Gitternetz, wobei dem Partikel 
fiir seine Schritte nur die vier Achsenrichtungen zur Verfiigung stehen, ist 
diese Theorie in der unter *) zitierten Arbeit entwickelt worden. 

In der vorliegenden Abhandlung, die sich an die Probleme und Be- 
grifisbildungen der obigen Arbeit anschlieBt und auf Anregung von Herrn 
R. Courant entstanden ist, wird eine Behandlung des allgemeinen Irr- 





1) Lord Rayleigh, On the resultant of a large number of vibrations of the same 
pitch and of arbitrary phase. Phil. Mag. 10 (1880), pp. 73—78; Scient. Papers 1, p. 491. 
Kluyver, Proceedings of Royal Acad. Amsterdam 8 (1905), pp. 341—350. 

Lord Rayleigh, On the Problem of Random Vibrations and of Random Flights 
in one, two or three Dimensions. Phil. Mag. 87 (1919), pp. 321—347; Scient. Papers 
6, p. 604. 

G. Pélya, Wahrscheinlichkeitstheoretisches tiber die Irrfahrt, Mitt. der phys. 
Ges. Ziirich 19 (1919). 

*) Courant, Friedrichs, Lewy, Uber die partiellen Differenzengleichungen der 
mathematischen Physik, Math. Annalen 100. 

Mathematische Annalen, 104. 46 
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fahrtenproblems ohne Richtungsbeschriankung durchgefiihrt. Das Haupt- 
ziel ist dabei der Grenziibergang von der Lésung des Irrfahrtenproblems 
zur Lésung der Randwertaufgabe der Potentialtheorie. Vorher jedoch werden 
wir uns einen Einblick in die Theorie der allgemeinen Funktionalgleichung 
des Irrfahrtenproblems verschaffen und die weitgehende Analogie mit der 
klassischen Theorie der Potentialgleichung erkennen. 


I. Die Irrfahrt ohne Richtungsbeschrankung. 
§ 1. 
Genauere Formulierung des Problems. 


Wir formulieren die Aufgabe zunachst fiir eine Irrfahrt von allge- 
meinerem Typus, indem wir die Voraussetzung, daB das Partikel nur gleich- 
groBe Schritte ausfiihrt, fallen lassen. Die Substanzmenge, die bei einer 
einmaligen Ausbreitung der Substanz w(z,y) von einem Bereich w, zu 
einem Bereich w, gelangt, sei durch das Integral 


ffdxdy Jf K(E,n;2,y)w(E,n)dédn 


gegeben, wobei K(z,y;&,7) eine vorgegebene stiickweise stetige Funktion 
ist, die den Bedingungen 
K>0 und ff K(z,y;¢,n)d&dy=1 


geniigt. Dabei ist das Integral als Gebietsintegral iiber die ganze ¢, »- Ebene 
aufzufassen. Die sich nach einer n-maligen solchen Ausbreitung ergebende 
Dichte w(z,y;n) laBt sich sodann auf Grund der Rekursionsformel 


(1) w(z,ysm +1) = Jf K(E,9; 2,y) (Emin) dé dy 
aus der Anfangsverteilung ermitteln. Wir erhalten 
w(x, yim) = Sf K,(8.n5 2,y)(.n)dédn, 
wobei mit K,(z,y;&,) der ,n-te iterierte Kern“ 
if GS << ST K (9564544) K (8455840 ty) oo K (Oyo bys.) dy ds, dt,...ds, dt, 


bezeichnet ist. 

Wir kénnen die Rekursionsformel (1) auch als Funktionalgleichung 
fiir die Funktion w(z,y;n) auffassen. Die Aufgabe ist alsdann, Lésungen 
von (1) zu bestimmen, die fiir n—0 mit einer vorgegebenen Funktion 
w‘2x,y) tibereinstimmen. 





K (: 
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Um das zugehérige Irrfahrtenproblem zu behandeln, bei dem die Wahr- 
scheinlichkeit eines einzelnen geradlinigen Schrittes vom Punkte z,y zum 
Punkte &,7 durch die Funktion K(x,y;&,) charakterisiert wird, legen 
wir die Anfangsverteilung 


oy [oleae bn) = Zye fir (@—8)*+(y— a) <0", 


w(z.y36y)= 0, » (—€)*+(y—n)*>o? 


zugrunde und lassen sodann 6 gegen Null konvergieren; es ergeben sich 
im Limes die iterierten Kerne K,(x,y;¢,7), 80 daB die Wahrscheinlich- 
keit, in m Schritten vom Punkte z,y in einen Bereich w zu gelangen, 
durch das Integral 
SS Ke; ,9)dédn 

gegeben wird. 

Die Funktionalgleichung fiir die Irrfahrt bei fester Schrittlinge / er- 
halten wir nun durch einen Grenziibergang. 

Wir setzen 


innerhalb des Kreisringes (J — e)*< (a — &)*+ (y—1n)*<(l+e 


1 
Klesitd pa : ; 
0 auBerhalb , " (l— e)*’<(x—£&)*+(y—n)*<(l+e 


Ist die Ausgangsfunktion w(z,y) stiickweise stetig, so konvergieren 
die Funktionen w,(z,y;n), die der Gleichung 


l+e 
w,(z,y;n+1) \= ante J J w(2+ reese, y+ sing) dp dr 


0 


geniigen, mit «—+0 gegen die entsprechenden Lésungen der Gleichung 


22 


(2) w(2,ysm+1) =a [w(x + loosg, y + lsing,n) dy 
0 


oder abgekiirzt geschrieben 


w(z,y;n+1)= 7 [fw (x,y; n)do. 
0 
Es ist einleuchtend, da unser Irrfahrtenproblem einem Anfangswertproblem 
dieser Funktionalgleichung entspricht. 

Die Funktionalgleichung (2) erfahrt im Falle der Irrfahrt in einem 
Gebiet mit absorbierendem Rand eine Modifikation, indem in der Nahe 
des Randes die Integration nur iiber den Teil des Kreises um z,y aus- 
zudehnen ist, der noch in @ liegt. Dies lauft offenbar darauf hinaus 
46* 
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Lésungen der Gleichung (2) zu bestimmen, die in einem Randstreifen der 
Breite 1 *) identisch verschwinden. 

Wir werden so auf die allgemeinere Randwert-Anfangswertaufgabe ge- 
fihrt, Lésungen von (2) zu ermitteln, die am Rande R bei jedem n vor- 
geschriebene Werte annehmen und fiir n = 0 mit einer 
vorgegebenen Funktion iibereinstimmen. Auf dem 
Rande R soll also die Substanzverteilung ungedndert 
bleiben — jede von G@ nach R gelangende Substanz 
wird sofort abgefiihrt und jede von FR nach @ ein- 
tretende Substanz sofort ersetzt. 

Im Innern von G@ entsteht sodann eine Folge von 
Verteilungen w(z, y;n), die — das werden wir beweisen — konvergiert. 
Die Grenzfunktion u(z,y) ist unabhingig von der Ausgangsfunktion und 
geniigt der Funktionalgleichung 





2x 
‘ 1 a 
u(z,y) =; {@(2,y)dg 
0 
oder, wenn wir das Symbol 
2x 
1 . 
Ou=ir{J adg — 2au} 


einfiihren, der Gleichung ©u = 0; sie lést das entsprechende Randwert- 
problem dieser Gleichung. 


§ 2. 
Die Irrfahrt im unbeschrinkten Gebiet. 


Wenn die Irrfahrt eines Partikels keinerlei Randbedingungen unter- 
worfen wird, so lassen sich die betreffenden Wahrscheinlichkeiten explizit 
darstellen. Obwohl diese sogenannte Pearsonsche Aufgabe (vgl. 8.701) be- 
reits mehrfach behandelt worden ist, soll hier eine neue Ableitung durch- 
gefiihrt werden, die neben ihrer Einfachheit den Vorteil bietet, sich auf 
allgemeinere Probleme dieser Art iibertragen zu lassen. 

Wir versuchen durch den Ansatz 


w(z,y;n) = u(z,y) y(n) 
spezielle Lésungen der Gleichung (2) zu gewinnen. Ist 4 ein Eigenwert 
und w(z,y) eine zugehdérige Eigenfunktion der Gleichung 


du(z,y)= 7 | a(z,y) ag. 


*) Ein solcher Randstreifen R besteht aus Randpunkten und allen duSeren 
Punkten von G, die von G einen Abstand kleiner als / besitzen. 
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so ist A"u(z,y) eime Lésung der gewiinschten Form. Da nun jede Ex- 
ponentialfunktion e***+ fiir den Eigenwert 


22 
A(s, t)= Z| etuomertsine) dy = Jt Vs*+ ¢*) 
0 


diese Gleichung lést, so erhalten wir als spezielle Lésungen von Gleichung (2) 
die Funktionen 

Jt (Le® pA?) ebeattnn 
Hierbei ist J,(x) die nullte Besselsche Funktion. Auf Grund des linearen 
Charakters von (2) ergeben sich durch Superposition allgemeinere Lésungen, 
z. B. bei beliebigem A(s,t) in der Form 


Sf A(s,t) Jo (Lys? + 0) ete*+» de dt, 


falls das Integral konvergiert. In unserer Aufgabe miissen wir A(s,?) so 

zu bestimmen suchen, da jenes Integral fiir n —0 die Anfangsverteilung 

w (x, y) darstellt. Die Anwendung des Fourierschen Integraltheorems‘) ergibt 
A(8,t) = aI w(z, y)e-t2+ dady 

und daher i 

(3) w(a,y;n )= aa ffes (ya? +H) deat { w(&,n) ef#@-8+8to-m dédn. 


Setzen wir insbesondere 


w(z,y)= 





1 = 2 2 2 
a fir 2° +y <d'~, 


(*) deiaiss ee enh 
Y) on — y ' 
w(z,y)= 0, » 2 +y*>d*, 


so finden wir fiir A(s,¢) den Ausdruck 


1 J,(od 
A(ed)= 55 e®, e= ys? +2°; 


hier ist J,{z) die erste Besselsche Funktion. Fiihren wir nunmehr in der 
sich fiir w(2, y;) ergebenden Darstellung 





Sf J8(ol) A(od) et@2+0 dedt 


*) Die Anwendung dieses Theorems ist u. a. dann erlaubt, wenn w(z,y) im 
Innern eines endlichen Bereiches stiickweise glatt ist und auBerhalb dieses Bereiches 
verschwindet. 
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Polarkoordinaten 
z=rcos?, 8s =—ocosa, 
y=rsnd, t=—osine 


ein, so folgt nach einigen Umformungen 
(4) w,(x,y;n) = 22 J oJt'(ol) A(od)J(or) de. 
0 


Bei dem Grenziibergang 5--0 konvergiert A(o4) fiir jedes feste 9 gegen 
den Wert ,).. Fir n => 2 konvergiert auch die Darstellung (4) und zwar 


42*° 


gegen das Integral 
(5) w(x, y;n) = P| e4(0l) 1 (or) de. 
0 


In Ubereinstimmung mit dem von Kluyver und Lord Rayleigh ge- 
fundenen Resultat ist w(x, y;n)dxdy die Wahrscheinlichkeit, bei einer 
vom Nullpunkt ausgehenden Irrfahrt in nm Schritten zu einem Flachen- 
element dzdy um den Punkt z, y zu gelangen. 

Wir betrachten anschlieBend die Summe 

A(2, y;n) = w(x, y;0)+...+ w(a, y;n), 
die man — multipliziert mit drdy — als die mathematische Hoffnung 
bezeichnet, im Verlauf von n Schritten einmal das Flachenelement dzdy 
zu erreichen. Bei dem AustauschprozeB einer Substanz bedeutet diese 
Summe die gesamte Substanzmenge, die im Verlauf von n Schritten das 
Flachenelement passiert. 
Zwecks spiterer Verwendung wollen wir fiir die spezielle Anfangs- 


verteilung (*) die sich aus (4) ergebende Darstellung der mathematischen 
Hoffnung 


re 1—J;**" ol) 
H(z, y;n) = 22 | o° 5 "© 4(0) d,(0r) de 
0 





auf ihr Verhalten bei dem Grenziibergang n-—+0co untersuchen. Man er- 
kennt leicht, daB H(z, y;n) bei wachsendem n iiber alle Grenzen wiichst. 
Bilden wir jedoch fiir irgend zwei von 0,0 verschiedene Punkte — etwa 
fiir die Punkte (x, y) und (0, 1) — die Differenz H(z, y;n) — H(0,1;n), 
so entsteht eine konvergente Folge 


hs(1, n) = H(z, y;n) — H(0, 13m) = 22 [ 2429) (or) — dy(o)) de 
0 


@A(ed) yn+1 } 
— 20 fen 0 (et)(J,(er) — J,(e)) de. 
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Denn hier strebt das zweite Integral mit wachsendem n gleichmaBig in 
r <r, gegen Null. Wir erhalten also als Summe der fiir r < r, gleichmabig 
konvergenten Reihe 


S (wie, y; ») — w(0, 1; »)) 
den Ausdruck 


. A(od 
(6) h,(r) =22 iF g NEATH) TST (J,(or) — J,(@)) do. 
Wenden wir auf diese Summe den Operator © an, so folgt 


P?Oh,(r) = Po 3 (w(z, y;”) —w(0,1,%)) = SOw(z, y;¥), 
also wegen , ‘ 
VP? Ow(z2, y; 7) =2a(w(2, y;»+1) — w(z, y; »)) 
(7) P?Oh,(r) = — 22 w(z, y; 0). 
Dies bedeutet genauer 


5 1 . 
g, 04") = -—> fiir r<od, 
(8) Pa See 
226" 
= 0 ’ ” r>d. 


Da die Funktionen 
w(x, y;0), w(x, y; 1), ..., w(2, y; m — 1) 


fiir r >(m—1)1+ 6 verschwinden, kann H(2, y;) auch durch die Summe 


H(x,y;n)= Sw(z, y;”) (m Sn) 


dargestellt werden. Die Funktion h,(r) wird also — wenn rund 1 gréBer 
als mi angenommen wird — auch durch das Integral 





A(od , 
(9) hy(r) = 2 fi 2A(0) J(01) (Igor) — Jo(e)) do 
bestimmt. 
Nunmehr lassen wir 6 gegen Null konvergieren. Die Funktion A(o 4) 
strebt dabei fiir jedes 9 gegen rai wahlen wir m hinreichend groB 


— z.B. m>4 —, so konvergiert auch das Integral (9) gleichmaBig fiir 
jedes r > ml gegen den Ausdruck 


(10) h(r) = 5 =) Tce Wler) — (eae. 
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Diese Funktion A(r) geniigt fiir jedes r > 4/ der Gleichung Oh = 0; 
wir bezeichnen sie aus spiter zu ersehenden Griinden als Grundlésung der 
Gleichung ©u = 0. 

Wir bemerken noch, daB f(r) bei hinreichend groBem r beliebig oft 
differenzierbar ist. Die Existenz der ersten Ableitung ist bereits fiir m > 6, 
also fiir r > 61 gewiahrieistet. Denn das Integral (10) ist fir r>4/ und 
das durch formales Differenzieren gewonnene Integral 


e* Jo"(el) 
2, fReE a (er) de 


fiir m > 6, also fiir r > 61, gleichmaBig konvergent. Nach einem bekannten 
Satz ergibt sich daher fiir r > 6/ 








(11) '(r) = + JPAehatende 

und fiir r>8/ 

(12) a (rag [ee net ha” (or)do 
0 

usw. 


In analoger Weise laBt sich die riumliche Gleichung 
, 1 
w(z,y,2;n+1)= in| [w(e, y,2z;n)dw 
behandeln — das Integral ist hier iiber die Kinheitskugel um den Punkt z, y,z 
zu erstrecken, wahrend #(z, y,z;n) zur Abkiirzung fir 
w(z+la,y+lb,z+1c), a®+b*+c?=—1 
geschrieben ist. Durch den Produktansatz 
w(x, y, 2;n) = u(z, y, 2) y(n) 
werden wir auf die speziellen Lésungen 
ete at + Bt+y F) eilaz+fytyz2) 


tVa*+pr+y? 
gefiihrt, die von den drei Parametern «,f,y abhangig sind. Bei der 
Ausgangsfunktion 


(**) te 1.9) = fir 2*+y*+2* < 8", 
w(z,y,z)= OO, n w*+ty*?+2*>* 
ergibt sich fiir die Verteilung nach nm Schritten 


(13) mg(2, 25 0) = 4 fo (S224)'A (0) sin or do, 
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wobei 





a ES sin (0 d)—edcosod 
hee NT) 


ist. Lassen wir nun d gegen Null konvergieren, so gilt bei jedem festen 0: 
A(od)—> —~ und fiir n>2 
8x* 


1 inol\". 
(14) w (2, y,2;n) = a5 | 0(Se") sinordo 
v 


— wiederum in Ubereinstimmung mit dem Resultat von Kluyver und 
Lord Rayleigh. 

Die Summe der ersten n Verteilungen w,(z, y,z;¥”) fiihrt hier im 
Gegensatz zu den Ergebnissen in der Ebene direkt zu einer konvergenten 
Folge. Denn in der Gleichung 


@ @o 
4x f{ eA(ed) . 4x ( 9A(o5) /sinol\"** . 
{ ° ated ein ht wes . ee 
A(2z,y,2;n)= = [-24isersiner de : 24a a ) sinordo 
0 el 0 el 


konvergiert das zweite Integral mit wachsendem n gleichmaBig in r gegen 
Null. Im Limes n— oo ergibt sich 


@ 


. 4 Mee) . 
(15) A(z, y,z) =2 (2, y,2;”)= Fe Aiorsiner de 


0 el 
und damit in der Form H(z, y,z)dxdydz die gesamte Substanzmenge, 
die ein Raumelement dxdydz passiert. Die Funktion H(z, y,z) = h,(r) 
geniigt dabei der Gleichung 


1? 
(16) 7, 0% (r) = —w(z, y, 2; 0) 
oder genauer 

a a 
iz 02 eee r<o, 
(16’) ee ” r= 
825°’ ’ 
= 0 , ” r> 6. 


Beachten wir nun, daB die Funktionen w(z, y,z;0)...w(z, y,z,m— 1) 
verschwinden, wenn r > (m— 1)1+-64 ist, so folgt genau wie im ebenen 
Fall, daB h,(r) auch in der Form 


‘ 4 r A(ed i 1 
(17) hy(r) = “= | 2400) (ee 


0 ef 


"sin orde 


dargestellt werden kann. 
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Ist m > 3, also r> 31, so laBt sich der Grenziibergang 6—-0 unter 
dem Integralzeichen ausfiihren. Fiir die mathematische Hoffnung h(r) des 
Irrfahrtenproblems ergibt sich sodann der Ausdruck 


- on 
1 (sin £7) : 
0 ol 


Auch hier fiigen wir noch die Bemerkung hinzu, daB h(r) Ableitungen 
beliebig hoher Ordnung besitzt, wenn nur r hinreichend gro8 ist. Z. B. ist 
fir r>4l 














o . sin ol ” 
’ 1 e ( =F) sin or \’ 
win =, [hr (Bee. 
0 ol 
(19) und fiir r> 5/ 
1 fer) ys 
” oe sin or ” 
h (1) = 2 x? - sin ol (=#°) é 
0 ol 
§ 3. 


Die Irrfahrt im beschrinkten Gebiet. 
1. Absorbierender Rand. 


Ist das Gebiet G von einem absorbierenden Rand I’ umgeben, so 
haben wir nach §1 Lésungen der Funktionalgleichung (2) zu suchen, die 
auf dem Randstreifen R verschwinden. Wir werden durch den Ansatz 


w(x, y;n) = u(x, y) y(n) 
auf Lésungen der Form 
A” u(x, y) 
gefiihrt, wobei 4 ein Eigenwert und u(z, y) eine Eigenfunktion der Gleichung 


2x 
mae? 5 
0 


mit der Randbedingung u=0 auf R ist. Die Eigenwerte 4 bilden hier 
eine abzahlbare Folge 
i 


und man kann versuchen, die Lésung des Problems in eine unendliche Reihe 


Au tidy 


w(z,y;n) = So, a%u,(z, y) 
vr=0 
zu entwickeln. 
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Bei Zugrundelegung der Verteilung (*) erhalten wir Funktionen 
W,(2ys Yo; ZY; n), die fir n>2 im Limes 6 — 0 in die Wahrscheinlich- 
keiten W(2z,,y); z,y; ™) tibergehen, in n Schritten vom Punkte 2,, y, 
zum Punkte z,y zu gelangen, ohne den Rand zu treffen. Bei Benutzung 
der normierten Eigenfunktionen u,(z, y) erhalten wir fiir sie die Darstellung 


(20) W (20, Yo; #95 m)— SAPu,(2y %)%(2,¥) (m2). 


Ohne auf eine nahere Begriindung dieser Tatsachen einzugehen, wollen wir 
fiir eine spiatere Verwendung diese Wahrscheinlichkeiten auf ihre Stetigkeits- 
eigenschaften hin untersuchen. 

Es sei zunachst wo, y) eine beliebige stiickweise stetige Anfangs- 
verteilung; denken wir w,(2z, y) auBerhalb von G durch w, = 0 fortgesetzt, 
so ist die Verteilung nach dem ersten Schritt 


2x 


(z,y)= az) Mode 


und nach dem zweiten Schritt 


w, (xz, y) ~ di fay fu(e-+ teary + tomy, y+lsing + lsiny)do. 


Dabei sind mit @, und a, die Winkel der Radien gegen die x-Achse be- 
zeichnet, die vom Punkte 2, y aus nach 
den Schnittpunkten des Kreises k,°*) 
um z,y mit dem Rande I hinfihren. 

Durch die Substitution i vy 

/ 
&=2+1(cosy + cosy) A 
7=y+1(sing + siny) lo Cg 
erhalten wir Fig. 2. 


(2, ™ (§.0) tartan [J eS wo(E 0) aedn, 
y) = an J ED V(2n*-+r* - i ot ta rV(2lyt*—r" 
wobei r = Vi2— £)*(y—n)* ist und k, bzw. k, die in Fig. 2 und Fig. 3 


gekennzeichneten Teilgebiete des Kreises k,, um xz, y bedeuten. 
Ist der Punkt z,y von [ um mehr als 2/ entfernt, so gilt einfach 


§, 
w,(2, y) = aN pute dtd 


bezeichnen wir im folgenden Kreise mit den Radien /, 21, .... 









zB 
li ) 








®) Mit k,, ky, --- 
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Hieraus folgt, daB die Funktionen w{(z,,y,; x,y), die aus der Anfangs- 
verteilung (*) nach zwei Schritten entstehen, mit 6 —> 0 in jedem Kreisring 


exrs2l—e, e>0 


um den Punkt z,, y, gleichmaBig gegen die Wahrscheinlichkeit W, (2, yo; 2, ¥) 
konvergieren. Wir finden explizit 


W, (2p, Yo; Zz, y) SSS, 





r=V(z—2%,)*+(y—%)® 
in den von k, und k, tiberdeck- 
ten Teilen von k,, um 2p, Yo 
1. Fig. 4), 
(21) (vg ig. 4) 
22% ¥(21)*—r* 
in den nur von einem der Gebiete k, und k, 
iiberdeckten Teilen von &,,. 


W, (2, Yo; Z, y) = 0 in den nicht iiberdeckten Teilen von &,, und 
auBerhalb von k,,. 
Insbesondere gilt bei ungehinderter Ausbreitung 
1 1 
(22) Wy (Zo. Hos ZY) = 2" (22)*—+8 
0 








W, (2%, Yo %, Y) = 














, fir O<r< 2l, 


, fir r> 2l. 


Nach § 2 ist diese Funktion auch durch das Integral 5— za Je (ed J,(er) de 
darstellbar. 


Die Funktion W, ist also fir e< r<2l—e stiickweise stetig; sie 
besitzt im Punkte z,, y, und auf dem Kreise (x — z,)*+ (y — y,)*= (21) 
. hide 1 1 
Singularitéten der Form — bzw. ——————. 
4 ¥(20)*—r* 


Nach dem dritten Schritt erhalten wir — zunichst bei endlichem 6 — 


und sehen hieraus, da8 w; in jedem Gebiet, fiir dessen Punkte z,y der 
zugehérige Kreis &, den Punkt z,,y, vermeidet und den Kreis k,, um 
2, Yo unter einem von Null verschiedenen Winkel trifft — also in jedem 
die Kreisringe 


l—e<r<l+e, 3l—ex<r<3l 
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ausschlieBenden Gebiet — gleichmaBig konvergiert. Die Grenzfunktion 


1 — 
Ws (Zor Yo % ¥) = 2, | Mao 
0 


ist also abgesehen von den Punkten der Kreise r=J1, r= 31 stetig und 
besitzt hier logarithmische Singularitaiten. Dies letztere folgt leicht aus 
der bei ungehinderter Ausbreitung getenden Darstellung *) 


1 
= b feaiet) 2(0r) de 
0 
In ahnlicher Weise ergibt sich, daS die Funktion w) in jedem den 
Punkt z,, y, ausschlieBenden Gebiet gleichmaBig gegen 


s Fon 
W, (x, Yo: 7, y)= 2, | Mado 
} 


konvergiert, daB W, in jedem solchen Gebiet gleichmaBig stetig ist und 
im Punkte z,, y, logarithmisch unendlich wird. 

Die Konvergenz der folgenden Verteilungen w, , n>4, ist sodann in 
jedem endlichen Gebiet gleichmaBig; d. h. die Wahracheinlichkeiten 
W,,(%y, Yoi 2, y) sind fiir n> 4 stetig. 

Analoge Betrachtungen lassen sich im dreidimensionalen Raume durch- 
fiihren. Hier ist die Konvergenz bereits fiir n > 3 gleichmaBig und fihrt 
zu stetigen Grenzfunktionen. 


2. Reflektierender Rand. 


Im Falle der Irrfahrt in einem Gebiet mit reflektierendem Rand laBt . 
sich die Methode der Eigenfunktionen ebenfalls zur Darstellung der Lésung 
verwenden, wie wir an dem speziellen Beispiel einer rechteckigen Umrandung 
zeigen wollen. Wir nehmen an, daB ein Partikel, das den Rand trifft, nach 
dem Reflexionsgesetz zuriickgeworfen wird. Die Schrittlinge / soll jedoch 
erhalten bleiben. Denken wir uns einen den Rand treffenden Schritt zu- 
naichst ungehindert ausgefiihrt, so ist der Punkt, zu dem das Partikel so 
gelangen wiirde, gerade der Spiegelpunkt zu dem wirklichen Endpunkt des 
Schrittes in bezug auf die reflektierende Seite. ‘Trifft das Partikel eine 
der Ecken des Rechtecks, so soll es in seiner Bahn riickwirts reflektiert 
werden. 

®) Bei absorbierendem Rand gilt nimlich W,<w,, so daB in diesem Falle ir 


der Nahe des Randes I die Singularitaét sicher nicht von hdherer als logarithmischa: 
Ordnung sein kann. 
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Ist nun w(z,y) die Anfangsverteilung einer Substanz, die iiber dem 
Rechteck 


0<zrsa 

Osysb 
ausgebreitet ist, und ist w(xz,y;m) die Verteilung nach n-maliger Aus- 
breitung, so geniigt w(x, y;n) der Relation 





w(z,y;n+1) = = { w(e, y;n) ds. 
o 











jg Hierbei ist C im Rechteck 
} l<zsa-l 
a = l<ysb-l 
Fig. 5. 


der Kreis vom Radius / um den Punkt z, y; 
in dem restlichen Randstreifen aber besteht C aus dem im Rechteck ver- 
laufenden Teil des Kreises um 2, y und aus dem Spiegelbild des iiber den 
Rand hinausgehenden Teiles (vgl. Fig. 5). Denken wir uns jedoch w(z, y) 


und w(z,y;n) durch Spiegelung an den Seiten des Rechtecks in das 
Rechteck 


0<z< 2a 
9Sy¥S26 
und dann periodisch mit der Periode 2a bzw. 2b fortgesetzt, so geniigt 
die erweiterte Funktion w(z, y;n) der alten Funktionalgleichung 
2x2 
1 al 
(2) w(2,ysm+1)—g [a(2,ysn)dp”). 
0 
Die Funktionen 
Jo (Uf? + u*) cos — vx cos wy (v, gs = 0, 1, 2,...) 


sind Lésungen der Gleichung (2) und besitzen die verlangten Symmetrie- 
und Periodizitaétseigenschaften. Wir versuchen also, die Funktionen 
w(x, y;n) in eine Reihe der Form 


(23) Pt Oy I0 (LYFE HF) 008 = v2 0085 wy 


,e=1 
zu entwickeln. Da diese Reihe fiir n= 0 die gegebene Funktion w(z, y) 
*) Man iiberzeugt sich leicht, daB auch die in der Nahe der Ecken auftretende 


mehrfache Reflexion und die Reflexion in den Ecken selbst durch den obigen Kunst- 
griff beriicksichtigt wird. 
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darstellen muB, so ergeben sich fiir die Koeffizienten die Ausdriicke 


2a 2b 
(24) eum ap | J wlE, n) 00s» 008 unde dn. 
00 


Wahlen wir insbesondere w(z, y) = ain einem kleinen Quadrat von der 
Seitenliange 26 um den Punkt z,,y, als Mittelpunkt, w(z, y) = ai auf 


6? 
der Seite des Quadrates und w(z, y)=0 im iibrigen Teil des Rechtecks 
0<x<a; 0S y<), 80 folgt 


sin = vd sin — é 
a b +d a a 
* CS 2 Wak wees ZY: 


sail 
ab 





Mit 6+ 0 konvergiert jedes c, , gegen 
4 a x 

ap C8 GM CBF Ho 
und fiir n >2 auch die Reihe (8) gegen 
(25) W (2, Yo; Z, Y; 2) 

1 . n Ta x 

== + Dd) Jo (l yr? + 2") cos = » 2, cos F Yo 008 — ¥ x COS — Fey: 
¥,u=1 


Es ist leicht einzusehen, daB die Reihe 


7 or 7 
D Ie (L 9? + pu?) 008 = v2, 008 + 4 Yo 008 = vx co8-F wy 


aes | 
mit wachsendem n gegen Null konvergiert. Die Funktion w(z,, y,; 2, y; n) 
nahert sich somit mehr und mehr dem konstanten Wert =: 
Durch eine ahnliche Betrachtung ergibt sich im Falle der raumlichen 
Irrfahrt in einem Rechtkant 
0<27<Sa 
0Osysb 
O0<7se 
fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte die Darstellung 
(26) W (205 Yoo 23 Z, Ys 23 M) 


@ 


sin 1 ¥v? + u*+ 2? a a a: 
—a + ab se, > Lv? + w®+ a2 ) COB — ¥ Xq COB | Yq COB — AZ 





a na Bs 
>< COS — 7 F COS | fh ¥ COB Az. 








716 R. Liineburg. 


Il. Das Randwertproblem der Funaktionalgleichung © u = 0. 


Wir behandeln das folgende Randwertproblem. Es sei G ein einfach 
zusammenhangendes Gebiet mit stiickweise glatter Umrandung I; R sei 
ein Randstreifen zu G von der Breite J, bestehe also aus Randpunkten 
und allen auBeren Punkten, die von G einen Abstand kleiner als / be- 
sitzen. Wir geben in einem G@-+-R umfassenden Gebiet eine stiickweise 
stetige Funktion f(x,y) vor und suchen eine Funktion u(z,y), die im 
Innern von @ der Gleichung © u = 0 geniigt und in R mit f(z, y) iiber- 
einstimmt. 


§ 1. 
Integralumformungen. 


Fiir den Ausdruck © bestehen eine Anzahl von Integralumformungen, 
die genau den Greenschen Formeln der Potentialtheorie entsprechen. Wir 
bilden mit Hilfe zweier stiickweise stetiger Funktionen y(z, y) und z(z, y) 
das Gebietsintegral , 


Dly, a= IJ JCF (4G 5%) )dgpdady. 


Die Existenz dieses Integrals ist sichergestellt, wenn die Existenz von 
ff w*dzdy und SS xdxdy vorausgesetzt wird. 
Durch Umformung des Integranden erhalten wir 


1 ~- 
D(y,z)= ef fev —yvxz—yi)dpdzdy 


-a 0 


1 = = 
+p fl [@z—vzt+vz—enae dxdy. 
-o 0 
Dabei ist zur Abkiirzung 
vy =y(z —leose, y —lsing) 
gesetzt. Durch Vertauschung der Integrationen nach x,y und » erkennt 
man, da8 das zweite Integral den Wert Null besitzt. Es ergibt sich also 


| tv. 21 —2ffvOrdedy 


(1) - 
| = —2ffxOy dedy. 


Sind zwei stiickweise stetige Funktionen u(z,y) und v(z,y) nur im 
Gebiet G +R gegeben, so denken wir sie uns auBerhalb von G + R durch 
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u=0 und v= 0 fortgesetzt; aus (1) folgt 
D[u, v] = —2ffuOvdedy—2ffu{fodg—2av}dady 


- —2ffrQudzdy — 2 ff v{fadg—2au}dedy. 


Dabei ist mit «(z,y) der Teil des Integrationskreises um x, y bezeichnet, 
der noch im Gebiet G + R liegt. 
Fiihren wir noch die Bezeichnung 
’ 1 - 
© u= it fidp —au} 


ein, so erhalten wir durch Gleichsetzung der beiden Ausdriicke fiir D (u, v] 
schlieBlich die Identitat 


(3) ff (u@v — Ou) dedy + ff(uo'v — v©'u)dxdy=0, 


die ein genaues Analogon zu der bekannten Greenschen Formel 
ff(ue —v4u)dxdy — | (+s oS vi) de =0 
¢ 

darstellt. 


Zu einer anderen Identitét, die spiter benutzt werden soll, gelangt 
man, indem man die identische Relation 
(y—¥)*=(x—%)°+(y—2+8—%) +2(z—8)(y—z) 

+2(%—y)(¥—7) 
zuerst nach gm und dann nach z und y iiber die Ebene integriert. y(z, y) 
und (2, y) sollen dieselben Voraussetzungen wie oben erfiillen. Es ergibt sich 


o ix 


Div.v]=Dinzl+p ff {(v—2+0-i)"dpdedy 


(2) 





-o0d 


(4) 7 = 
| +h ff (@22— J ede) (w—z)azay. 


Insbesondere ist also, wenn 


2x2 
1 
a(z,y) = i, [vag 
0 
gilt, 
o 2x 


1 iF 
Div.vl=Dix 21+4 ff fw—z+ 9-H" dpdedy, 
-2 0 
woraus sofort die Ungleichung 
; Dix,z)SD{v,¥]) 
zu erkennen ist. 


Mathematische Annalen. 104. 47 
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§ 2. 
Existenz und Eindeutigkeit der Lésung des Randwertproblems. 


Die Randwertaufgabe ist aquivalent mit dem folgenden Variations- 
problem. Wir suchen unter allen stiickweise stetigen Funktionen y(z, y), 
die am Rande R mit f(z, y) tibereinstimmen und auBerhalb G + R iden- 
tisch verschwinden, eine solche, fiir die der Ausdruck 


~\8 
D{y,y) -{| f(a) dy dzdy 
—-ao 0 
méglichst klein wird. 

Der Beweis, daB jede Lésung dieses Variationsproblems auch das 
Randwertproblem lést, und ferner, daB diese Lésung eindeutig bestimmt 
ist, verlauft unter Benutzung der Formeln (1) und (2) in vélliger Analogie 
zu den entsprechenden Beweisen der Potentialtheorie. 


Um die Ezxistenz der Lésung des Variationsproblems nachzuweisen, 
gehen wir von einer Minimalfolge 


v,(z, y), (2%, y), ---, 0, (2, Y), «+. 


aus, fiir die der Ausdruck D[v,] gegen die untere Grenze d strebt. Diese 
Folge ersetzen wir im Innern von @ durch die ,geglittete“ Folge 


1 - 
w,(2,¥)=3, | 9,(z,y)de, 
0 


wahrend auf dem Rande und auBerhalb G+ R v, ungeandert bleibt. 


Die Folge w,(z,y) ist nun wieder eine Minimalfolge. Denn nach 
Formel (4) gilt 


Dla,)=Diel—Aff f(o—a+3,—5)*ap dzdy 


= “{f(exo, ee (eas) (w, — v,)dedy, 


und hier verschwindet das letzte Integral, da im Innern von G der Faktor 


2x0,—[, dg, auBerhalb von G aber w, —v, Null wird. Aus der sich 
so ergebenden Ungleichung 

D{o,) S D[»,] 
geht die Behauptung unmittelbar hervor. 
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Durch m-malige Anwendung dieses Glattungsprozesses erhalten wir 
eine Minimalfolge, die wir wieder mit ,,w,,...,@,,... bezeichnen wollen. 
Verstehen wir unter W, (2, y; &,) fiir m2>2 die in I, §3 gekennzeichneten 
Wahrscheinlichkeiten fiir die Irrfahrt mit absorbierendem Rand, so lassen 
sich die Funktionen w, in der Form 


4 (2,9) = Lf Wa(Es 05 2, y) 04 (8, 0) aE dn 


+ SS (36, 052, 9) 6 nae an 
auch direkt aus der urspriinglichen Folge gewinnen. Dabei ist unter 
JJW,(E, 15 2, y) f(G,1)d5dq das Kurvenintegral f F(z, y)dp — o ist 


der auf R verlaufende Bogen des Kreises k, um z,y — und unter 
SI WE ns x,y) f(&,n)dédn fiir »=2,3,4 das den Singularitéten von W, 
K 


entsprechende uneigentliche Integral zu verstehen. 
Setzen wir noch zur Abkiirzung 


P(2, 9) = [J (3,6, 2,9) (en) dean, 
wobei F(z, y) ebenso wie f(x, y) stiickweise stetig ist, so gilt 
0, (2, 9) = SJ Wa(E, 05 2, 9) Oy (8, 0) dE dn + F(x, ¥)- 


Bereits fiir m=5 ist nun die Funktion W,(é,;2,y) in jedem ab- 
geschlossenen Teilgebiet G’ gleichmdfig stetig. Infolgedessen ist die Folge 
w,(x,y) —F,(x, y) in G’ gleichgradig stetig, wenn v,(x,y) in G gleich- 
gradig beschrinkt ist. Dieser Voraussetzung kénnen wir aber v,(z, y) 
unterwerfen, wir werden sogleich eine solche spezielle Minimalfolge kennen- 
lernen. Also l48t sich aus w,(z,y) — F,(x,y) eine Teilfolge auswahlen, 
die in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von G gleichmaBig konvergiert. 
Dann konvergiert aber auch die entsprechende Teilfolge der w,(z,y) in 
den Teilgebieten von G’, wo F,(zx, y) stetig ist, gegen eine Grenzfunktion 
u(x,y), die im Innern von @ stiickweise stetig ist und Variations- und 
Randwertproblem lést. 


(5) 


§ 3. 
Die Konvergenz der Folge w,.41 “1) ti, dg. 


Im Anschlu8 an die anschauliche Deutung durch den AustauschprozeB 
einer Substanzmenge (I, § 1) behandeln wir das folgende Problem. Es sei 
u,(x, y) irgendeine stiickweise stetige Funktion, die am Rande R die vor- 
47* 
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geschriebenen Randwerte f(z, y) annimmt. Wir betrachten die Folge 
2x 
wile v—ae | a (e¥) do innerhalb G, 
(6) ‘ 
u,(z, ¥) = f(z, y) auf R, 
u, (x,y) =0 auBerhalb G+-R, 


die im Gebiet G die einzelnen Verteilungen der Substanz charakterisiert, 
die anfanglich mit der Dichte u,(2z, y) tiber G ausgebreitet war. 

Wir beweisen zunichst, daB (5) eine Minimalfolge ist. Da jedes Glied 
der Folge aus dem Vorangehenden durch den in § 2 benutzten Glattungs- 
prozeB hervorgeht, so folgt genau wie dort 

D{(u,.:) SD[u,]). 
Die Zahlen D[u,] konvergieren also monoton gegen einen Grenzwert D; 
wir werden zeigen, daB dieser Grenzwert nicht von der speziellen Wahl 
der Ausgangsfunktion u,(z,y), sondern nur von den Randwerten abhangig ist. 

Hierzu geniigt es, festzustellen, da8 fiir die Randwerte Null D[u,} 
unabhiangig von u,(z,y) gegen den Wert Null konvergiert. Denn sind bei 
allgemeinen Randwerten f(z, y) 


Ug (x,y), U,(z,y), «-- 

0(z,¥), (2,9), --- 
zwei fiir verschiedene Ausgangsfunktionen bestimmte Folgen (6), so bilden 
die Differenzen u,(z, y) — v,(2, y) ebenfalls eine solche Folge, jedoch mit 
den Randwerten Null. Konvergiert daher D[u, —v,] gegen Null, so folgt 
aus der Ungleichung 

0<(D{u,]—YDT»,]) < D[u, —»,] 

sofort, daB D[u,] und D[v,] denselben Grenzwert besitzen. 


Um die Behauptung fiir die Randwerte Null zu beweisen, zeigen wir, 
daB die Folge 





Q(uJ=JSf ut dady 
G+ 
gegen Null konvergiert. Aus der Ungleichung 


D{u,] ~Sffshye0 dzdy 


< 4=[{utae dy + 2 ff fsteo dzdy< “= Quy] 


folgt dann die Behauptung auch fiir D[u,]}. 
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Es sei F irgendein Teilgebiet von G, S der auBere und = der innere 
Randstreifen von der Breite 1. Wir bilden fiir dieses Gebiet F den Ausdruck 


Q[u,.,] —Sfunerdady + [funsidedy 


und ersetzen u,,, im Innern von F durch das In- 
2x 


tegral + Jado. Es ergibt sich durch Anwendung 
0 





der Schwarzschen Ungleichung Fig. 6. 


Qlu,.] <i ff fetes dzdy+[{utdedy. 
Fo s 


Vertauschen wir jetzt im ersten Integral die Integrationen nach y und nach 
xz und y, so folgt 


Olu < [futaeay + f[2s=" 
7 s 


_ Slee u2 dx dy +ffutraz dy, 
8 


— wobei o(x, y) derjenige Bogen des Kreises vom Radius / um 2, y ist, 
der nicht mehr in F liegt (Fig.6) — und daraus endlich 


u, dx dy 





7) srl S Olu) +f fudrdedy— ff ud de dy. 
8 = 


Ist =* irgendein Teilstreifen von 5, so gilt mit diesem 2* die ab- 
geleitete Ungleichung um ‘so mehr: 


T) Om S Olu) +f futerdeay —[foeut andy. 
8s = 


Nunmehr wihlen wir fiir F das Gebiet G selbst. Das tiber S=R 
erstreckte Randintegral [fu;,,d2dy verschwindet infolge der Rand- 
R 


bedingung, und wir erhalten 
Q[u,.1] < Q[u,] —[{gutazdy. 
= 


Hieraus folgt die Konvergenz der Folge Q[u,] und weiter, daB 
[ree dzdy und daher auch f f u, dxdy gegen Null konvergiert. 
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Sodann wenden wir (7) auf das Gebiet G— Z an. Mit Q’[u,] sei 
das Integral 
jiudady+ [fundedy 


bezeichnet, das iibrigens wegen ff u3dxzdy—0 denselben Wert wie Q[u,] 
besitzt. Es folgt . 


OassI$O'(t4) + [fuirdzdy — [J arataecy, 
u , 


wobei jetzt >’ ein innerer Randstreifen von G— J mit einer Breite kleiner 

als J ist. Da Q’{u,]—Q(u,]—Jfusdady konvergiert und Sfutidady 
K 2 

den Grenzwert Null besitzt, so gilt auch 


[Je uwtazdy 0 und Lf ut dx dy — 0. 
u bS 


Denken wir uns nun das Gebiet G in eine endliche Anzahl konzen- 
trischer Streifen S,, S,,...,S, zerlegt, deren ,,Breite“ niemals die GréBe | 
iiberschreitet (Fig. 7), so kénnen wir durch sukzessive Anwendung unserer 
Ungleichung (7) schlieBen, da8 fiir jeden Streifen S_ 


das Integral ffu3dzdy und damit auch 
8; 









OYYEO 
fy 


yey Gy, 







Q[u,]= Eff uddzdy 


gegen Null konvergiert. Hiermit ist aber der Beweis, 
Fig. 7. daB D{u,] unabhingig von u, gegen eine Zahl D 
konvergiert, vollstandig gefiihrt. 
Um endlich noch zu zeigen, daB D mit der unteren Grenze d aller 
Zahlen D[y] zusammenfallt, benutzen wir die Funktionen 


(a) (2) (m) 
a ae = eens ON 5 wae 


einer Minimalfolge als Ausgangsfunktionen fiir die Folgen 
2x 
t= a fama. 
hy 
Nach dem obigen Resultat ist unabhingig von m 
Jim, D(ug”) =D, 
und zwar gilt infolge der Monotonitaét 
D(o™) > D[un”)} > D. 
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Lassen wir in dieser Ungleichung m iiber alle Grenzen wachsen, so folgt 
d=>D, 


was nur méglich ist, wenn 
d=D 

gilt. Die Funktionen u,(z, y) bilden also bei jeder Ausgangsfunktion eine 
Minimalfolge*); da durch den friiher verwendeten GlattungsprozeB die Folge 
rekonstruiert wird, so ist die Folge u, — F,(2z, y) gleichgradig stetig (vgl. § 3). 
Es existiert eine Teilfolge der «,(2. y), die in jedem abgeschlossenen Teil- 
gebiet, in dem F, stetig ist, gleichmaBig gegen die Lésung des betreffenden 
Randwertproblems konvergiert. Infolge der eindeutigen Bestimmtheit dieser 
Lésung konvergiert aber nicht nur eine Teilfolge, sondern die Folge u, (z, y) 
selbst gegen jene Lésung. 


§ 4. 
Die mathematische Heffnung im Falle der Irrfahrt bei absorbierendem Rand. 

Es sei u,(z,y) eine beliebige stiickweise stetige Anfangsverteilung 
und u,(2z,y) die sich daraus fiir die Randwerte Null ergebende Verteilung 
nach n Schritten. Wir beweisen zunichst, daf die Rethe 
(8) Uy + Uy + Uy +. 
absolut und gleichmafig konvergiert. 

Wir kénnen u,>0 voraussetzen®), Verstehen wir dann unter 
W,,(x, y; €, ») wie frither (vgl. I, § 3) die Wahrscheinlichkeit, in n Schritten 
vom Punkte z, y zum Punkte ¢, zu gelangen, ohne vorher den Rand I" 
zu treffen, so ist 
ty ty toe tty = LF We (2, 95 €, 0) [Mo (Eom) ++ + ys Erm] dE dn. 
Da W, (2, y; §, ) fiir alle Werte x, y; &, 7 beschrinkt ist und stets u, > 0 
gilt, so geniigt es, zu beweisen, da8 die Summe 


P,+P,+...+P, 


P,= Sfu,(é, 0) dé dn 


der Integrale 


*) Ist M eine obere Schranke fir die Anfangsfunktion, so ist bei jedem n 


| "| SM; 
u,(2,y) ist also cine beschrinkte Minimalfolge (vgl. § 2). 
*) Andernfalls bilden wir mit Hilfe der Anfangsverteilung v, =|,| die Folge 


Uy V, Ug --s 


|%.|S%> 
da8 die Reihe J |u,| gleichm&Big konvergiert, wenn dies fir die Reihe Sv, festeteht. 


und erkennen aus der Ungleichung 





724 R. Liineburg. 


fiir alle n beschrankt bleibt. Hierm verwenden wir eine der Ungleichung (7) 
entsprechende Relation fiir die Ausdriicke P,. Aus 


Pas -{(e ofa dg) )azay+ [fu u,,,dxdy 


folgt durch Vertauschung der Integrationen nach y und nach z und y 


Pi=P +[furoae dy -{f< u,dzdy -{fz u,dzdy, 
8 b 8 


wegen u,> 0 also 
(9) PS P+ {{u,..dedy—[f uae dy. 
s = 


Addieren wir die fiir »=—0,1,...,m gebildeten Ungleichungen (9), 
so ergibt sich 


(9’) [feecuot ..+u,)dxdy< Py + ff (ms +...4+,,,)dzdy. 
= 8 


Zerteilen wir nun das Gebiet G in der in Fig.7 angegebenen Weise, 
jedoch so, da8 in jedem Streifen S, 


is =o a >0 
gilt, so folgt zunaichst fir S= R; 2=S8, 
LJ (up +.-.+u,) dx dy < 0, Pa: 
Durch sukzessive Anwendung der Ungleichung (9’) auf die durch die 
obige Zerteilung entstandenen Teilgebiete von G erhalten wir allgemein 


{JF (uo +++. +u,) dx dy < 0, Py, 


wobei die Konstanten C, in gewiaser, nur von der Zerteilung abhingiger 
Weise aus C, berechnet werden kénnen. Durch Addition folgt endlich 


(10) Pi + P,+...+P,<¢ OP, 
und damit die Konvergenz der Reihe (7). Ihre Summe 

A(z,y)=u,+u,+... 
geniigt der Gleichung 


(11) OH = — 22 


* “o- 


%) Ebenso gilt natiirlich 
Pi+...+P,<CP,. 
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Insbesondere wihlen wir die Anfangsverteilung 
1 


(*) Up (Zp, Yo; n= 
0, fir (2 —2,)*+(y—y)* >’. 


Hier sei z,, ¥, ein innerer Punkt von G und 6 kleiner als der Ab- 
stand des Punktes vom Rande I’. 


Fir V(x —2,)*+(y—y)*>41+6 wird die Summe 


fiir (x — %)"+(y—y)"< 9", 





Hy (Xp, Yos ZY) =U + uy +... 
bereits dargestellt durch 
us + ue +... 
und ist daher nach (10) sicher nicht gréBer als die von 6 unabhangige 
Konstante CP, = C. 

Lassen wir nun 6 gegen 0 konvergieren, so strebt nach I, § 3 fiir 
n> 5 jede Funktion ug gleichmaBig gegen die Wahrscheinlichkeitsfunktion 
W,,(%o; Yo; %, y)- Auch fiir die Reihe 

W,.+W, +... 
gilt daher 
Wi.+W,+...+W, <0, 


woraus sofort die Konvergenz dieser Reihe folgt**), 
Thre Summe 
A(2%; Yo; %, y) = W,+W,+... 
ist fiir (x —2,)°+(y—y.)*>(41)* die mathematische Hoffnung, vom 
Punkte z,, y, aus einmal den Punkt z, y zu beriihren, ohne den Rand zu 
trefien. Sie ergibt sich auch als Grenzwert der Folge H,(2,, y,;2,y) bei 
6—-0. Denn es ist 


Un +trsit..-SAPp-s, 
wobei A von n und 6 unabhingig ist, und ferner 
P; < G-Ob. Gr. uo < G-Ob. Gr. W,. 


11) Die Gleichm&Bigkeit der Konvergenz folgt so: Wegen 
SS (Wot Wet... 4+W,)dedysc-e 
konvergiert auch die Summe der Integrale P, = jf f W,d&dyn. Da nun 
W= JSS WWy_« dh dn 
gilt und W, fir x >5 beschrinkt ist, so erhalten wir 
W,+.--+W, SC(P,_ «+--+. +P,_») 
und daraus die behauptete Gleichm&Bigkeit der Konvergenz. 
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Es wird also der Reihenrest 

3 3 
Un + Unyit--- 
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gleichmaBig in 6 beliebig klein, woraus 
Hy (2, Yo: ZY) => A(x, Yo; %, y) 


folgt. 
Im Innern des Kreisringes 


I < (x —a)* + (y — 40)" <(41)* 
definieren wir die mathematische Hoffnung durch 
H(2,; Yo; 2%, y)= W,+ Wi +...3 


aber jetzt ist H nicht mehr singularititenfrei, wie aus der Betrachtung 
von I, § 3 iiber die Funktionen W,, hervorgeht. 

Die mathematische Hoffnung H(z, y; &, 7) besitzt fiir das Randwert- 
problem der Gleichung © u = 0 eine ahnliche Bedeutung wie die Greensche 
Funktion fiir die Potentialgleichung. 

Setzen wir namlich in der Greenschen Formel 


(3) ff (ue —vOu)dédn + [f(uo’v — vO'u) dé dy = 0 
fiir » die Funktion H,(z,y;,7), und fiir u eine Lésung von ©u = 0 ein, 


so folgt 
— F {Jeter [Juco H,dédy. 


Lassen wir sodann 6 gegen Null konvergieren, so erhalten wir — zunichst 
unter der Voraussetzung, daB z, y vom Rande einen Abstand gréBer als 4/ 
besitzt — die folgende Darstellung der Funktion u(z,y) durch ihre Rand- 
werte: 


(12) u(x, 9) = ge { {u(E,n)O'H(2,95 8.0) adn. 
R 
Da H am Rande RF verschwindet, so lautet (12) ausgeschrieben 
u(x, y)= 7 {fu (f Hag) dxdy 
R a 
oder 
(12’) u(z,y) ~a{Jafe yp) dzdy, 


wobei = wieder der dem Streifen R im Innern benachbarte Streifen von 
der Breite 1 ist. 
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Liegt der Punkt z,y in der Nahe des Randes, so verstehen wir 
unter 


1 a 
2: | [We + We + mM) (fadg)dxdy 
> ao 
das entsprechende uneigentliche Integral und unter 


LZ (Sadg) de dy 


das Kurvenintegral 
1 ' »T. 
F [ole + too, y-+tsin p) dg; (0-34 J wae) 


iiber den Teilbogen des Kreises k,, der in = liegt. Dann gilt fiir alle 
Punkte im Innern von G 


u(x, v= a5) fa(f aay) ae ar 


mit H= W,+W,+W,+.... 
Fiir die Funktion u =1 liefert (12) und (12’) unmittelbar die Re- 
lation 


(18) t-[fo'magan— |e naan =1, 
R =z 


waihrend allgemein durch Anwendung der Formel (3) auf irgendein 
Teilgebiet von G mit dem Randstreifen S, welches den Punkt z, y ent- 
halt, folgt: 


(13") £ [formazan =1. 
8 


Ill. Der Grenzibergang 1 — 0. 


Das Ziel dieses Abschnittes ist, nachzuweisen, daB bei dem Grenz- 
iibergang 1+ 0 die Lésung des Randwertpfoblems der Irrfahrtengleichung 
©u=0 gegen die entsprechende Lésung der Potentialgleichung kon- 
vergiert. Wir zeigen zunichst, daB die oben eingefiihrte Grundlésung /*h(r) 
— die fiir die Irrfahrt im wesentlichen die Bedeutung der mathema- 
tischen Hoffnung besitzt — gegen die Lésung C log + baw. © der Po- 


tentialgleichung konvergiert. Auf Grund dieser Tatsache la8t sich dann 
sofort der Beweis fiir die Konvergenz der Lésungen des Randwertproblems 
durchfiihren. 
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§ 1. 
Die Konvergenz der Grundlésung. 


Substituieren wir in der Integraldarstellung (10) Kap. I s = gl, so folgt 


(1) I*h(r) = Ao) (4, (F8)- J,(78)) de. 


Fiir die Untersuchung der Konvergenz dieser Darstellung bei 1—-0 
benétigen wir den folgenden 


Hilfssatz. Hs sei p(x), sowie das unbestimmte Integral 





P(x) = f p(x) dx 
fiir alle x beschrankt (etwa |p(x)|< p und |P(z)| <P). Ist dann f(x) 
im Intervall a< x < b stetig, so konvergiert das Integral 
b 
I{f =f t()p(ax)de 


mit wachsendem i gegen Null**). 
Setzen wir nun 





p(s) = J,(rs) — J,(8), 
a* Je (8 : 
f(s) => (753 -4)s 10) =0, 
1 
d=z 


so geniigen die Funktionen p(s) und f(s) den Voraussetzungen des Hilfs- 
satzes. Da ferner das Integral 


J t(s)p(as)ds 
wegen 
Ino)| SG und |p(da)|< (4+) 


2) Beweis. Ist f,(z) eine differenzierbare Funktion, die f(z) im Intervall 
a@s2z5b mit der Genauigkeit « approximiert, so gilt zunichst 
J{t)=J[f,]+2Op(b—a); |@|s1. 
Durch partielle ane folgt aber — wenn M und M’ Schranken fir | /,| und | /;! 
bedeuten — WAS Zz P (oM+M’ (b—a)), woraus sich die Behauptung fir f,(z) und 


damit auch fir f(z) ane Wir bemerken ausdriicklich, daB p(x) die Art der Kon- 
vergenz nur durch die GréBen p und P beeinfiuBt. 
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absolut und gleichmaBig in 4 fiir 4 >4, >0 konvergiert**), so kénnen wir 
den Hilfssatz auch fiir das Intervall 0 < 2 < oo in Anwendung bringen. Es 


folgt, daB f f(s) p(4s)ds gegen Null konvergiert und daB daher /*h(r) 
0 
dasselbe Konvergenzverhalten besitzt wie die Folge 





in 474) 


Ersetzen wir — ; durch 8, 


I? h(r) ids “sfieacsite, 


0 
und hier ist die rechte Seite die Funktion * tog + 


Die Konvergenz wird nun, abgesehen von den Daten der Funktion //s), 
nur von den oberen Schranken der Funktionen 


p(s) =4,(rs)— J(s) 


1 14) 


und 
P(s) = [oar =1f a(ar s facyat 

0 0 0 
beeinfluBt. Diese sind aber wegen 

|p (8)| $2, 

1 1 

|P(s)|< o(1+ >) <o(1+ =) 
fiir r>r,>0 von r unabhingig. Daraus folgt, daB l*h(r) fir alle 
r=>r,>0 gleichmaBig gegen * tog + konvergiert. 


Die erste Ableitung der Funktion /*h(r) existiert nach I, § 2 fir 
7 >6l. Fihren wir in Formel (11) die Substitution s = g/ aus, so folgt 


1 f st J(s) 
Ph'(r) => af PRs s)ds. 
Da die Funktion f(s) = : —t o im Intervall 0 < # < oo stetig und stetig 
differenzierbar ist, wenn wir f(0) = 4 setzen, so ergibt sich durch partielle 





#8) Auch in r>1,>0 ist die Konvergenz gleichmABig. 
*) Es gilt allgemein die Tateache, daf enter der Voraussetzung der Existenz 


ven i ) ds far alle a, b>0 das Integral [eesctite a den Wert /(0) log = 


besitzt, 
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Integration 
PH (1) =e fe)4(F4)] — — si froals (Fs)ae 


2 1 r 
- ~ 2 frien (fs)ae 
0 
Nach unserem Hilfssatz konvergiert das Integral rechts mit / gegen Null 
und zwar gleichmiBig fiir alle r>r,>0, also — wie zu erwarten war — 
Ma'(r)>—=. 
Analog zeigt =m, daB auch die zweite Ableitung 1*h”(r), die fiir r>81 
existiert, gegen —, konvergiert. 


Im Raum a sich die Verhaltnisse noch einfacher iibersehen. Durch 
die Substitution s = g/ geht Formel (18) in Kapitel I iiber in 


mA? . # 
1 a*( ~*) om 
~ Ontr ; Sins 8 ah 





(2) 








Setzen wir 





so kénnen wir uns direkt auf die bekannte Tatsache stiitzen (Dirichletsches 
Integral), daB bei beliebigem a das Integral 


fre aids 


den Grenzwert = f(0) besitzt, wenn f(s) im Intervall 0< s< a stiick- 
weise glatt ist. Diese Voraussetzung ist nun in unserem Fall erfiillt; da 








ferner fiir m > 3 das Integral J f(s) ** de absolut und gleichmasig in 1 


konvergiert, so ergibt sich, daB me dem Grenzwert _~ zustrebt. 


Auch die GleichmaBigkeit der Konvergenz hie wir genau wie im 
ebenen Fall. Ebenso gilt fiir die Ableitungen 


Pi(r)>—-=° 


Qxr?? 


Pa'(r)oS,. 
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§ 2. 
Die Konvergenz der Lisung des Randwertproblems. 

Es sei {u,(z, y)} die Menge der Funktionen, die sich bei verschiedenen 
Werten von / als Lésungen des in Kap. II behandelten Randwertproblems 
ergeben, wenn wir das Gebiet G mit dem Rand I’ sowie die die Randwerte 
bestimmende Funktion f(z, y) festhalten. f(x,y) sei stetig und stetig 
differenzierbar. Wir zeigen, daB die Menge {u,} gleich- 
gradig stetig ist. Hierzu benutzen wir eine Integraldar- 
stellung, die fiir jede stiickweise stetige Funktion u (2, y) 
giiltig ist, die im Innern von @ der Gleichung © u = 0 
geniigt. 

Wir denken uns um einen innern Punkt z,y von 
G@ wei Kreise K, und K, mit den Radien a> 131 > 
und 6<1 gelegt; beide Kreise sollen noch ganz in @ liegen, so daB ein 
Kreisring S von der Breite 1 um K, noch dem Gebiete G + R angehért 
(vgl. Fig. 8). Wenden wir auf das Gebiet K, die Integralformel (3) Kap. II 
an, so folgt 

25,6%O —v@u)didn +ff(uor —v@u)didn 

a~ ) 

ff(uo'e —v©’'u)didy=0. 
Wir wahlen fiir v(z, y) die spezielle Funktion 
o(z,y)=A,(r)+ar*+ B, 

wobei r= V(x—£)*+(y—)® gesetzt ist, h,(r) die frither festgelegte 
Bedeutung hat und @ und # sogleich naher zu bestimmende Konstanten 
sind. Diese Hilfsfunktion hat die Eigenschaft, da8 1*©v im Innern von K, 


2a 


den Wert 22al* — 3° auBerhalb von K, aber den Wert 22a/1* besitzt. 
Da ferner © u im Innern von K, verschwindet, so liefert die obige Integralformel 
2x 
(= —2aal’) [fudédn 
—2aal* ff udédn +l" [f(uo'v—vO'u)dédn. 
K.~K3 8 


Mit 5-—-0 konvergiert h,(r) gleichmaBig fiir jedes r>4/ gegen die 
Grundlésung A(r) und damit v(r) gegen die Funktion 

g(r) =h(r) +ar*+ B. 
Unsere Integralformel geht hierbei iiber in 


(8) «(e,9) at" [fuesmazan +g, J (uo'e—9o'w) dean. 
8 
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Wir bestimmen nun die Konstanten « und f, so daB sowohl g(a) wie 
g'(a) verschwindet (g’(a) existiert, da a=>9/ vorausgesetzt ist); wir 
erhalten 











a——"{2, p=-h(a), 
g(r) = h(r) — h(a) — *\% (ra?) 
und also 
(4) u(z,y)= — PM) (Cudedn +E f[(uo'o—90'u) dear. 
Re 8 


In dem Randintegral 1” f f (u@'g —g ©’ u)dé dn treten die Funktionen u 
s 
und g nur fiir solche Argumente auf, die in dem Kreisring 
(a —1)*<(x—&)*+(y—n)*<(a+1)’ 


gelegen sind. Hier existieren aber wegen a> 9/1 die ersten beiden Ab- 
leitungen von g(r); also gestattet g(r) die Darstellung 





g(r) = 4 (25%) Ig" (r+ 0 (7 —a)) (|| <1). 


Nach § 1 bilden die Funktionen /*h”(r) und daher auch /*g”(r) 
=Ih"(r)—<Ih'(a) fir r,a>r,>0 eine fir 10 gleichmabig 
konvergente Folge. Der Ausdruck /*|g” (r + #(r—a))| und damit |g(r)| 


ist also im obigen Kreisring sicher kleiner als eine von / unabhiangige 
Konstante. 

Setzen wir fiir u die Lésung u,(z,y) des Randwertproblems ein, so 
ist u,(z,y) wegen ©u,—0 absolut kleiner als das Maximum der 
Funktion | f(z, y)| auf dem Rande R, also ebenfalls kleiner als eine von | 
unabhangige Konstante. 

Infolgedessen bleibt das Integral 


:- rf {(m4o'9 —gO©'u,) didn 
8 
fiir alle 1 absolut kleiner als 
Offdedy< Ml, 
s 


wobei M wiederum von / nicht abhiangt. Wir schreiben daher Formel (4) 
in der Form 


(5) u(2,y)—=—"EO(ludedn+omt — (|6| <1). 
Ka 
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Es sei nun G, ein abgeschlossenes Teilgebiet von G, dessen Punkte 
vom Rande R einen Abstand gréBer als g besitzen. Dann gilt im Innern 
von G, bei hinreichend kleinem / 

I* hh’ (a) 
2a 





u,(z,y)= — ffudzan + om, 
Ks 


wenn nur a <q gewiahit ist. Fiir die Differenz der Funktionswerte in zwei 
Punkten 2, y, und 2,y, von G, erhalten wir die Ungleichung 


st) | [fujdedn —{[J mdedn|+2.mt. 


K, und K, sind zwei Kreise um die Punkte z,y, und zy, mit dem 
Radius a (vgl. Fig. 9). Die Differenz der Integrale {f u,dédn und 





Im (24591) — 4 (25%) S| 





(| 


ll 


f J u,d&dy ist aber kleiner als das Maximum F der absolut genommenen 
Stents multipliziert mit dem Flacheninhalt der beiden Halbmonde, 
die von den Kreisen K, und K, gebildet werden; also erst recht kleiner 
als F-4ad**), wobei ‘d der Abstand der beiden 
Punkte z,y, und 2, y, ist. Da J*h’(a) konvergiert, ,) A= 
so ergibt sich == 
| w, (24,91) — %(%_,¥)| SA d+ 2MI Ss 
und fir 1<d 
| U, (24,91) — %(%%_)| S Ad. , 
Dies ist — da A von / nicht abhingt — charakteristisch fiir die gleich- 
gradige Stetigkeit der Menge {w,} **). 
Da nun die Menge {u,} auch gleichmaBig beschrinkt ist, so kénnen 
wir eine Teilfolge auswahlen, die in jedem abgeschlossenen Teilgebiet G, 
gleichmaBig gegen eine stetige Grenzfunktion u(x, y) konvergiert. Fiir sie 
22n° 
gilt wegen : wo). _ , die Darstellung 
1 
(6) u(z,y) = <hs | [udean, 
Ka 





wobei das Integral iiber einen beliebigen Kreis vom Radius a um z,y 
erstreckt werden kann, der noch in @ liegt. Hieraus folgt bekanntlich, 
daB die Grenzjunktion u(x,y) im Innern von G der Potentialgleichung 
du =0 geniigt. 


15) 2ad ist der Inhalt eines der beiden in Fig. 9 gekennzeichneten Rechtecke, 
die sicher gréBer als die entsprechenden Halbmonde sind. 

%*) Die gleichgradige Stetigkeit ist hier in dem weiteren Sinne zu verstehen, 
da8 zwar die Funktionen u,(z,y) selbst nur stiickweise stetig sind, daB aber die 
GréBe des Sprunges der Funktionen in einem Unstetigkeitspunkt mit / gegen Null 
strebt. Der Auswahlsatz gilt auch in diesem Falle. 

Mathematische Annalen. 104. 48 
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Mathematische Hoffnung und Greensche Funktion. 


Im Anschlu8 an die obigen Ausfiihrungen beweisen wir noch die 
folgende Tatsache: 


Die mathematische Hoffnung 
A(x, y; &,9) = W, (x,y; &,9) + W, (2,3 &,9) +... 


konvergiert — mit 41° multipliziert — bei dem Grenziibergang 1-0 in 
jedem den Punkt E=2x, »=y ausschlieBenden Teilgebiet von G gegen 
die Greensche Funktion 





1 1 
K (x,y; &.n)=gzlog>+o(z,y36.n) (r= V(e—&)'+(y—n)). 
Zum Beweise beachten wir, daB die Summe 
1H, (2,y; &,9) =U? (us + uf +...) 
eine Lésung der Gleichung 
4 
Ou=—2ayu, 
ist, die am Rande verschwindet. Da eine solche eindeutig bestimmt ist*’), 
so muB sie iibereinstimmen mit 
YH, =I*h,+9,; 
dabei ist h,(x,y;&,) die friiher betrachtete Summe 
3 (w? (2, y; &, n) — wy (0,0; 0, 1)) 


der Verteilungen bei unbeschrinkter Ausbreitung und »,(2,y;é,7) eine 
Lésung der Gleichung ©u = 0, die als Funktion von — und 7 am Rande 
die Werte — 1*h,(x,y;&,) annimmt. 

Lassen wir 6 gegen Null konvergieren, so strebt H,(z,y; ¢,7) in einem 
Teilgebiet von G, dessen Punkte von 2, y einen Abstand gréBer als 4/ besitzen, 
gleichmaBig gegen H(z,y;&,7) und h,(z,y;&,) gegen die Grundlésung 


1 Fr Js (ol 
h(z,y3§,n)= 55 P52 ( (or) —Jo(e)l de. 
0 


Infolgedessen konvergiert auch v,(2z, y; é,7) gleichmaBig gegen eine Funktion 
v(z,y;&,), die der Gleichung ©u=—0 geniigt und am Rande die 
Werte — Ph(2,y; &,7) annimmt. 

Bei dem Grenziibergang !—-0 konvergiert nun /*A gegen die Funktion 
= logr, und ferner ist — wie man ganz ahnlich wie oben einsieht — die 
Menge {v,(z,y;&,”)} gleichgradig stetig und gleichmaBig beschrankt. Wir 


17) Denn die Differenz g,—g, zweier Lésungen wiirde eine am Rande ver- 
schwindende Lésung von © u = 0 sein. 
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kénnen also aus der Menge {1° H, (x,y; &,)} eine Teilfolge auswahlen, die 
in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von G, das den Punkt z= 2, y= y, 
nicht enthalt, gleichmaBig gegen eine Funktion 


= tog + + v(x, y;&, 0) 


konvergiert, in der der Bestandteil v iiberall in G der Potentialgleichung 
4v=0 geniigt. Durch ganz geringfiigige Modifikation der im nichsten 
Paragraphen durchzufiihrenden Uberlegungen zeigt man, daB v am Rande 
die Werte — 2 log + annimmt und da daher die Grenzfunktion bis auf 


den Faktor 4 mit der Greenschen Funktion K(z,y;&,») itibereinstimmt. 


§ 3. 
Die Randbedingung. 


Es sei S, ein innerer Randstreifen von G, begrenzt von den Kurven I" 
und I; er bestehe aus allen Punkten von G, die von R einen Abstand 


r 


kleiner als r besitzen. Wir beweisen, daB der Ausdruck 
1ff(u- f)*dady 
S; 


mit r gegen Null strebt. Diese Tatsache zieht in der Ebene bereits die 
exakte Ubereinstimmung der Werte von f(z, y) und u(z,y) auf I nach 
sich. Im Raum ist es die sinngemaBe Forderung, die wir beim Randwert- 
problem von 4u = 0 stellen miissen**). 

Zum Beweise benutzen wir den folgenden 


Hilfssatz. Hs seien Q,[v] und D_,(v] die tiber den Streifen S, er- 
streckten Integrale Q[v] bzw. D[v). Dann gilt fiir jede stiickweise stetige 
Funktion v(x, y), die am Rande R verschwindet, die Ungleichung 


(7) Q,[v] Ar YD, [0]. 
Hierbei ist A eine Konstante, die nur von der oberen Grenze der Funktion 
|\v(z,y)| und von der Gestalt des Randes I, nicht aber von / oder r 
abhangig ist. 
Wir beweisen diese Ungleichung zunichst fiir konvexe Gebiete G. 
Es seien I’, und I’, zwei Parallelkurven zu I’, die im Innern von S, 
und voneinander im Abstande / verlaufen. Zwischen ihnen — und zwar 
im Abstande l’ = ql (q¢<1) von I, — liege eine weitere Kurve [y. Wir 
bezeichnen (vgl. Fig. 10) die Ringgebiete zwischen I’ und I, mit S,, 
zwischen I, und I, mit = und zwischen I, und Fy mit >”. 


18) Vgl. Courant, Friedrichs, Lewy, loc. cit. 


48° 











736 R. Liineburg. 


Verlegen wir den Nullpunkt des Koordinatensystems in einen Punkt 
im Innern der Kurve J’ und wenden fir die Funktionen 
y=v*(z,y), 
x=loge; o=yz*+y?* 
die Formel (2) Kap. II auf das Gebiet S, an, so folgt, indem wir 


Dt 2)={f f (S52) (EB ae dea s [Jf PF") (G2) eva 
+ J JC*) GA ao aecy 


setzen, wegen ©7 = 0 

D,[v*, x] =—2ffv*O'zdedy. 
T Dabei ist 
Fig. 10. O'n= RI fide — a2} 

















So 


i; 


und « der Bogen des Kreises vom Radius 1 um z,y, der noch im 
Gebiet S, liegt. Wegen der Konvexitaét von @ triffit jede vom Nullpunkt 
ausgehende Gerade den Rand I’ — und bei hinreichend kleinem r auch 
die Kurven I,, I,, ry — unter einem Winkel, der gréBer als eine feste 
Konstante ist. Wir kénnen daher g so wihlen, daB der Winkel a iiberall 
in 5” von einer vom Nullpunkt durch den Punkt z, y hindurchgehenden 
Geraden in zwei Teile zerschnitten wird, von denen jeder absolut gréBer 
als «, und kleiner als 2—a, ist. a, ist dabei eine positive, nur von g 
und der Gestalt des Randes abhangige Konstante. Dann ist aber der 
Ausdruck 1©’z bei geniigend kleinem / in 5’ ebenfalls gréBer als eine 
positive Konstante Q, die nur von g und I" abhangt?*). 
Wir erhalten die Ungleichung 


[fordedy < 551|D,(0%2]|, 
also wegen | D[v*, z]| < YD[v*] D(z): 
[Jordedy S55 1VD, [e") YD, (a) 





1%) Denn es ist 


T% 
, 1 - I 
lO r= [oe (1+ 4 +24 0089) ap, 
Fo 
also bis auf Glieder, die mit J gegen Null-streben: 


oo s/f. , 4. 
1© x= — (sin gy, — sin yy) > — sin a. 














Problem der Irrfahrt und Potentialtheorie. 


und um so mehr 





[Jo®dzdy < 951 YD, [0] YD,[z)- 
Unter Beachtung von 
D, (x) s C; rT, 
D,{v*}] SC, D,[v) 


{[fordzdy < Alyr YD, (0). 


Unterteilen wir den Streifen S, durch im Abstande 1’ = q/ verlaufende 
Parallelkurven zu I" in x derartige Streifen =’ und addieren die einzelnen 
Ungleichungen, so folgt die Ungleichung 


(7) Q,[v] < Ar YD, [v}. 
Wir wenden nun (7) auf die Funktion v = u,—f an; es folgt 
[J(u —f*dedy <r YD[u,—7) 
und um so mehr 
{J(u —f)*dady < Arh YD[u,—f] S241" DN, 


wobei jetzt das D-Integral iiber das ganze Gebiet G zu erstrecken ist. 
Ist S,_, ein Teilstreifen von S,, begrenzt von zwei Kurven I’, und I’, 
so gilt natiirlich auch 


JS (um — f)*dady < 241% YD[f) 
r-@ 
und daher im Limes 1—-0 wegen der Beschrinktheit von D/[f): 
SS(u—fdady < Or’ 
Ft 


folgt schlieBlich 


bei beliebigem 0 < r. 
Hieraus folgt 


1 [f(u—ptazay <oyr 
und damit die eingangs formulierte Randbedingung., 

Die Voraussetzung der Konvexitaét von @ ist natiirlich fiir die Giiltig- 
keit von (7) nicht wesentlich. Es ist aber im Falle eines nichtkonvexen 
Gebietes G bequemer, die mittlere Annahme der Randwerte mit Hilfe einer 
Modifikation von (7) zu beweisen. Hierzu unterteilen wir S, durch eine 
Anzahl von Normalen auf I in Teilgebiete 7, in denen sich die Tangente 
von I’ monoton und stetig andert. Mit S,, 2,2’ bezeichnen wir die in T 
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verlaufenden Teile der friiheren Streifen (vgl. Fig. 11) und mit N, awei 
lings der S, begrenzenden Randnormalen verlaufende Streifen der Breite |. 
Die Anwendung der Formel (2), Kap. II ergibt jetzt 
















<OT — 
ZN Fp er st 
iD°pQr +r F = D, [vz] +2ffv°O’zdady. 
O I; Bei geeigneter Wah! des Nullpunktes ist 1@'y 
auf >” negativ und absolut gréBer als eine feste 
Fig. 11. Konstante Q@ >0. Die weiteren Rechnungen ver- 


laufen genau wie friiher, es ist nur noch nétig, 
das Zusatzglied 2 f f v*©’zdzdy abzuschiatzen. Fiir dieses gilt 
y, 


2| [for o’xdady| < B'r, 
so daB zunichst : 
{[fordady <A'lyr YD,[v] + B’rl 
und sodann durch Addition 
(7’) Q,[v] S Ar D,[v] + Br® 
folgt; A und B sind von r und / unabhingig. 


Mit Hilfe dieser Relation erhalten wir aber durch Anwendung auf die 
Funktion v = u, — f ebenfalls die zu beweisende Randbedingung. 


(Eingegangen am 25. 9. 1930.) 

















Uber ein Tschebyscheffsches Extremumproblem. 


Von 
N. Achyeser in Kiew (Ukraine). 


§ 1. 
In vorliegender Arbeit beschaftige ich mich mit folgender Aufgabe: 
Unter allen reellen Funktionen vom Typus 


(1) a,z"+0,2"°-*+...+6,2""'+p,,,2"  +...+7, 
ro z'—' +9, 2'-*+...49,_, 
G z'+ 9, 2°*+...44 
wo n,l und die Koeffizienten o,,0,,...,6, gegeben sind, ist diejenige zu 
finden, welche in dem Intervalle (—1,.1) am wenigsten von Null abweicht; 
mit anderen Worten, diejenige, fiir welche das Maximum des absoluten 
Betrages in (—1,1) den kleinsten Wert hat. 

Diese Aufgabe wurde von P. Tschebyscheff in der Abhandlung ,,Sur 
les questions de minima qui se rattachent 4 la représentation approximative 
des fonctions“*) aufgestellt. Der beriihmte Mathematiker gab dort zur 
Lésung dieser Aufgabe ein mit der Theorie der Kettenbriiche zusammen- 
haingendes Verfahren. Fiir die einfachsten Fille, namlich fiir 11 und 
fir 12, 0,—0 hat P. Tschebyscheff den kleinsten Wert des absoluten 
Betrages von (1) im Intervalle (—1,1) wirklich gefunden. 

Diese kleinste Abweichung soll im folgenden durch L bezeichnet werden. 

In dieser Mitteilung wird eine neue und wesentlich einfachere Lésung 
der betrachteten Aufgabe gegeben. 

Es wird eine algebraische Gleichung vom Grade 1+ 1 aufgestellt, 
welcher die GréBe L geniigt. 

Ferner wird gezeigt, daB die Lésung der Aufgabe von / Parametern 
abhangt, die samtlich reell sind und, nachdem L gefunden ist, sich aus 
einem System von / linearen Gleichungen bestimmen lassen. 





*) Guvres de P. Tchebychef, T. I, 8. 273—3878; insbesondere 8. 338—378. 
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§ 2. 

Zunichst wollen wir in den Funktionen (1) das Polynom 
o,2"+0,2"-*+...4 o,2"~' 

durch ein lineares Aggregat von Tschebyschefischen Polynomen 


T,,(x) = cos m arccos x “-— curs, (m7) (22)"-** 





ausdriicken, so daB die Funktionen (1) die Form 


i—1 
(2) te Ty(2) +--. + Teal2) the to byt oe 
erhalten. 
Spater werden wir die ZweckmaBigkeit dieser Transformation erkennen. 
Nach einer leichten Rechnung bekommen wir folgende Beziehungen 
zwischen den neuen Koeffizienten +, und den alten o;: 


tas gacarcs (Oct (8?) + ee (* ET) +... >= 2 (5 ), 


Taina ara (Sena tee) eee (* OO) te}. 








Jetzt wollen wir eine andere Formulierung unserer Aufgabe geben, 
namlich: 
Unter allen reellen Funktionen vom Typus 


a"? 
(3) R(x) == ~*+p, 2 — ts -+ Pas 
% z'+q,2'-*+...4+% 





ist diejenige zu finden, welche in dem Intervalle (—1,1) am wenigsten 
von der Funktion 


F(z)=1,T,(z)+...+14,7,_,(2) 
abweicht. 


Nun kénnen wir den Tschebyschefischen Satz*) iiber die beste An- 
naherung einer stetigen Funktion durch rationale Funktionen vom Typus (3) 
anwenden. Aus diesem Satze folgt, daB unsere Aufgabe stets eine und nur 
eine Lésung besitzt, und zwar wird die Funktion 


S(2 «, s*- v— +4, 2" r— Su... -+a,_ “& 1 
)= b, x'~ a t-A-1 
x +b, 2 +. -- +d i 





*) loc. cit., théoréme 4. Vgl. N. Achyser, Sur les propriétés extrémales de cer 
taines fonctions fractionnaires, Comptes Rendus de l’Académie des Sciences de 
YURSS, 19380 A, 18, 8. 495. 
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wo der Zahler und Nenner teilerfremd sind und a,+0, 6,+0, dann und 
nur dann die Lésung unserer Aufgabe (in zweiter Formulierung) bilden, 
wenn die Differenz F(x) — S(a) ihren in dem Intervalle (—1,1) maxi- 
malen Absolutwert mit abwechselnden Vorzeichen mindestens in n-+1—d+1 
Punkten dieses Intervalls annimmt; dabei ist 


d= min {y, 4}. 
Kehrt man zur ersten Formulierung unserer Aufgabe zuriick, so ergibt 
sich, daB eine Funktion 


(4) t, 7, (2) +... +2,T,-,(2) +6,,,2"" "+... +6, 
Gy x! 2-84... +0) 34 
by w'—24B, 2-2-2443 

wo b,+0 und der Bruch auf die einfachste Form gebraci‘ ist, dann und 
nur dann die Lésung liefert, wenn diese Funktion ihren in (—1,1) maxi- 
malen Absolutwert mindestens n + 1—A-+1-mal mit abwechselnden Vor- 
zeichen annimmt. 

Diese Tatsache erlaubt, die gesuchte Funktion wirklich zu bestimmen, 
wie im folgenden Paragraphen gezeigt werden soll. 


§ 3. 

Wird die Lésung unserer Aufgabe (in erster Formulierung) mit y 
bezeichnet, so ergibt sich, da y die Form (4) hat, wo 4 eine zunachst un- 
bestimmte, / nicht iibertreffende natiirliche Zahl bedeutet, daB die Gleichung 
(5) y*— L*=0 
genau 2(n-+1— A) Wurzeln besitzt. 

Diese Wurzeln miissen, damit die am Ende des vorigen Paragraphen 
erkannte Eigenschaft der Funktion y erfiillt ist, simtlich in dem Inter- 
valle <—1,1) liegen. Und zwar miissen —1,1 einfache Wurzeln der Glei- 
chung (5) sein, die iibrigen 2(n-+-72—4—1) Wurzeln dieser Gleichung 
aber werden alle zu je zwei gleich, so daB sie in der Gestalt von n +-1—A—1 
Doppelwurzeln im Inneren des Intervalls (—1,1) erscheinen werden. Diese 
Doppelwurzeln zusammen mit den Enden des Intervalls bilden diejenigen 
n+1—A-+1 Stellen, wo y mit abwechselnden Vorzeichen den Wert L 
annehmen muB. 

Jetzt fiihren wir die Funktion 


_ yt 
ay L 





n 


ein. In dem Intervall <—1,1) hat sie den Betrag Eins, da in diesem Inter- 
vall die Ungleichung y*< L’ gilt. Ferner ist die Funktion 7 in der lings 
der Strecke —1,1 zerschnittenen x-Ebene eindeutig. Dies folgt aus der 
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Tatsache, daB alle Unendlichkeitastellen der Funktion y*— L* von gerader 
Ordnung sind und alle Nullstellen (deren Anzahl gerade ist) in dem Inter- 
valle <— 1,1) liegen. Somit kénnen und wollen wir in dem Ausdrucke fiir 
n das Vorzeichen vor dem Radikal so bestimmen, da8 fiir += co die 
Funktion 4 unendlich wird. 

Nun wollen wir die zerschnittene z-Ebene auf den Einheitskreis einer 
v-Ebene abbilden. Dazu setzen wir 


1 7 
e=3(0+5)- 

Als Funktion von v besitzt 7 folgende Eigenschaften: 7 = y(v) ist in 
|v| <1 eindeutig, in |v|<1 absolut gréBer als Eins und auf dem Rande 
vom Betrage Eins; im Punkte v = 0 hat 7 einen Pol n-ter Ordnung, und 
aus der Form der Funktion y folgt, daB » noch 1 — A Pole besitzt, welche 
simtlich in | v| < 1 liegen und mit £,, 8,,..., 8,_, bezeichnet werden mégen. 

Diese Betrachtung lehrt, daB die Funktion 


a 

v” ae 

7 I 1—£,» 
in dem Bereiche |v| <1 regulér, in dem Gebiete |v| <1 von Null ver- 
schieden und am Rande vom Betrage Eins ist. Nach dem Schwarzschen 
Spiegelungspzinzip*) folgt daraus, da8 diese Funktion eine Konstante vom 

Betrage Eins sein mu8. Also wird 
1a 
ian 1—£,v 

n=ev free | (je| =1). 


j=1 








Diejenigen Wurzeln £,, welche komplex sind, sind paarweise konjugiert. 
Darum kann man 7 auch in der Form 





darstellen. Da auBerdem 
L 1 
(6) y=3("+;) 


ungeandert bleibt, wenn man v durch ersetzt, bemerken wir, daB «= +1 
sein muB. 


Endlich kann man ohne Beschrankung der Allgemeinheit 7 in der Gestalt 
i 
-n 1—8,v -n —n Mot’ +m, v'-*+...+4 
7 = [7 = a 1 
( ) ” te v—B, +e o(») =e 0! + my v'* +... +My 


j=1 








annehmen, wobei 4,1 und pp, “,,-...,,_, Teelle Parameter bedeuten. 


*) Vgl. L. Bieberbach, Moderne Funktionentheorie, 8. 128 (1927). 








r 


ar _ ]S 
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Denn im Falle 4+ 0 kann man als f,_,,,,-.-, 8, beliebige komplexe 
Zahlen vom Betrage Eins annehmen, mit der einzigen Einschriankung, daB 
die so im Zahler und Nenner entstehenden komplementaren Faktoren reelle 
Koeffizienten haben; dann sind diese Faktoren identisch. 

Auf Grund von (6) und (7) erhalten wir fiir die gesuchte Funktion y 
den Ausdruck 
(8) y= F{o-*w(v) +0" o(5)}, 
wo L=+M=(|M\. 

Es bleibt nur iibrig, die GréBen M, uy, m,,---,@,_, Zu finden. Dazu 
miissen wir (8) mit (4) vergleichen. Dies fiihrt zur Identitat 





grad) +g ert+ he) + tHe) + 
aes ee v” eed 
2 Wo" wv’ +... +m My vi +... +m 
oder 
(mo' +... +My) (8+ Sh te +S +.) 


=F (ue +--+ my) + 0° B(0). 
Der Vergleich der Koeffizienten liefert folgendes Gleichungssystem: 


Mp, = Por) 
M py, = Hot + HT» 
(9) M py _ = Mota t Mat + Ha %» 


1—-M 1, ioe T, Ts 
es Se... & F 
(10) Asia: Elekta See 
T, T, .. —M 0 
Ts, 0 os 0 —M 








Alle Wurzeln dieser Gleichung sind reell. Aus dem Charakter unserer 
Aufgabe ist ersichtlich, deB fer Betrag der absolut kleinsten Wurzel die 
Abweichung L geben wird. 

Nachdem M gefunden ist, bekommen wir die Parameter yy, ,,---» My_4 
aus dem System (9). 

Die Aufgabe ist somit vollstandig gelést. 
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§ 4. 

Wir wollen als Beispiel den Fall 1 = 2 betrachten. 

Es sei [= 2; og=1, 64,=—6, O=0Q. 

In diesem Falle nimmt (10) die Gestalt 
(11) N*—(n+49+1)N*+(n+49—40°—1)N+1=0 
an, wobei 

N=+2""*L. 
Ist 
4o0+n— 20*— 26 yo*+1+0, 
wo ojo*+12>0, so werden die Zahlen £,, 8, konjugiert komplex; 
dabei wird 
2oN 
4,=1, += Ty My = N. 
In diesem Falle ist 4= 0. 
Ist 
4o+n—20*—2c0yo*+1=0, oyo?+i>0, 

so wird f, = N, B,=1, wobei N= o — yo?+1. 

In diesem Falle ist 41. 

Ist endlich 

4o0+n—20*—2cyo*+1=0, o=0, 

so daB 49+n=0, so wird §{,=$,=—1, N=1. 

In diesem Falle ist 4 = 2. 


(Eingegangen am 25. 11. 1980.) 














Zur Theorie der elliptischen Funktionen. 


Von 
W. Maier") in Lafayette (Ind., USA). 


Einleitung. 


Die durch Eisenstein*) gegebene ,genaue Untersuchung“ unendlicher 
Doppelreihen scheint erstmals jene Idee auf elliptische Funktionen ange- 
wandt zu haben, die man heute etwa kennzeichnen mag als ,Bildung 
analytischer Invarianten durch Summation“. Die konsequente Durch- 
fiihrung zeigt, daS man mehr als zwei komplexe Verinderliche mitnehmen 


kann, ohne die Resultate zu belasten; grundlegend ist eine Funktion 3(* ¥) 


u 
von Kronecker*), und wir iibernehmen hier den Titel jener Verdffent- 


lichung, welche die ersten Eigenschaften von s ty darlegte. In Hermites 


Bezeichnungsweise handelt es sich um elliptische Funktionen ,,zweiter Art“, 
deren differentielle Eigenschaften an anderer Stelle *) untersucht wurden. Im 
Mittelpunkt der gegenwirtigen Betrachtung steht ein Additionssatz zweiten 
Grades, dem die s-Funktion geniigt (§ 3,2); er entspricht dem Additions- 
theorem vierten Grades der WeierstraBschen g-Funktion. In § 4 wird die 
formale Analogie zwischen Bernoullischen Poiynomen und elliptischen Funk- 
tionen beleuchtet; letztere unterscheiden sich vom elementaren Grenzfall 
durch die Nichtexistenz zweier Grenzwerte. Als Anwendung folgt in § 5 eine 
Weiterfiihrung der speziellen Teilungstheorie elliptischer Integralperioden; ist 


1) Fellow of the International Education Board. 

*) G. Eisenstein, Mathematische Abhandlungen, 1847. 

*) L. Kronecker, Zur Theorie der elliptischen Funktionen; Abhandlungen d. Kgl. 
PreuBischen Akademie 1887. 

*) Bernoullische Polynome und elliptische Funktionen, sowie Theorie der s-Funk- 
tion, Journal f. d. reine u. angewandte Mathematik 1931. 
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z. B. fiir die WeierstraBsche w-Funktion die Fiinfteilung vollzogen, so sind 
nur noch quadratische Gleichungen aufzulésen, um fiir Jacobis ungerade 
Funktion #(v) den Teilwert + (3) zu berechnen. Fiir (m)=—0O haben 


die nicht reellen Nullstellen von #’(v) trivialerweise rationale Realteile. 
Als Folge unserer Teilungstheorie beweisen wir: Hat auch nur eine solche 


Nullstelle rationales 3°), s0 existiert ein Polynom P, so daB identisch in 


@ 
@ die Beziehung gilt 
P(9_5 93.) = 9, 


wo g,,9, WeierstraBens Invarianten bedeuten und die eingehenden Koeffi- 
zienten natiirliche Zahlen sind. 


§ 1. 
Bernoullische Polynome als Grenzfall. 


Sind p und g komplex und ist pqg(p+q)+0, so besteht die Teil- 





1 1 1 1 : 
bruchzerlegung “teak ee [> + s|- Es seien 
(1) x,A=O0(1); u,v,u+v0+0(1), 
dann wird 
1 1 1 1 
(2) EFSSTH Wrseesyy loss F547! 


eine rationale Identitaét in u,v, aus welcher Eisenstein durch Bildung von 
+ 
+ das Additionsgesetz fiir ctgu herleitete. 


Anstatt auf (2) unmittelbar einen Summationsproze8 auszuiiben, ver- 
allgemeinern wir unsere algebraische Grundlage durch Einfiihrung zweier 
reeller GréBen xz, & wobei die Ungleichungen 


(1’) 0<t<2<1 


vorausgesetzt werden. Man benutze folgende zwei Zerlegungen einer in 
x, A und z, & vierfach linearen Form 


(3) wa +Ag—a(e+4)+(E—z)A—E(e +4) +(2—E)x, 


um jedem Multiplikanden aus (2) einen Faktor zuzuordnen, in welchem 
der nimliche Summationszeiger x, 4 oder x + 4 auftritt. Dies gelingt, wenn 
aus (3) Exponentialfunktionen hergestellt werden; aus Konvergenzgriinden 
wahle man dieselben vom Betrag 1, so daB sie in der komplexen Zahl- 
ebene als ,,.Dreh“faktoren angesprochen werden kénnen. Aus (2), (3) bilden 
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wir unter den Einschrankungen (1), (1’) 








ettian ,@ai bd etttEletd) «Bat (a8) x ettiaixta) 420i (E—2)d 
4) = ~ 
( u+x wo+Ai ut+o+x+A u+x utovtxet+A wo+a4 
as e® tHE (+d) e2 tt (e—E)x et ttalx+d) e2 tt (2—§)-(—A) 
~ ttotxt+s ut+x utotx+A —vw-i ’ 


Qxian — ents os QmtE(x+d) 8b (2—-£)x 


n 
- a e e e 
>" utx Py, v+A ~ a utot+xti ut+x 








et tts (x— a) etxtiz—fe 


- ee —v+m 





Von den zwei Doppelsummen rechter Hand in (4) geniigt es, eine umzu- 


n 
formen, etwa 54; setzt man 
-—n 


8) lin 3S = Se = es), 


so entsteht als Grenzwert jener Doppelsumme 








© in yu ee ee Se BS 
=f(é,u+v)-f(e—é,u), 

und man erhalt aus (4) folgenden Additionssatz 

(7) f(z, u)-f(E, v) = FE, ut »)-f(@ —&,u)—f(@,u+v)-f(e — &, —»). 


Diese Identitaét in vier Argumenten sei der Ausgangspunkt der Theorie. 
Sie enthalt das Additionsgesetz der ctg-Funktion sowie die Theorie der 
Bernoullischen Polynome. Hatte man in (2) v durch —v und 4 durch —4 
ersetzt, so ware man iiber 


1 - 1 Bary sn 1 1 
(ut+tx)(v+s) (u—v+xe—A)(v+A) (u—v+x—A) (v+x) 


wegen der aus (1’), (5) flieBenden Spiegelungseigenschaft 

(8) f(z,u)+f(l— 2, —u)=0 

mu folgender Gestalt des Additionstheorems gelangt 

(7') f(x, u) f(g”) = f(x, u—0)-f(2+é, 0) +f(,0—u) f(z+ &, u); 
anstatt (1°) muB hier verlangt werden 

(1”) 0<§<1-—2<1. 
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Nach Cauchys Integralsatz kann der Ausdruck (5) summiert werden; mit 
0<2<1; u=0(1) gilt, wenn unendliche Summationsgrenzen nur durch 
Vorzeichen angedeutet werden, 


+ ° + P 

er tts etttzr dt 
>? = y 71 
a u+y - u+yr 1—e~2*# 


or 








wenn di nach t =u verlegt wird 


e~2nizt 
ete (3 e~2ait) * 











somit 
ertter e~27tau 
(9) Pe Sal er 
Aus (5), (9) entnimmt man 
+ . 
1 2 » _ettu(l—22) —xiu(l—2z) 
(10) 3 (f(z) +£(01—2)] = D> SE = ai 
55° lim (f(x, u) + f(1—2, u)] = ctgau, 


wo die in z ungleichmaBige Konvergenz insbesondere 


jin, 33 


+ ° 
erttzr Q2xizr 


. e 
5= im 3 AS; + lim >> u+y 











nach sich zieht; 


emtu(l—22) _ 2 ~atu(i—2z) 


s(t (a, u) —f(1—2, u)] =2- ee 


ent _ e 





ergibt noch 
(10’) xe lim im (f(z, u) —f(l—2z,u)) =1. 

Tragt man (10), (10’) in (7’) ein, so folgt fir +0 das Subtraktions- 
theorem fiir ctg u. 

Will man die zum Nachweis von (6) nétige GréBenschitzung um- 
gehen, so benutze man die Darstellung (9), um das Additionstheorem (7’) 
zu bestatigen. Dabei hebt sich der gemeinsame Faktor —42*-e-?‘(#u+ée) 
so daB mit —e-****— aq; —e-®***— } nur 

1 1 1 


TFT G8) aay” (1-2) +e) 





oder 
b-—a ‘i a 
(l+a)(1+6) 146° I+a 


nachzuweisen bleibt, was trivial ist. 











(12) 
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Aus der so bestatigten Identitét (7’) kénnen durch Besonderung oder 
durch Grenzprozesse Aussagen gezogen werden, die eine kleinere Anzahl 
von Argumenten enthalten. Setzt man z B. 


Sai ai 


t(¥ u) -+ to on 2ai ae =(u), 








so wird 

(11) p(u) e(v) + p(u — 0) p(—v) + p(v — u) p(—u) = 0. 

Durch Spezialisierung wurden aus (11) die Argumente z, y, &, 9 entfernt; 
umgekehrt kommen wir zu Differentialbeziehungen in u, wenn v = u-+-e¢ 
gesetzt und «—+0 gehend angenommen wird. Setzt man 


oO ettirve 
Jim D> a (x) 
in 
und schreibt abkiirzend 
g(z)=9; 9(€)=n>» 





so wird F 
lim [— |; + f(#, ¢)]=9, 
und fiir 0<|e|<|u|<1 
f(z, u+e)=—f(2,u)+ef'(z,u)+e*..., 
f 


wo i ist; aus (7’) wird so 
f(x, u) f(&,u +e) = f(x, —e) f(2+é,u+e)+f(&, 2) f(z +é, u) 
f(x, u) f(E, u) 


+0 


lim {— f(x +8, u)+(9.t+nIf(e+é, u) + 0(«)} 


—f'(2«+&,u)+[9, +7) f(z + &, 4). 


Diese von wv freie differentielle Aussage (12) vermittelt, wenn man 
nach steigenden Potenzen von u entwickelt, quadratische Rekursionen 
zwischen den Ausdriicken 


"FO enter 


(13) Jim 3 —— =9,(2) fir 1=1,2,..., 
in 





wo wieder g,(z)=g,; g,(&)=y, und mdem g,(x)=—1 geschrieben 
werden mége. Fiir m= —1,0,1,... gibt (12) 


(12°) DB Ops Fans =(m+1)9,.0(@ +68) +o + 11) Ings (@ +4); 


Mathematische Annalen. 104. 49 








tim {(— 2+ 9.-.) [f(@+8,u) + ef’ @+8,u))+ (5+ ns) [fe +8, u)] + O(e)} 
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inhaltsreichere algebraische Beziehungen als (12’) gewinnt man fiir die g, 
wenn man auf (7’) zuriickgeht und die Potenzreihe in den beiden Ver- 
anderlichen u,v ansetzt. Mit 

f(2, 4) = Se (—4)" 90,1 
geht (7°) iiber in 


(14) Dy, (—4)" 941d (—v)’ N+ = 


Lbs 


, (v * u)" 9,41 de (—v)°9,41(2 + é) 


48 


+ >» (u— 0) Yous r(—u)*g,,,(2 +). 


—1 
Um Koeffizientenvergleich einer Entwicklung Dy c,,(—u)* (—v)* vor 
-1 


nehmen zu kénnen, erweitere man (14) mit (v —u) und erhilt fiir c,, 
folgende Ausdriicke 


P x+1 ‘ 
971.41 — 9n41%1=9uGass (2 + &) — ( 1 ) 9u4191(2 +6) +... 


x+A P x+i1+l1 
+ (-1)*( ; ) Guna (2% +8) + (—1)*( re anes 
A+1 x(/At+x+1 
— {y9e.(2 +8) —( : \rana9u(@ +8) +...+(—1)"( x+1 )rasnsa} 
fir x,4=—0,1,2,... und diese doppelte Folge von Aussagen wird in 
Determinantengestalt fiir 0 << «,4; x <4 m 





| (x+ 
(15) | Gu+a ~ ¥4(-1)"  ( = se Qu41- (+6) | 
- te ; 
1%, Vasa | 0 ( a Whee are 





Wir spezialisieren (15) auf 4—0 zu 
«+1 
(15’) Ina + Onss = GuGa(% +E) + (% +1) Ips — 3Y Mp Iusr—n(@ + €) (= 1)" 


und setzen 1— —2=#; die f-Spiegelung (8) vererbt sich auf die g, 
und gibt 


(8’) g,(l1—x)=(—1)’g, fir »=0,1,..., 
so daB (15’) jetzt geschrieben werden kann 
x+1 
g,,(1 beat x)(9, (2) + 71) +*g,,,(1 ied x) = 2 Vp Guri—p (=) 


und dies ist wegen 1— x= £- Z nichts anderes als (12’). 
Betrachten wir (12’) als Additionstheorem fiir g, (z+), so wird 


(16) Gm (®t E) = PCG ys Gose++s Imi Yao ++ +9 Ym) 
als Polynom in 2m Argumenten mit rationalen Zahlkoeffizienten dargestellt. 
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Vollzieht man in (12’) den Grenziibergang 2 —- 0, § + 0 und benutzt 
die Existenz der Grenzwerte 


lim g,(%)=9,(0) fiir 7= 0, 1,2,..., 
die nach (13) fiir 7 +1 trivial ist, so ist jedes g,(0) rational aus 
vy gttiay 


lim ¥ 
z>0 ae 4 





—= 9,(0) =a 
bestimmt vermittels der quadratischen Rekursion 


(17) D+ 9441(0)Im-psa(0) = (m +1)9449(0) + 29,(0)-g,,43(0). 


\ 


Unter Benutzung von (8’) fiihre man jetzt in (12’) den anderen 
GrenzprozeB aus: §-+1— 2. Er liefert 


m+1 


(18) De (1) Gy 51 Im — nea = — (Om +1) Im + 2(0) 


und driickt jedes g,,, durch g,,._ 1, Gam—g>+++s9g>9, und g,(0) rational 
aus; zwischen den g,,g,,... ist damit keinerlei Abhangigkeit gesetzt. 
Eine solche erhailt man aus (15) fiir 4=1, namlich fiir x =0,1,... 


“+1 


(19) Se (=1) 07, Ies2n(@ +8) 


+ 1) , ! 
= 94-172 — Gala 7 rs Ina #991 (2 + &) — 9, -19a(% + &). 


Ersetzt man in (19) die GréBen x, é durch 1— 2, +2 und addiert, so 
entsteht die mit x +1 erweiterte Gleichung (15’); mit ihr ist also auch 
(17), (18) in (19) enthalten. 

Linearkombination von (15’), (19) gibt mit (8’) entsprechend (12’) 
fiir m = —2, —1,... 

m+2 
(19") 2! Yn 419m 42-4 
' m + 2) , 

= [%— — 9a) Gm4a(% +E) + (mM +1) 91 Iusa(% +E) + ( 9 )9m+9 (2 +), 
und mit §—-1—z 


(19”) Se Hp 41 Im49-p(— 1) = (m+1)9, Im 400) + ( 2 ) 9m+3(0)- 


Aus (19”) findet man jedes g, rational aus 





I gttizy } 
=H = ni (1-22), 
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so daB das Additionstheorem (16) sich vereinfacht und g,(2-+&) als 
Polynom /-ten Grades von nur zwei Argumenten liefert, etwa 
(16’) 9,(z + &) = Q,,(915 71)- 
Die sonst gebriuchliche Erklarung der Bernoullischen Polynome 
d' ye*" | 





(20) B, (2) =F 1 = — 


macht (16) evident; verloren geht nur der heuristische Gesichtspunkt fiir 
die elliptischen Funktionen. 


= — 9,(z)-—— 


§ 2. 
Periodizitat von s [>*). 


Zufolge (1.9) konvergiert die einfach unendliche Reihe 


Qxizh 
a crt fir O<2<1 und w= 0(l). 
Sei & ein neuer Summationszeiger, w und y Parameter, so verallgemeinern 
wir den oben stehenden Summanden zu 
etstishtye 
u+h+ok’ 
um die Nenner von Null fern zu halten, schranken wir w ein durch die 


Forderung 


(1) 0<3() 
und verlangen zudem 
(1’) u + 0(mod 1, o). 


Der Zahler bleibt fiir alle ganzen rationalen Zeiger k beschrankt, wenn 
x,y veell bleiben; wir setzen die engere Bestimmung 


(1”) 0<2<1; 0<y<l. 
Die Verallgemeinerung 
, ettiizh+yk) 
2 * uthtok 


von (1.5) existiert dann zwar nicht, wohl aber der Grenzwert 


ettiizh+yh zy 
Dy 0 ceeeteer om »¥). 
(2) = uth+ok (¢ )s 


er wurde von Kronecker eingefiihrt als grundlegend zur Theorie der ellip- 
tischen Funktionen. 
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Den Konvergenzbeweis der Reihe (2) erbringt man durch Zerlegung 
in einfach erstreckte Teilsummen und GréBenschitzung. Seien zwei natiir- 
liche Zahlen vorgelegt 


m>m,(z,y,u,@) und n>m; 


Qailzh+yk 
Dy by StiTat 


l+m —-™ 
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dann ist nur 


(3) 
zu zeigen, um 
m 
ettiizhtye et tiizhtye 

por uth+ok -2" u+h+ok 
unter gleichen Voraussetzungen zu erkennen; wit betrachten aber (3) 
unter der weiteren Einschrankung 
(1) R(w) = 0, 
setzen fiir 0 < R(t) 

e***2-* yy; e2*tv—oF _ 

und bilden, um die Nenner links in (3) ,,hochzuziehen“, Eulersche Inte- 


grale iiber dt. Da die Operationen tauschbar sind, fiihre man die end- 
lichen geometrischen Reihen im Integranden zuerst aus und benutze dann 


Cauchys Integralsatz 


(3’) >» Dy. cnaiialac Dr dh J arerternenee t)h+k(Qniy—wt) 
u @ 


—m 0 


< mt 








< m-* 





= { dte-™ Sro® Sow 


Pr l+m —-™ 


co) 
Jae ote yt t™— pits w-*— w*tt 





l—v l—w 
r(i+o) 
= lim fo dtettorrm! C- Gaaet 4 


r>o l-—v l—w 
0 








a dte*“»v ~~ ~eee 


r(l—o@) 
ate 14+ml—v*-* | 
0 


Die Ausbiegungen der Integrationswege in der t-Ebene sind so gewahlt, 
daB8 die Integranden fiir || > 0 klein werden. Mit einer von m,n unab- 
hangigen Zahl c folgt aus (3’) 


< of dte tut < fate — m-t, 


Sxiizhkh+yh 
Dy by STITeE h+a@k 


l+m -m 
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d. h. (3) und insbesondere gilt auch fiir den ,,Randstreifen“ 


| - ettiky | 

| 2) ote Fe| <* t. 
Durch die Teilbruchreihe (2) ist also eine in « meromorphe Funktion 
8 ( se ’ ) bestimmt, deren Verhalten im Nullpunkt durch 


(4) lim mle ¥) =1 


u->o 
n 
gekennzeichnet wird, denn — = + lim Se konvergiert fiir |u| +0 
no —n 


gleichmaBig. Nach (4) hat s einen Pol erster Ordnung mit Residuum 1 
in u = 0; sein Verhalten im groBen ist aber durch Periodizitatseigenschaften 
sehr durchsichtig zu bestimmen. 

Aus (2) entnimmt man 


et ttlz(h+ +k! i \ 
s( z, ¥) = et*t2 im Ss ae ag on el* *) 


u+l1 n->co u+(h+1)+ok \u 
und 
e2 ttzh+y(k+1)) . 
__ giniy hk — e~2*ty >*) 
0 ‘)= lim Sf u+h+o(k+1) ° *"\s /}* 
d. h. 
(5) Aor nal Phan dal SF. 


Die Periodizitaét (5) zusammen mit dem Grenzwert (4) und der 
Regularitatsforderung fiir jedes u == 0(mod1,@) bestimmt die Transzen- 
dente s eindeutig als elliptische Funktion ,,zweiter Art“ in der Bezeich- 
nung von Hermite; nach Abzug einer Vergleichsfunktion bleibt namlich ein 
Rest, dessen Betrag lings eines endlichen Parallelogrammes beliebig klein 
wird. Fiir rationale z, y wird sie sogar in u doppelt periodisch, also wegen (4) 
elliptisch, und es empfiehlt sich, sie durch Jacobis Thetafunktion auszudriicken. 

Unter den Voraussetzungen (1), (1’), (1”) konvergiert 


(6) ~i3 (— 1)” eti[o(r +4)? +2u(r+9)] _ b(u), 
und es besteht f 
8’(0) lim". =1. 


Pare FY) (u) 
Als Eigenschaft eines jeden Summanden in (6) erscheint 
8(u+1)=—0(u), 
und als Wirkung der vollzogenen Summation iiber » 
(7) O(u+w) = —e~**O** (nu), 
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b(u+z) 





Fiir jedes von u freie z bleibt (x) unverandert, wenn u um eins ver- 


mehrt wird; die erste der Funktionalgleichungen (5) wird also durch 


Seas a befriedigt. Die Bestimmung von z gelingt durch Benutzung 


der zweiten Periodizitét in (5) aus 


e7 2th a(u+e) b(u+z+o) ts e7 **iy—Saiew b(u+z) 


b(u+ om) b(u) 





nach (7): 


gttily—wa) eH MIOET TM O(utz) _ O(ute) 
e~ 724+) (4) a 


woraus notwendig folgt 





z=y—oxz (1). 
Wahlen wir 
(8) z=y— ox, 
so ist gem&B (4) eindeutig 
2,Y\ — -anizy O’(0) O(u+z) 
(9) o(¢ )=e o(u) (2) 


Die schon durch Kronecker gegebene Darstellung (9) erlaubt gegen- 
iiber (2) die Aufhebung der Schranken (1”); es ist jetzt ¢ meromorph 
fortgesetzt durch die volle z- und y-Ebene hindurch. Den Perioden (5) 
von s entsprechend geniigt f in (1.5.9) der Bedingung 


f(z,u+1)=e"**** f(z, u), 
wie zu erwarten. In Abhiangigkeit von x jedoch zeigt die rechte Seite 
von (1.9) folgendes Verhalten: 
(10) f(a +1, u) =e7**™ f(z, u), 
wodurch die Konvergenzgrenzen der in 2 periodischen Darstellung linker 


Hand in (1.9) evident werden. Vergleicht man entsprechend die Erschei- 
nungen bei s, so findet man 








1 
z+—,y —2xiu ’ 2xiu 
@ — _,snizy (0) 8(u+z—1)  -— z,y 
{ u ba. la 6(z)0(u-1) °° -0(% ) 
und 
’ z+l,y —~8ninu(i+c) O'(0) O(u+z—@) 
(10°) s( s )=e ia 8(u) 8(z—@) 
—e~**iu, [> a o(* "). 


so daB, einfacher als im elementaren Fall (10), die z-Funktion s in Wahrheit 
die Periode eins aufweist, und die Darstellung (2) anstatt durch (1”) nur durch 


(1*) —wo<2,y<0; 2,y3=0(1) 
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einzuschrinken ist. Gegen y-Schreitungen namlich wird entsprechend 


o(* ") Le ii. salle onal RS?) 


Was also die trigonometrische Darstellung (1.9) nur vortiuscht, eine 
z-Periode, das kommt im Fall der Doppelreihe (2) der dargestellten 
Funktion ¢ als Eigenschaft zu. Daher ist es wiinschenswert, den GrenzprozeB 


Ie) oy 


vermége (6), (9) genauer zu verfolgen; man erhilt mit e*** —g@ fiir groBe 
3(@) die Schitzung 


£9 (u) = 3s (—1)" gl*B eee +4) 4 (9*), 
-1 
, 0 1 2 P 
id (0) = 3+ (—1)"-2as(» +5) qth +0O(q*), mit 0<2<1, 


£0 (z) = gt(@-*).*4¥7 1 (gt**) ' 
£0 (w +2) —ghd-teenterw 4 O (ghee) 


und aus (6) 
a(2 " = e~ Mien 22% ong en *xten ' 
Sse gre... ge 1—¢-*7!= 
d. h. (1.9). 


Indem wir in (2) die x,y wieder innerhalb des Einheitsintervalles 
annehmen, tragen wir den Konvergenzbeweis allgemein fiir 0 < $(m) nach, 
befreien uns also von der Einschrinkung (1””). 


Setzt man wie in (3) fiir m,<m<n 
-- ~ ettilzht+yk) 
(1) oto ited =f 


benutzt in einer komplexen v-Ebene das positiv umfahrene Rechteck 
v, 0, 0,0, als Integrationsweg, wo 


na-—(m4})+0(n+)) 
no- (+4) to(m44), 
na — (+4) <9 +)) 
na —(n+4)—0(0+9) 
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gewahlt wird, um gerade alle Pole von r, mitzunehmen, so kann nach (9) 
fiir r,, der Ausdruck gegeben werden 


8'(0) 4d dv -sniav O(v+2) . 
= si Jou’ 8(v) O(z)’ 


die GréBenschitzung verlauft gleichartig tiber jeder der vier Rechteckseiten. 
Es geniigt, etwa 
(12) 








dv e~2ziev 9 (0 +2) 


v—4u b(v) « m-* 








% 
nachzuweisen, wobei wir zunichst z als rationale Zahl voraussetzen; es sei 
0<kx=0(1), so wird wegen (5), (6) 

+k 
(13) f doe tater CLD = =. 

* 
Es geniigt in (11) n< m* anzunehmen, denn das Summationsgebiet in (2) 
kann durch eine konvergente Folge von Randsummen des Typus r,, durch die 
volle h, k-Ebene hin erstreckt werden. Zerlegt man f dv in (12 }, 80 bleibt 


ste 


—@nizv b(v+2) - l -1 
Je “ey a (e+) 


zu betrachten; wir entwickeln als fallende Reihe nach (1 — u): 





1 1 v v® 
l=ste Is” Goat (a.—7"""" 
entfernen vermége (13) das von wv freie Glied, finden 
hi , [wt] 
fa inet gan St <o(z, 9, 4,0) S05 < mt 





fiir hinreichend groBe m, und befreien uns durch Stetigkeitsbetrachtung 
von der Einschrinkung rationaler z. Damit ist (12), also (3), fiir jedes 
@ der oberen Halbebene bewiesen. 


§ 3. 
Additionssatz. 


Das Additionsgesetz der Exponentialfunktion e* = #(a) kann gleich- 
wertig zu E(u) #(v) = H(u-+v) auch durch 


E(u+2)-E(v+y)—E(u+»)-B(2+y) 
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gegeben werden. Fiir die durch (2.2) eingefiihrte Funktion (5 ¥) gilt 


ganz entsprechend ein Additionssatz, der formal aus (1.7’) hervorgeht, wenn 
dort f zu s verallgemeinert wird. Gefunden wurde diese Tatsache durch 
Umformung von Teilbruchreihen und Restschitzung entsprechend (2. 3’); 
eine Bestatigung kann wegen (2.9) mit den klassischen Hilfsmitteln der 
#-Theorie gegeben werden. Setzt man fiir 0 << $(m) 


(1) y—wmz=2z; »-—wi=l, 
so gilt fiir jedes System von wu, v, u—v, z, ¢, 2+ + 0(mod]l, o) 


die Aussage 


(2) ofS) oe) mor) (PEI) tal Bao) (ESE 


u v —v v v—u u 
Zum Beweis trage man (2.9) in (3.2) ein, benutze 
zu+év=2(u—v)+(&é+2z)0=—F(v—u)+(e+F)u 
und kiirze, so bleibt folgende reine #-Identitaét zu beweisen: 


O(ut+z)O(v+l) _ Ole—e+s) Olotete) . b(v—u+l) d(u+2+¢) 
B(u) B(z) B(v) B(L) —- B (u—v) H(z) B(v) B(z4+¢) | B(v—u) O(L) B(u) B(z+2)° 
Mit dA _ 2B ac 


— = — = — = (0 erkennt man funktionentheoretisch, da8 
eu ou ou 





b(u—v) d(u+z2)A=—0(u) O(u+z2—v0)B+ b(u—v—C) B(u+24+0)C 
gesetzt werden darf; wegen #(0) = 0 folgt fir u = v: 


0 = 8(v) 0(z)B—B(0) P(v+2+0)C, 
fiir u=0: 
O(v) d(z) A= B(0 +6) d(2+0)0 
und fiir u=v+: 


O(5) P(v+-2+l)A=P(v+6) H(2+20)0, 


aus welchen Bestimmungsgleichungen A: B:C und (2) folgt. 

Die eben gegebene Begriindung des Additionssatzes (2) gewinnt an 
Kiirze, wenn der Umweg iiber die #-Theorie vermieden wird. Die elliptische 
Funktion zweiter Art s, die im Grundparallelogramm 1, der u-Ebene 
nur einen Pol hatte, war durch (2.4.5) eindeutig gekennzeichnet. Ver- 
allgemeinernd fiihre man die Anzahl der oo’-Stellen im Grundgebiet als 
»Ordnung* einer Funktion ein, so zeigt sich nach Satzen von Liouville 
und Kronecker wieder die Bestimmtheit der Funktion aus Periodizitat 


und singulérem Verhalten. Mit a 0; O0<é,n,2+8,y+<1 


iu 


kénnen wir eine besondere Funktion zweiter Ordnung einmal als Produkt 
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und dann als Summe von s-Funktionen ausdriicken, nimlich 
olstat)e(CEET) meal") 406( 249) 


Fiir u— 0 bestimmt sich a = a{*), 


fir u—v pm —e(*tF9t), 


wodurch die Identitét (2) wiederum bewiesen ist. 
Im elementaren Grenzfall (1.7’) war aus (1.9) die Existenz von 


. 2xi 
lim f(z, 7 


=a2i(l + ctg2u] 


e~ttte 

zu entnehmen, welche unmittelbar ergab 

(3) [1 + etgu] {1+ otgv} =[1 + otg(u— v)] {1 + otgv} + 
+ [1+ ctg(v — u)]{1 + ctgu}. 

Im gegenwirtigen Fall endlicher m folgt aber aus (2.8.9) 


(4) lim 28 (*”) =1, 


z>0 


so daB mit z—-0 s bestimmt gegen Unendlich lauft, wobei aus (2) nur 


1 tenant) e( SPY) ete ENCE 
$+0 


zu entnehmen ist; es entfallt hier also die Méglichkeit, die sechs Argumente 
(5) z,y,& 9, ttl, y+ 


einander gleich zu machen, um ein Additionstheorem fiir s in den unteren 
Veranderlichen u, v, u—v allein aufzustellen. Will man die Funktional- 
gleichung (2) zur Kennzeichnung einer Funktion gebrauchen, so mu8 die 
Anzahl der eingehenden Verinderlichen reduziert werden, und dies ist még- 
lich, z. B. auf dem Wege WeierstraBens, durch Bildung von 


+n 

: @xi(zh+yk) 

_ qwe(e")= lim > ee 5 —_ 
u u nro (u+h+ok)* 


und Entfernung von zx, y durch einen GrenzprozeB. Das alsdann fiir 
lim dee(uth+ok)-*=¢(u) 


entstehende Additionstheorem pflegt freilich der Kiirze wegen unter Ver- 
mittlung von + p(u) angeschrieben zu werden. 
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Unser Ausgangspunkt, die durch Drehfaktoren konvergent gehaltene 
Darstellung (2.2), legt es aber nahe, die Argumente (5) nicht auf einen, 
sondern auf zwei verschiedene Werte zu spezialisieren, entsprechend (1.11); 
benutzt wird folgende Verallgemeinerung von (1.8) 

zy l1—z,l-y 
(6) o(")+e0(-, )=0, 
die auf 3*—1=8 Teilwertepaare der oberen Argumente fiihrt und 
acht s-Funktionen als Lésungen einer Funktionalgleichung liefert, nim- 
om 


lich fiir x,4=0,1,2; 0<x+A; (F3 


u, v, u—v += 0 (mod 1, w) bleibt, 


(7) 8(u) e(v) + 8(u—v) s(—v) + #(v—u) s(—u) = 0, 
und dabei ist 


I ita gilt ja, wenn nur 


me = «84 ae aey 


3 
o(@) = Jim, Sherrer’ 
Symmetrischer geschrieben: Mit a+b+c=0; a,b,c = 0(1,m) wird 


2(—a@) 8(b) + 8(—b) e(c) + 8(—c) s(a) = 0. 


Der allgemeine Additionssatz (2) kann gleichfalls symmetrischer ausgedriickt 
werden. Es seien die neun GréBen a, b,c; «, 8, y; u, v, w = 0 (mod 1, w); 
mita+b+e=—a+f+y=—u+v+w=0 gilt dann 


2) o(S*)o(le*) tee ")e( 5°) +4(0*) 0( 27) 0. 


Als Gegenstiick zu (7) kann nun auch der Nenner spezialisiert werden; 
es sei 2. B. O< a,b,c, «,8,y<1; a+b+cec=ma+f+y=0 


n 
Sxileh+ak) 
8 es = lim > 
or gtAt+ok 





1 =a(a), 


8 
so ist 


(8)  o(a)c(—b) + e***°a(b) o(—c) + e***°*a(c) o(—a) = 0. 
Im Grenzfall w —+ co wird wegen (1.9) o(a) zu einer Exponentialfunktion 


o(a) = f(a, 5) = es ze seer 





l—e * 


welche in der Tat der Identitat (8) Geniige leistet. 





a oe. kk ee in 
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§ 4. 
Einfiihrung von t,(x, y). 


Nach dem Vorgang in (1.18.15) empfiehlt es sich, die Identitat (3.2) 
zu verfolgen als Aussage allein in den oberen Verinderlichen z, y, , 7 
An Stelle des stetig veranderlichen GréBenpaares u,v tritt bei Vergleich 
der Koeffizienten von u*v’* fiir x,4=0,1,... eine abzahlbare Parameter- 
folge in unseren Relationen auf. Uberdies zeigt sich, daB jene Beziehungen 
voneinander abhangig sind in solchem Umfang, da8 es ausreicht, den einen 
der beiden Zeiger nur beliebig anwachsen zu lassen, wahrend der andere 
beschrinkt bleibe. 

Schreibt man (2.2) in der Gestalt 


(1) o(SY) = im SuSE = F (wy ale), 
so wird 
ty (z, y) _ —1; 


die Schreibweise Sh = She erlaubt daher, fiir » —1, 2, 3,. 


P y gttilzh+ye 
(1") t,(z, y) = lim >» » Teh 
und fiir » > 2 sogar 


yy et*i(zh+yh) 
t,(z,y)= ob 


zu erkennen. Der Vergleich mit a. 18) zeigt fir »=0,1,2,... 
gdm. #-(% 9) = 9,(%, 9): 
und nach (1.20) erscheinen die ¢,(z,y) als eine Verallgemeinerung der 
Bernoullischen Polynome entsprechend dem Ubergang vom System der 
ganzen rationalen Zahlen zu imaginaér quadratischen. 
Lediglich als ein Abbild jener elementaren Theorie erhailt man aus 


(1. 14.15.8’) durch Ubergang von f zu s, d.h. durch systematisches Er- 
setzen der g,(x)=g, durch t,(z, y) =#,, 2. B. 


(2) t,(1—2z,1—y)=(—1)"t 
Die entsprechende Einsparung t,(¢, 7) =, fiir ein Paar reeller Argumente 


0<&<1— 2; 0<4<1—y und die Schreibweise ¢, (x +-&, y + 9) =t,(4+ ) 
gibt fiir 


(3) uae aaa 


A+1 


= 2(- 1) 


toa| 


(Pr hon Sea-p(@ +8) 


(’ se) on tos, (@ +&) 











Ty Tay 
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Insbesondere entnimmt man daraus fiir 10 statt (1. 12’) firm =——1,0,... 


m+1 


(4) SP bya Tm apts =(m+1)t,..(2+€) + [4 +4) t4.(2+8), 


und ebenso unter Benutzung von (2) fiir 4 = 1 statt (1.19’) m = —2, —1.,... 


m+2 


(5) Pe Lae re _ (7e*) to40(@ +2) T (m+ 1)t, -t.49(@+6) + 
+ [t, Sn ts] byt (2+ é). 


Bis zu diesem Punkt deckt sich die Theorie der ¢,-Funktionen mit der- 
jenigen der Bernoullischen Polynome g,. 
Vollzieht man aber jetzt in (4) mit Hilfe von (2) den Grenziibergang 


(4") 8-2 — Tim (4 (2 +8) +1, +4) (2 +8)}, 
yt+n>1 

so fehlt hier der Existenzbeweis fiir lim ¢;(x+£&), wo j=1,2, um die 

rechte Seite von (4’) berechnen zu kénnen, die im elementaren Falle wegen 

der Beschrinktheit von g, trivialerweise als , lim 19 (2 +é}= > ge- 

funden wurde. 

Tatsachlich strebt rechter Hand in (4’) der Summand ¢,(2 + &) durch- 
aus keinem Grenzwert zu, woraus das Nichtbeschrinktbleiben von t,(2 + £) 
unmittelbar folgt. Um fiir beliebig kleine Argumente das Verhalten von t,, f, 
zu iiberblicken, lésen wir uns von den Darstellungen (1’), kénnen aber 
wegen (1) und (2.6.8.9) mit s auch jedes ¢, durch die komplexen z- und 








y-Ebenen fortsetzen. Nach Cauchy wird fiir »=0,1,...; y—w2r=z 
pare 8’(0) (—1)"-* dv —Snizv b(v+z) 
(6) .“Fis) tat Yo? ov)’ 
0+ 


t, = 5 (2) —2aiz, 


eo” 3’ 





we ot ae 42 

t, ay (9) gg (2) t2atx—-(z)+2a e*, 
raft lim 1 li ar Qaiz 4 
©) omg [1 +4] (270) 28 +4) 


die Grenzwerte (6’) schildern das gesuchte Verhalten von #,, t,, so daB 
prinzipiell die rechte Seite von (4’) jetzt bekannt ist. Die dabei nétige 
Bildung partieller Ableitungen wie —<t, zeigt aber, daB Darstellung (1) 
versagt, so da8 im Gegensatz zu (1.19”) jetzt t, nicht rational aus ¢, allein 


bestimmt ist. Indessen ist damit aus (3) noch nicht die volle Konsequenz 
gezogen, und mit (5) fassen wir den nichsten Sonderfall 41 von (3) 
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ins Auge. Es kénnte ja sein, daB die elementaren Rekursionen 


—9; —34.-75= {—t] — 2t,} 


3(@) -o 


x® 
919, +39, = wan 
wenigstens vom zweiten Repriasentanten ab das formale Verhalten der ent- 


sprechenden t-Rekursion aufweisen. Das ist nicht der Fall, denn nach (6’) 
und (2) existieren in 


tt,+3%,= lim 5 lt t,] t,(2 + &) +4, t,(2 + &)} 


z+f+1- 


rechts die Grenzwerte der Summanden nicht einzeln. Dagegen gibt (5) 
fiir alle héheren Zeiger von x wie im elementaren Fall rationale t-Be- 
ziehungen, namlich 


(7) 2t,— #2 — 28,4, — 34,(0), 
(7") 10t, = 24,4, — 34, #2 + 6424, + 154,(0)t, 


(7”) 104, =—5#2+ 543—12¢, t,t, + 34242—642t, — WHOLE +4) — 251, (0). 


“ee @ &@ 6 6 @ 0 % 6. @ wo 86) 2 22 Se SS ee Cee 


Nach WeierstraB setzt sich aus #,(0) und ¢,(0) jedes ¢,(0) fir 
»=8,10,... rational zusammen, was wir als Grenzfall aus (3) entnehmen 
kénnen. Nach (7), (7’), ... gibt es fiir jedes y= 3 ein Polynom P mit 
fiinf Argumenten und rationalzahligen Koeffizienten, welches eine Darstellung 
(8) t, = Pity, ty, t; t(0), #,(0)} 


vermittelt. An Stelle der eingliedrigen Basis g, der elementaren Polynom- 
folge g,, wie sie aus (1.15) gezogen wurde, tritt im gegenwartigen Fall fiir 
das Argumentpaar z, y der Funktionenfolge t, die dreigliedrige Basis ¢,, ¢, ¢,, 
die auf rationale Weise jedes ¢, zu erreichen gestattet. 

Doch ist die Darstellung (8) nicht eindeutig; der Sonderfall 4 = 2; 
z+¢=1—o zeigt naimlich unabhingig von (4), (5) fiir m= 3, 4,. 


BS (=1)"-(m— WHA) bass tps = (72?) fsa lO) + 2b, (0). 
Im einfachsten Fall m= 3 wird erginzend neben (7”) noch 
5t, + 3t,t, — 242 = 54, (0) + 32, (0)-t, 
treten; wiederholte Elimination zeigt zwischen t,,t,, 1, die Bindung 
(9) 942+ 64, [¢3+- 34, t,] — {843 + 322 42+ 152, (0) [¢?+ 2t,] + 354, (0)} =0, 
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was wegen (8) das Vorhandensein einer Funktion A von vier Argumenten 
zeigt, so daB fiir » > 2 


t, = A{t,, t,; t,(0), #,(0)} 
gilt. 


Der eingliedrig rationalen Basis des Grenzfalles $(m)—+co entspricht 
also endgiiltig eine zweigliedrige algebraische ¢,-Basis des allgemeinen Falles. 

Da8 weitere Reduktionen nicht bestehen, da8 also ein Polynom in #,, t, 
allein, dessen Koeffizienten von z, y unabhingig sind, nicht identisch in z, y 
verschwinden kann, folgt aus (6°), insofern ¢,,¢, fiir z—+0 verschiedener 
GréBenordnung bleiben. 

Entfernt man z aus zweien der Ausdriicke (6), so muB8 fiir 
x=1,2,...;4—x+1, x+2,... eine Beziehung yp (z, ¢,, t,) =0 bestehen, 
die wir fiir x —1; 4=2 berechnen: 


W. Maier. 





at, = 5 (0)— F(a) +24 (#)[-4 + F(@)] -8 +242) - 2 
+ 2t,— 22" (0) — = (log 0(2)] 

oder nach WeierstraS 

(10) #+2%=—9(2)— (41,0). 


DaB ¢,,%, algebraisch unabhangig sind, erkennt man auch durch Ver- 
gleich von (6) und (10); da8 obige Funktion y sich in z und den 1, 
separiert zeigt, war nicht voraus zu erwarten. Die Entwickelungs- 
koeffizienten ¢,,, in (1) erben von ihrer erzeugenden Funktion s die 
Periodizitaét (2.10’) in z, so daB die doppelten Perioden von g(y — wz) 
aus der Darstellung (10) evident werden. Uberraschend ist der Umstand, 
da8 die Funktion zweier reeller Veranderlicher #? + 2t,, welche durch die 
Darstellungen (1’) bestimmt war, analytisch ist in y—z allein; zur 
Kennzeichnung solchen Verhaltens im Kleinen dienen die Cauchy-Riemannschen 
Differentialgleichungen. Fiihrt man die Bezeichnung 

1 é a 
(11) xij ton }—-® 


2x4 


ein, und betrachtet eine Funktion R(t,,...,t,), die von jedem ihrer » Argu- 
mente rational abhiangt, so bedeutet die Forderung 


(11’) DR=0 

die Existenz einer analytischen Funktion y des einen Argumentes 
(12) y¥—or=z, 

so daB obiges 


ae. 
bleibt. (t, t,) = y(z) 
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Andererseits fiihrt die Operation (11) wegen (1’) jedes ¢, in seinen 
Nachbarn kleineren Zeigers iiber 


Di,=—t,, fir »—3,4,...; 


die konvergenzgehemmten Anfangsfille » = 1,2 kénnen aber nach (6) be- 
statigt werden, so daB (13) fiir jedes natiirliche » gilt. Wird insbesondere R 
als Polynom des Grades n=1,2,... in t,,...,¢, gewahlt, so zeigt sich 
dieses nach (13) aus isobaren Summanden des Maximalgewichtes n linear 
zusammengesetzt. Zur Bestimmung von y(z), welches nach (6’) fiir z= 0 
einen Pol héchstens n-ter Ordnung hat, ist nach Riemannschen Prinzipien 
die Periodizitat 
v(z)=y(z+1)=y(2+o) 

noch zu ergainzen durch Angabe des Verhaltens der Funktion in ihren 
singuléren Stellen. Im Grundbereich 1, mit geeigneter Randzuordnung 
kommt nur die eine Stelle z= 0 in Betracht; durch Vorgabe einer ratio- 
nalen Vergleichsfunktion 


n 
v*(2)—3a,2-" 
und die Grenzbedingung 
: ie 
lim[(y — y*]=0 
ist mit y(z) also auch das Polynom R(t,,...,t,) eindeutig gegeben. 
Beispiel: Aus y*(z)=z~* soll das R(t,,...,¢,)-Polynom gefunden 
werden. 
Hier lautet das Leitglied in ¢, wegen (6’) t3; also ist » < 3, und mit 
unbestimmten Koeffizienten kann 
R(t,, ty, ty) = tf + at, t, + Bt, 
angesetzt werden. Nach (11), (11’), (13) bestimmen sich «, 8 aus 


0 = —3t?+at?—at,+ ft, 


a= ~ = 3, 


die gefundene elliptische Funktion zeigt sich bis auf einen numerischen 
Faktor mit g’(z) identisch, so daB neben (10) noch als Polynom in #, 


— $9’ (2) =t8 + 84,1, + 31, 
dargestellt ist. 

Allgemein ist so ein konstruktives Verfahren zum Aufbau der ellip- 
tischen Funktionen aus ¢,-Reihen gegeben. Man verdankt dieses und ins- 
besondere die schénen Beziehungen (9), (10) Herrn C. Siegel. 

50 
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§ 5. 
Teilung der x, y-Perioden. 
Es sei eine natiirliche Zahl y — 1, 2,..., und als bekannt vorausgesetzt 


werde die Folge ¢,,,(0,0)=—d,,,. Die fir 0<2<1; O0<y< 1 aut- 
gestellten ¢,-Reihen zeigten die Spiegeleigenschaft (4.2) 


(1) t(a,y) =(—1)"4,(1—2,1—y). 
Somit gilt 

, (1 1 
(1 ) to | 3” =) = (); 


indem wir Gebrauch machen von der analytischen Fortsetzung von a(* *) 


in die z- und y-Ebenen, wie sie durch (2.9.10’.1*) gegeben wurde, finden 
wir koeffizientenweise 


(2) t(z,y)=t,(27+1,y¥)=—t,(2,y¥+1), 
eine Periodizitét also, welche (1’) verallgemeinert zu 


” { 1 l 
(1°) t,_3(9, a) = b,_1( 0) =f, 


9 2*—1 


n= 


\ 
=)=0. 


x « 


- 


Die zweigliedrige algebraische Rekursion (4.9), welche alle ¢, héheren 
Zeigers zuriickbringt auf ¢, und ¢, allein, erlaubt uns die Beschrinkung 
der weiteren Untersuchung auf diese zwei Anfangsfunktionen. 

Wir suchen namlich die Bestimmung der Werte #, (x, y) fiir rationale z, y, 
die nicht beide ganz sind. Das so gestellte Problem der Periodenteilung 
fiir ¢-Funktionen fiihrt auf algebraische Gleichungen, und es ist nur die 
spezielle Teilungstheorie der elliptischen Funktionen in naheliegender Weise 
zu veraligemeinern. 

Eine kubische Gleichung leistet die Periodenhalbierung. Aus (1”) 
und (4.9) flie8t naimlich in obiger Bezeichnung 


(3) : 813 + 30d,-t, + 35d, =0, 


womit die drei Teilwerte t, (0, 3); te (> 0); t. (>: =) aus d, = t, (0, 0) 

und d, =t,(0,0) algebraisch herzuleiten sind. In der Schreibweise von 
Q, 

Weierstra8 werden durch (3) die Funktionswerte p( ?) = emit j= 1, 2, 3; 


2;=1, w,1-+@ algebraisch aus den Invarianten g, und g, bestimmt. 
Indem wir zur Dreiteilung weitergehen, benédtigen wir neben (1) 
und (2) noch weitere Hilfsmittel. Aus (4.4) folgt fiir m = 0 


(4) t,t, — t, —t, = [t, + 1,]¢, (2 +&)+4,(2+ 6), 
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wodurch eine Bindung gesetzt ist zwischen den 2-[3°—1]—2-8=—16 
Werten der beiden Funktionen 


y=1,2, 
t ($4) =4,(«, B) «B= 0,1,2, 
«+ ,B>0. 
Sei zunichst 2 = § = 33 y= n=, so gibt (4) 
d° («, 8) — 2d, (a, B) — 2d, («, 6) d, (2a, 28) + d, (2a, 28) 
= —2d;(«, 8) + d,(«, B), 
somit 
(5) dy (a, B) =d,(«, ); 


bei Vorgabe von d,(«, 8) ist durch (5) d,(c, 8) sogar eindeutig bestimmt, 
denn das gesuchte Vorzeichen kann im Grenzfall w—+ oo aus 


jim d, (a, B)=g, (> 5) =a2t (1 — a) 
entnommen werden, und der allgemeine Fall schlieBt sich stetig an die 
spezielle Lésung an. 


Nun benutze man (4.10) zur eindeutigen Bestimmung der d,(a, £) 
und findet 


d; («, B) T 2d, (a, B) = 9 (25), 


\ 
d,(«, B) = : ? (=2*). 


Die acht Werte der rechten Seite in (6) sind durch eine Gleichung 
4. Grades bestimmt, denn es ist 


(6) 


” (A52* ) = 9 
eine gerade Funktion ihres Argumentes, was iibrigens aus (1), (2) un- 
mittelbar folgt. Die gewiinschte spezielle Teilungsgleichung der g- Funktion 
lautet bekanntlich 
g* — 30d, 9° — 140d, 9 — 75d; =0. 


Im faquianharmonischen Fall, insbesondere, wird 


i=0, o=+54+573 





2 
und 
bad axe htt , + 8 bed oi Bet 7 
" eee ss _ 140 AE seh es , ag 3 
{lim Sh Tt 2 (sae) | Pere 
Allgemein sei n, vy = 1, 2,...; a, 8 = 1, 2,...,m — 1, so geben die Aus- 
sagen (1), (2), (4) zusammen mit (4.10) eine algebraische Bestimmungs- 


B 


n 


gleichung fiir t, ( =, 


)i die eingehenden Koeffizienten sind rational in d,, d,. 
50* 
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Im Sonderfall n = 5; a = 8 =»=1 bezeichne man 


n(Sg)— a(S s)— as (G5) = AG 3) =a 
K(Es)— &(Fs)—4% 4(F5)— 4 (5) —4 


und trage in (4) fiir «, 8 die Kombinationen ein: 


(1.1) — } + 26, + 24,e, +2, =0, 
(2.2) —e, + 2e,—2¢,6,+6,=0, 
(2.4) e, 6, +2, +4, +[e, —4,]6, +46, =0; 


so erkennt man, da die obigen und alle weiteren («,8) Zusammen- 
stellungen nur zwei linear unabhangige Aussagen liefern, namlich 


—d)+ 24,4, +26,+2e =0, 








— 26,e,—e? +46, +22, =—0. 
(7) a gilt a 
6; + 24, =-(-="). 
2-2 
a + 22, = 9 =) 
und das System (7) erméglicht die Elimination von ¢,,4,,¢,. Schreibt 


man p (=) =P; (=) = @,, 80 wird 


34) — 84, ¢, — 3e? = 9, — gy, 
5d; + 5e? = 39, + 89,, 


woraus 
(7’) (54,) — 6[3p, + 29,](54,)° + {7 9, + 24}* =0. 


Setzt man 9,+9,.=4; 91@,= 1, 80 zeigt die spezielle Teilungstheorie 
der g-Funktion, daB 6gr—q*+ 30d,q¢+ 140d, ist, so daB bei vor- 
gegebenen g,,d,,d, im Falle der Fiinfteilung durch eine Kette von 
Quadratwurzeln 4, bestimmt ist. 

Nach Galois ist die Gleichung 6. Grades fiir g mit rationalen 
Koeffizienten in d,,d, durch Wurzelzeichen allgemein nicht aufzulésen; sie 
wird aber durch Radikale lésbar im Sonderfall 4,0, d.h. im lemnis- 
katischen Fall. 

Sei also das Eulersche Integral zweiter Gattung 


1 
#21 1 me 
2 *B(4,4) = fae —o') + — 1,311028 ... 
t) 
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gegeben, so ist aus ihm der Grenzwert 


(heb) 


: - et ; 
din Sr 
allein mit Zirkel und Lineal konstruierbar. 
Benutzt man (4.6), so gilt die gleiche Eigenschaft auch noch fir 
0’ /a : . 
3(¥) mit a=1,...,4;H~=8. 
Endlich noch eine Folgerung betreffend die komplexen Nullstellen von 
0’ (v) = 8'(v, m) mit R(w)=0; |Y(v)|>0: Ist = J(v) rationalzahlig 
und #’(v)=0, so sind die Zahlen 2,d,,d, algebraisch abhangig. Im 
lemniskatischen Fall wire dann A eine algebraische Funktion und 





Sis (h-+8k)~* = A(z). 
University of Chicago, 20. Oktober 1929. 


(Eingegangen am 5. 8. 1930.) 

















Die Nichtexistenz einfacher Gruppen der ungeraden 
Ordnungen p*q*r und p‘q’r. 
Von 
W. K. Turkin in Moskau. 


Ende des vorigen Jahrhunderts lenkte W. Burnside*) die Aufmerksam- 
keit der Mathematiker auf den Umstand, da8 es bis jetzt nicht gelungen 
ist, eine einfache Gruppe ungerader zusammengesetzter Ordnung zu finden. 
Die erste Erforschung dieser Frage stammt von G. A. Miller. Bekanntlich 
kann jede abstrakte Gruppe als Gruppe von Substitutionen dargestellt 
werden. G. A. Miller*) hat bewiesen, da8 jede Substitutionsgruppe, die mit 
einer einfachen Gruppe ungerader zusammengesetzter Ordnung isomorph ist 
(in Zukunft werden wir die einfachen Gruppen ungerader zusammengesetzter 
Ordnung B-Gruppen nennen), mindestens den Grad 50 haben mu8. Spiter 
wurde die untere Grenze des méglichen Grades fiir die mit B-Gruppen 
isomorphen Substitutionsgruppen von W. Burnside*) auf 100 und von 
H. L. Rietz*) auf 243 erhdht. 

Schon G. Frobenius*) hatte bewiesen, daB keine B-Gruppe existieren 
kann, in deren Ordnung weniger als sechs ungerade Primfaktoren enthaltea 
sind. In der schon erwahnten Arbeit hat W. Burnside bewiesen, daB auch 
keine B-Gruppe existieren kann, in deren Ordnung genau sechs Primfak- 
toren aufgehen. Zu dieser SchluBfolgerung gelangte er auf dem Wege iiber 
eine ganze Reihe von merkwiirdigen Erwigungen, die auch fiir alle folgen- 
den, leider nicht zahlreichen, Arbeiten auf diesem Gebiete groBe Bedeutung 
gehabt haben. Die nichste Frage ist die, ob es B-Gruppen gibt, deren 
Ordnung aus genau sieben Primfaktoren zusammengesetzt ist. 


*) Theory of groups of finite order, I. edition, 1897, pp. 371, 379. 
*) Proc. of the London Math. Soc. 33. 

5) Loe. cit. *). ‘ 

*) Amer. Journ. of Math. 26. 

5) Beri. Sitzungsber. 1895. 





von Ordnungen der B-Gruppen aus sieben Primfaktoren sind also: 


vierte Typus unméglich sind. 


von denen p die kleinste ist. 
Wir setzen voraus, daB § eine B-Gruppe ist. Mit R wollen 


durch r teilbar ist und die mit R, aber nicht mit jedem Elemen 


Elementen der Untergruppe St vertauschbar sind. 
Es ist klar, da8 
m>n, dh mSnp. 


teilbar ist, ist gewiB nicht gréBer als 


p*q* p*q*(r—1) 
<a -S ‘ 


unsere Gruppe eine Untergruppe O™ der Ordnung g oder eine 
ein Element finden kann, dessen Ordnung nicht durch g teilbar 


gruppe vertauschbar ist. 





*) Loe. cit. *). 
*) Recueil de Math. 36. 
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Es ist klar, daS die Ordnung einer B-Gruppe mindestens drei ver- 
schiedene Primfaktoren enthalten mu8 und da8 der kleinste in einer héheren 
als der zweiten Potenz in die Ordnung eingehen mu8. Die méglichen Typen 


p*q*r®, par, p*q*r, p*g*r, p*ars, peg*rs, p*grst, 
wo p,q,1,8,¢ ungerade Primzahlen sind, von denen p die kleinste ist. 
DaB der erste Ordnungstypus unmédglich ist, hat W. Burnside*) be- 
wiesen, und die Unmédglichkeit des zweiten Typus bewies der Verfasser *) 
der vorliegenden Arbeit. Wir zeigen im folgenden, daB auch der dritte und 


Wir wollen zuerst den dritten Typus untersuchen. Angenommen, § sei 
eine Gruppe der Ordnung p*q*r, wo p,q, r ungerade Primzahlen sind, 


wir die 


Sylowsche Untergruppe von der Ordnung r unserer Gruppe § bezeichnen. 
In der Gruppe 9 miissen Elemente enthalten sein, deren Ordnung nicht 


t dieser 


Untergruppe vertauschbar sind. Nehmen wir an, da8 mr die Ordnung des 
Normalisators von i in bezug auf ist; nr die Ordnung derjenigen Unter- 
gruppe der Gruppe 9, die aus den Elementen besteht, welche mit allen 


Die Anzahl derjenigen Elemente der Gruppe 9, deren Ordnung durch r 


Wir wollen jetzt die obere Grenze der Anzahl derjenigen Elemente der 
Gruppe © feststellen, deren Ordnung durch g teilbar ist. Zuerst wollen wir 
beweisen, daB in der Gruppe 9 nicht p*r Sylowsche Untergruppen der 
Ordnung g* enthalten sein kénnen. Ware dies namlich der Fall, so hatte 


Unter- 


gruppe © der Ordnung g*, die die Eigenschaft besitzt, daB man in 9 


ist und 


das mit OX (bzw. mit )), aber nicht mit allen Elementen dieser Unter- 
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Wir untersuchen zunichst den Fall, da8 es sich um die Untergruppe 0” 
handelt. Die Ordnung des Normalisators % der Untergruppe 0 in bezug 
auf die Gruppe 9 ist entweder von der Gestalt g*u oder von der Ge- 
stalt g*u, wo u nicht durch gq teilbar ist. Nehmen wir den ersteren Fall 
an. In diesem Falle besitzt 9 entweder einen Normalteiler vom Index g’*, 
dessen simtliche Elemente mit allen Elementen von 0 vertauschbar sind, 
was der Voraussetzung widerspricht, oder eine Untergruppe 9’ der Ord- 
nung g*u’ (u’< wu), in der eine invariante Untergruppe der Ordnung gq’ 
enthalten ist, wobei 9’ nicht das direkte Produkt seiner Untergruppen der 
Ordnungen g* und wu’ darstellt. 

In letzterem Falle ist in der Gruppe 9 die Untergruppe 0 enthalten. 
Wir wollen jetzt annehmen, da8 die Ordnung von ® gleich g*u ist. Die 
Zahl u kann nicht gleich p* oder p*r sein, da in diesem Falle die Gruppe 9 
eine Untergruppe von einfachem Index besiBe und sich folglich als transi- 
tive Gruppe einfachen Grades darstellen lieBe. Eine solche Gruppe ist be- 
kanntlich immer entweder auflésbar oder zweifach transitiv. Die Zahl u 
kann auch nicht gleich p oder p® sein, da diese Zahlen mod g nicht zu 1 
kongruent sind. Die Zahl u kann nicht gleich r sein; denn wenn g>r 
ist, so kann r nicht mod gq zu 1 kongruent sein, und wenn ¢g <r ist, so 
kann die Gruppe ©” mit keinem Element von der Ordnung r vertausch- 
bar sein, welches nicht mit allen ihren Elementen vertauschbar ist. Ist 
u = pr, so wird, da p kleiner als g und r ist, die Sylowsche Untergruppe 
von der Ordnung p des Normalisators 9 notwendig im Zentrum ihres 
Normalisators in bezug auf 9 enthalten sein. Hieraus folgt, daB N einen 
Normalteiler der Ordnung g*r hat. In letzterem sind nach Voraussetzung 
r Sylowsche Untergruppen der Ordnung q* enthalten. In diesem Falle jedoch 
ist r=1(modq), und die Gruppe OX” kann mit keinem Element von 
der Ordnung r vertauschbar sein, welches nicht mit allen ihren Elementen 
vertauschbar ist. Wenn also in der Gruppe  p*r Sylowsche Untergruppen 
der Ordnung g* enthalten sind, so mu8 in © eine Untergruppe 0 von 
der Ordnung qg* enthalten sein, die mit einem Element von einer durch g 
nicht teilbaren Ordnung vertauschbar ist, welches nicht mit allen ihren 
Elementen vertauschbar ist. Nehmen wir an, die Ordnung des Normali- 
sators von 0 in bezug auf © sei gleich g*v; ganz ebenso wie oben kann 
dann bewiesen werden, daB v keiner der Zahlen p, p*, p*, r, pr, p*r 
gleich sein kann. Somit kann es in der Gruppe 9 nicht p*r Sylowsche 
Untergruppen der Ordnung g* geben. Hieraus ersieht man auch, da, vom 
Einheitselement abgesehen, die Anzahl] der Elemente der Gruppe 9, deren 
Ordnung q* teilt, nicht die Zabl 


p*(g*—1)r 
iiberschreiten kann. — 
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Jetzt wollen wir die obere Grenze der Anzahl der Elemente der 
Gruppe © finden, deren Ordnung durch p teilbar ist. 

Vor allem kann es in 9 keine Elemente von der Ordnung pr geben, 
da die Sylowsche Untergruppe von der Ordnung p* der Gruppe 9 gewi8 
eine Abelsche Gruppe vom Typus (1, 1,1) ist; aus diesem Grunde miiBte 
die Ordnung der Klasse der Elemente, die mit einem Element der Ord- 
nung p konjugiert sind, welches mit einem Element von der Ordnung r 
vertauschbar ist, gleich g‘ sein, was wegen der Voraussetzung der Einfach- 
heit von 9 unméglich ist. 

Wenn die Gruppe 9 ein Element der Ordnung gq enthilt, das mit 
einem Element der Ordnung p vertauschbar ist, so ist es, wie wir beweisen 
wollen, auch mit allen Elementen irgendeiner Untergruppe der Ordnung p* 
vertauschbar. Angenommen, P sei irgendein Element der Ordnung p aus 9, 
welches mit irgendeinem Element der Ordnung g derselben Gruppe ver- 
tauschbar ist. Die Ordnung des Normalisators It des Elementes P in bezug 
auf § wird gleich p*w sein, wobei aus oben angefiihrten Griinden w ent- 
weder gleich g oder gleich g* sein muB. 

Angenommen, es wire w=q*. Die Ordnung von J ist in diesem 
Falle gleich p*g*. Da weder p noch p* nach dem Modul g kongruent zu 1 
ist, so ware die Sylowsche Untergruppe von der Ordnung g* des Normali- 
sators St der Normalteiler dieses Normalisators. Die Ordnung des Nor- 
malisators in bezug auf 9 dieser Untergruppe wire gleich p*g*, was gewib 
unméglich ist. 

Machen wir jetzt die Voraussetzung w=g. Die Ordnung von Yt ist 
dann gleich p*g. Es bedeute 0’ die Sylowsche Untergruppe der Ord- 
nung g des Normalisators I. Es ist klar, daB 0’ ein Normalteiler von M 
ist. Die Ordnung des Normalisators Wt’ der Gruppe ©’ in bezug auf 9 
kann nur gleich p*qg* sein. Bezeichnen wir mit 0” die Sylowsche Unter- 
gruppe der Ordnung g? des Normalisators Mt’. Es ist klar, daB 0” ent- 
weder ein Normalteiler von St’ oder im Zentrum seines Normalisators in 
bezug auf It’ enthalten ist. Im ersteren Falle enthalt 9 eine Untergruppe 
der Ordnung p*q* (Normalisator von 0”), was, wie wir schon sahen, un- 
méglich ist. Im zweiten Falle dient als Normalteiler der Gruppe Mt’ ihre 
Sylowsche Untergruppe der Ordnung p*. Es ist kiar, daB jedes Element 
dieser Untergruppe mit jedem Element der Gruppe ©’ vertauschbar ist. 

Wir sehen also: Wenn ein Element der Ordnung g der Gruppe 9 mit 
irgendeinem Element der Ordnung p derselben Gruppe vertauschbar ist, so 
ist es mit allen Elementen irgendeiner Untergruppe von der Ordnung p* 
der Gruppe 9 vertauschbar. 

$ sei die Sylowsche Untergruppe von der Ordnung p* der Gruppe 9. 
Nehmen wir an, daB up* die Ordnung des Normalisators von $ in bezug 
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auf ist und da8 »p* die Ordnung der Untergruppe © ist, die aus den- 
jenigen Elementen von © besteht, welche mit allen Elementen von § ver- 
tauschbar sind. Da § eine Gruppe vom Typus (1,1, 1) ist, so muB sein 


B>?, 
d. h. 

Herq 
oder 

uSrr. 


Es ist nun leicht zu sehen, da8 die Anzahl der Elemente der Gruppe ©, 
deren Ordnung durch p teilbar ist, nicht gréBer sein kann als 


£*.»(p*—1), 
d. h. nicht gréBer sein kann als 

q°r(p* —1) 
oder als 

q°(p*— 1). 


Es ergibt sich, da8 die Anzahl aller Elemente der Gruppe 9 die GréBe 


p*q*(r —1)+ p*r(q?—1) + 9*r(p*?—1)+1 
oder die GréBe 


p*q*(r—1)+ p*r(g*— 1) + 9*(p*—1) +1 


nicht iiberschreitet. Da p> 3 ist und gq und r gréBer als p sind, so zeigt 
sich, da8 unsere Gruppe weniger als 
p*q*r 
Elemente besitzt. 
Hieraus ist ersichtlich, daB keine B-Gruppe von der Ordnung p*q*r 
existieren kann. 


Jetzt wollen wir den Fall einer B-Gruppe von der Ordnung p‘g?*r 
untersuchen (p ist selbstverstindlich kleiner als g und r). Da entweder 
q oder r ein Teiler von #({$%) sein muB ($f ist die Sylowsche Untergruppe 
der Ordnung p‘ unserer B-Gruppe 9 von der Ordnung p‘g*r) und 

q?=r=1(mod p) 
ist, so ist entweder 
q=1+p+p* 
oder 


r=1+p-+ p*. 


In unserer Gruppe 9 kann es keine Elemente der Ordnung gr geben. 
Denn lage in der Gruppe ein solches Element, so ware die Ordnung des 
Normalisators seiner r-ten Potenz in bezug auf 9 durch g*r teilbar, und 
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die Ordnung der entsprechenden Klasse konjugierter Elemente wire gleich p‘, 
was unserer Voraussetzung, daB die Gruppe 9 eine B-Gruppe ist, wider- 
spricht. 

Wir wollen nun beweisen, da8 keine zwei Sylowsche Untergruppen von 
der Ordnung g* unserer Gruppe 9 ein vom Einheitselement verschiedenes 
Element gemein haben kénnen. Nehmen wir an, daB 0’ eine Untergruppe 
der Ordnung q darstellt, die in mehr als einer Sylowschen Untergruppe 
von der Ordnung g* der Gruppe © enthalten ist. 0” sei eine der Sylow- 
schen Untergruppen, die Q" in sich einschlieBen. Bekanntlich mu8 in © 
ein Element liegen, dessen Ordnung nicht durch gq teilbar ist und welches 
mit 2’, aber nicht mit 0” vertauschbar ist. Die Ordnung des Normalisa- 
tors % der Untergruppe 0’ in bezug auf 9 sei g*z. Es ist klar, daB 0” 
keine invariante Untergruppe von 9 darstellt. Da 0” eine Abelsche Gruppe 
ist, so besitzt M einen Normalteiler der Ordnung z *); alle Elemente dieses 
Normalteilers sind gewiS mit allen Elementen der Gruppe 0’ vertauschbar. 
Wir sahen, da8 in 9 die Elemente der Ordnung g mit den Elementen der 
Ordnung r nicht vertauschbar sein kénnen; daher kann z nicht durch r 
teilbar sein. Da xmodgq zu 1 kongruent sein mu, so kann es weder 
gleich p noch gleich p* sein. x kann auch nicht gleich p‘ sein; denn 
dann miiBte ) eine Untergruppe von einfachem Index haben. Nehmen wir 
endlich an, daB x= p*. Die Untergruppe S der Ordnung p* des Norma- 
lisators X muB gewiB eine Abelsche Gruppe vom Typus (1,1, 1) sein. 
S mu8 ein invariantes Element einer Sylowschen Untergruppe von der 
Ordnung p‘ der Gruppe © enthalten. Die Ordnung des Normalisators 
dieses Elementes in bezug auf 9 muB gleich p‘g sein. Die Sylowsche 
Untergruppe der Ordnung qg dieses Normalisators ist mit dem oben erwihn- 
ten invarianten Element vertauschbar und stellt darum einen Normalteiler 
des erwihnten Normalisators dar. Die Ordnung des Normalisators dieser 
Untergruppe in bezug auf © ist im Héchstfalle gleich p*g*, was natiirlich 
unméglich ist. Wir sehen also, daB die Sylowschen Untergruppen der Ord- 
nung g* der Gruppe § keine vom Einheitselement verschiedenen gemein- 
samen Elemente besitzen kénnen. 

Indem wir die Identitét von Maillet benutzen, kénnen wir schreiben: 


p*q’=1+kr, 

p’ri=1+1q%. 
Hierin kann y nicht gleich 0 sein, da dann die Gruppe 9 eine Untergruppe 
von einfachem Index besiBe. j kann nicht gleich 0 sein, da p” nicht 
mod g* zu 1 kongruent sein kann (vy <4). Hieraus folgt, daB » < 4 ist. 


*) Es ist leicht zu beweisen, da8 der Normalisator von 0” in bezug auf mit 
©” zusammenfallit. 
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Angenommen, es wire i =0. Dann wire r mod pq zu 1 kongruent (ein 
Element von der Ordnung g der Gruppe © ist mit keinem Element von 
der Ordnung r derselben Gruppe vertauschbar). In diesem Falle jedoch 
ist r > 2p*, und p* (u< 4) kann nicht modr zu 1 kongruent sein. Folg- 
lich ist ¢ > 0. 
Ferner kann y» nicht gleich 0 sein. Sonst wire namlich 
q*=1+Apr 


p’r=1+1+1ipr. 
Aus dem Umstand, da8 » <4 ist, ergibt sich, daB 1 < p* ist. Anderseits ist 
| = —1(mod pr), 


und somit 


und es ergibt sich ein Widerspruch. Folglich ist 


p>d. 
Nehmen wir zuerst an, daB i= 2 ist. Wir haben folgende Relationen: 
pq? =1+kr, 
p’r=1+1q’. 


Die GréBen mw und » kénnen gleich den Zahlen 1,2,3 sein. Wir 
wenden die auf 8. 205 und 206 der ,Abstrakten Gruppentheorie“ von 
O. Schmidt*) angefiihrte Methode an: Es wird 


p**q? =p’ +k+ kg’, 








‘ =—p’+nq’. 
a 
rm q*=r=1(mod p), 
so is 
‘ k = —1(mod p) 
un 
n=—1l1+mp. 
Hieraus folgt 
d p*q’=1—p’r—g*r-+mpq*r 
un 
pe? ” hls 1 a 1 
ne TG Ty pg t™ 


wo m eine ganze, gerade Zahl ist. Hieraus ergibt sich, daB r kleiner als 
p* sein mu. Daraus folgt wieder 


q=l+pt+p'*>r. 


Ist » = 3, so mu8 rmodg zu 1 kongruent sein, was, wie oben bewiesen 
wurde, unméglich ist. Ist jedoch » < 3, so ist 


pr<q’. 


*) Kiew 1916 (russisch ). 
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Folglich kann ¢ nicht gleich 2 sein. Nehmen wir an, es sei gleich 1. In 
diesem Falle haben wir: 
p*q=1+kr, 
p’r=1+ lq". 
Auf ebendieselbe Weise erhalten wir 
ee eee a a 
om ; + > oer t ™ 


wo m wieder eine ganze, gerade Zahi bezeichnet. In diesem Falle ist 
augenscheinlich 
r=1+aqg=1+fpg>2p*. 

Folglich ist 

q=1+p+p*, 

rj2p(l+p+p*). 
Da u <4 und »< 3 ist, so sehen wir, daB ¢ nicht gleich 1 sein kann. — 

Auf solche Weise kommen wir zu dem Ergebnis, daB eine B-Gruppe 

von der Ordnung p‘g’*r nicht existieren kann. — 


Moskau, den 7. Juni 1930. 


(Eingegangen am 21. 7. 1930.) 











Ober die Anzahl der eigentlichen Untergruppen und der 
Elemente von gegebener Ordnung in p-Gruppen. 


Von 


A. Kulakoff in Moskau. 


In seiner bekannten Arbeit ,,Verallgemeinerung des Sylowschen Satzes“ 
hat Frobenius fiir die in der Gruppenordnung aufgehenden Primzahl- 
potenzen p* den Satz bewiesen, daB die Anzahl der Untergruppen von der 
Ordnung p* kongruent 1(mod p) ist. 

Spater ist das Theorem von Frobenius fiir nicht-zyklische Gruppen, 
deren Ordnungen Primzahlpotenzen sind, in einigen speziellen Fallen ver- 
scharft worden. So ist bewiesen worden, daB die Anzahl der Untergruppen 
von der Ordnung p™~* in einer nicht-zyklischen Gruppe G von der Ord- 
nung p” (p=>2) die Form 

1+p+p*+...+p’ 
hat, wo 4>0 eine ganze Zahl ist, so daB die Anzahl dieser Untergruppen 
kongruent 1-+- p(mod?*) ist. Ferner hat Miller’) bewiesen, daB die An- 
zahl der Untergruppen von der Ordnung p* in einer nicht-zyklischen 
Abelschen Gruppe von der Ordnung p” (p>2;1<s8< m) kongruent 
1 + p(mod p*) ist. 

Im ersten Teile der vorliegenden Arbeit wird dieser Millersche Satz 
auf den Fall einer beliebigen nicht-zyklischen Gruppe von der Ordnung p”™ 
(p > 2) erweitert. 

In der oben erwaihnten Arbeit von Frobenius ist als Hilfssatz folgen- 
des Theorem bewiesen worden: Wenn @ eine Gruppe von der Ordnung g 
und n ein Teiler von g ist, so ist die Anzahl aller Elemente der Gruppe G, 
deren Ordnungen in n aufgehen, durch n teilbar. Fiir nicht-zyklische 
Gruppen von der Ordnung p”™ (p> 2) kann dieses Resultat verschirft 
werden. Mit Anwendung des Satzes von Miller*), nach welchem die Anzahl 


*) Bulletin of the American Mathematical Society 1919. 
*) Proc. L. M.S. 1904. 
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der zyklischen Untergruppen von der Ordnung p* in einer nicht-zyklischen 
Gruppe von der Ordnung p™ (p >2,1<8< m) durch p teilbar ist, und 
mit Anwendung des Satzes von Frobenius ist es leicht zu zeigen, da die 
Anzahl aller Elemente in einer nicht-zyklischen Gruppe von der Ordnung 
p” (p> 2), deren Ordnungen in p* aufgehen (1<s<m), durch p’** 
teilbar ist. Im zweiten Teile dieser Arbeit ist ein Beweis fiir diesen Satz 
gegeben, der von den Satzen von Frobenius und Miller unabhingig ist. 


o 


§ 1. 
Wir bezeichnen eine Gruppe, deren Ordnung eine Primzahlpotenz p™ 
ist, als »-Gruppe und beweisen folgenden 


Satz 1. Die Anzahl der eigentlichen Untergruppen von gegebener Ord- 
nung in einer nicht-zyklischen p-Gruppe (p> 2) ist =1-+ p(modp?*). 

Im folgenden werden wir der Kiirze halber folgende Bezeichnungen 
gebrauchen: die Anzahl der Untergruppen von der Ordnung p“ in einer 
Gruppe @ von der Ordnung p™ (4 < m) werden wir mit 9,(G@) bezeichnen. 

Bevor wir zum Beweise des Satzes 1 iibergehen, wollen wir folgenden 
Hilfssatz aufstellen: 


Hilfssatz. Sind in einer Gruppe G@ von der Ordnung p™ (p= 2) 
Untergruppen von der Ordnung p” (h<m) vorhanden, die eine Unter- 
gruppe H von der Ordnung p™ (h, <h) als Normalteiler enthalten, so 
ist thre Anzahl gleich 0,-»,(@/H), wo Q die grépte Untergruppe von G 
ist, dite H als Normalteiler enthdlt. 

Es seien 

) a? See | 
alle verschiedenen Untergruppen von der Ordnung p” der Gruppe G, die 
H als Normalteiler enthalten. Jede dieser Untergruppen ist in Q enthalten, 
woraus folgt, daB jede Faktorgruppe H,;/H (1< i’ <1) Untergruppe der 
Gruppe Q/H ist. Nun kann man eine eindeutige Zuordnung zwischen den 
Untergruppen Hj; von Q und Untergruppen H;/H von Q/H herstellen, 
womit der Hilfssatz bewiesen ist. 


§ 2. 

Der Satz 1 gilt fiir die nicht-zyklische Gruppe von der Ordnung p? 

(p =2), denn die Anzahl ihrer Untergruppen von der Ordnung p ist 
bekanntlich gleich 1-+-p. Wir versuchen daher, die Methode der vollstan- 
digen Induktion anzuwenden. Wir setzen den angefiihrten Satz als bewiesen 
voraus fiir alle nicht-zyklischen p-Gruppen (p> 2), deren Ordnung ein 
Teiler von p”™ ist, und zeigen, daB er dann auch fiir die gegebene nicht- 
zyklische p-Gruppe von der Ordnung p” gilt. 
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§ 3. 

Wenn eine nicht-zyklische Gruppe Gy"~" *) von der Ordnung p™ (p > 2) 
Elemente von der Ordnung p™~* besitzt, so ist die Anzahl der eigentlichen 
Untergruppen von gegebener Ordnung in G{"~” gleich 1+ p. Die Rich- 
tigkeit dieser Behauptung ergibt sich fiir die Abelsche Gruppe GS" mit 
Hilfe des Basis-Begriffes der Abelschen Gruppen‘). Fiir eine nicht-Abelsche 
Gruppe G{"~” ist sie von Burnside®) bewiesen. Wir wollen jedoch hier 
einige Uberlegungen hinzufiigen, welche seinen nicht ganz beendeten Beweis 
vervollstandigen und welche wir auBerdem weiter benutzen werden (§ 10). 

Burnside beweist, daB die nicht-Abelsche Gruppe Gi"~” wenigstens 
1+ p Untergruppen von der Ordnung p™~* enthilt, und zwar eine nicht- 
zyklische Abelsche Untergruppe von der Ordnung p”™~* und p zyklische 
Untergruppen von derselben Ordnung. Die nicht-zyklische Untergruppe von 
der Ordnung p™~* wollen wir mit G{";” bezeichnen und die p zyklischen 
Untergruppen von der Ordnung p”™” i mit G11, Gass +++» Ga_a» 
Wir erhalten also die Reihe von Untergruppen von der Ordnung p”~:: 


(1) eS, Gm-1,1) Gm-1,2, eee Gu-1,p- 
Jetzt bietet es keine Schwierigkeit zu beweisen, daB 
o,(Ga-") =1+>p (lgs<m). 


Vor allem wollen wir beweisen, da8 durch die erwihnten Untergruppen 
von der Ordnung p™~* alle Untergruppen dieser Ordnung der Gruppe G,"~” 
erschépft sind. 

Man erkennt leicht, daB der Durchschnitt zweier beliebiger Unter- 
gruppen der Reihe (1) eine und dieselbe zyklische Gruppe G;,-, von der 
Ordnung p™~* ist; hieraus folgt, daB die Anzahl der verschiedenen Ele- 
mente, die in den Untergruppen der Reihe (1) liegen, gleich 


p™-*+ (1+ p)(p""* —p™"*) =p” 
ist, d. h. in den Untergruppen der Reihe (1) befinden sich alle Elemente 
der Gruppe GS"-”. Man kann dabei beweisen, daB alle Elemente der 
Gruppe Gg"~”, deren Ordnungen nicht gréBer als p™~* sind, in G{";” 
liegen. In der Tat, da jede der zyklischen Untergruppen der Reihe (1) 
genau y(p”~*) = p™~*(p —1)*) Elemente von der Ordnung p™~* ent- 


*) Mit dem Symbol hd werden wir iiberhaupt eine Gruppe von der Ordnung p* 
bezeichnen, in welcher die héchste vorkommende Ordnung eines Elementes p? (b< a) ist. 

*) Diese Bemerkung, sowie auch einige andere, die mir die Méglichkeit gaben, 
die urspriingliche Redaktion meiner Arbeit zu vereinfachen, verdanke ich Herrn Prof. 
0. J. Schmidt. 

®) The theory of groups of finite order — edition), p. 135. 

*) p(p™~*) bezeichnet die bekannte Eulersche Funktion. 
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halt, so enthalt GS"~"” genau p™~*(p—1) Elemente dieser Ordnung, 
woraus folgt, dab G{"-” 
p™— p""*(p—1)=p™"* 

Elemente besitzt, deren Ordnungen nicht gréBer als p”~* sind, w. z. b. w. 

Nun sei G,, irgendeine Untergruppe von der Ordnung p™~* der 
Gruppe G,"~". Wenn Gj, eine zyklische Untergruppe ist, so mu8 G;, not- 
wendig mit einer von den zyklischen Untergruppen der Reihe (1) iiberein- 
stimmen. Wenn nun G,, eine nicht-zyklische Untergruppe von der Ord- 
nung p”™~* ist, so sind die Ordnungen ihrer Elemente nicht gréBer als 
p™~*, folglich sind sie alle in G&">,” enthalten, so daB G), = GS";,”. 

Auf solche Weise haben wir bewiesen, daS 


On—1(Gm) =1+p. 
Jetzt wollen wir zeigen, daB auch 


0 (G%-")=1+4>p (s<m-—2). 
In der Tat, alle Untergruppen von der Ordnung p* (s < m — 2) sind in 
Gi” enthalten. Wenn dabei s << m— 2 ist, so sind alle diese Unter- 
gruppen in der einzigen nicht-zyklischen Untergruppe Gg"y” von der Ord- 
nung p™ * der Gruppe G{";” enthalten. Indem man so fortfahrt, erhalt 
man folgendes Resultat: Alle Untergruppen von der Ordnung p’* (s < m — 2) 
der Gruppe G"~” sind in einer nicht-zyklischen Untergruppe G{), von 
der Ordnung p*** enthalten, folglich ist 


‘ 0, (G2"-”) = 0, (481) =1+4+ p, 
w. Zz. BD. W. 


Also im Falle, daB die nicht-zyklische Gruppe G von der Ordnung p™ 
(p > 2) Elemente von der Ordnung p”™~* besitzt, wird die Kongruenz 


o,(@) = 1+ p(mod p*) (lgs<m) 
zur Gleichheit. 


§ 4. 

Jetzt wollen wir zur Betrachtung des Falles iibergehen, wo die Gruppe @G 
keine Elemente von der Ordnung p™~* enthalt. Nehmen wir an, daB G, 
und G, zwei beliebige Untergruppen von der Ordnung p”™~* der Gruppe G 
sind. Ihr Durchschnitt sei D. Da G, und G, Normalteiler von G@ sind, so 
ist auch D Normalteiler von G, wobei, wie bekannt, die Ordnung von D 
gleich p”~* ist. Die Faktorgruppe G/D von der Ordnung p? ist Abelsche 
Gruppe und dabei vom Typus (p, p).*) Bezeichnen wir jetzt mit 


8 


*) Burnside, Theory of groups, 8. 127 — 128. 
Mathematische Annalen. 104. 51 
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alle verschiedenen Untergruppen von der Ordnung p™~* der Gruppe G, 
die D enthalten. Da jede dieser Untergruppen D als Normalteiler enthilt, 
so ist auf Grund des Hilfssatzes von § 1 die Anzahl dieser Untergruppen 
der Anzahl der Untergruppen von der Ordnung p in G/D gleich, so daB 
z=1+>p. Die Reihe von 1 + p Untergruppen 

G,, Ge, ++. Gy 4, 
werden wir ,Fundamentalreihe* nennen. Jetzt teilen wir alle eigentlichen 
Untergruppen von der Ordnung p* (1<s<m) der Gruppe @ in zwei 
Kategorien ein. Die Untergruppen von der Ordnung p’, die wenigstens in 
einer von den Untergruppen der Fundamentalreihe enthalten sind, wollen 
wir zur ersten Kategorie rechnen. Zur zweiten Kategorie rechnen wir die 
Untergruppen von der Ordnung p’, die in keiner von den Untergruppen 
der Fundamentalreihe enthalten sind. Die Anzahl der Untergruppen der 
ersten Kategorie bezeichnen wir mit u,, die Anzahl der Untergruppen der 
zweiten Kategorie mit u’, so dab 
(I) o,(@) =u, + u. 
Es sei bemerkt, daB alle Untergruppen der zweiten Kategorie nicht-zyklische 
Gruppen sind. In den Untergruppen der Fundamentalreihe sind alle Ele- 
mente der Gruppe G enthalten. Daraus folgt, daB jede zyklische Unter- 
gruppe von @ zur ersten Kategorie gehért, folglich ist jede Untergruppe 
der zweiten Kategorie nicht-zyklische Gruppe. Diese Bemerkungen werden 
wir spaiter benutzen kénnen. Wir wollen zuerst die Form der Anzahl der 
Untergruppen der ersten Kategorie untersuchen. 


§ 5. 

Indem wir den Satz 1 durch Induktion beweisen, nehmen wir an (§ 2), 
da8 er fiir alle nicht-zyklischen Gruppen von jeder Ordnung p™ < p”, 
p > 2, richtig ist. Wir wollen nun zeigen, da unter dieser Voraussetzung 
die Kongruenz 

u, = 1+ p(mod p*) (1<e<m) 

besteht. Nehmen wir zuerst an, daB s< m— 2 ist. Dann miissen wir 
zwei Faille unterscheiden. 

1. D ist eine nicht-zyklische Gruppe. 

Fiir die nicht-zyklische Gruppe D von der Ordnung p™~* < p” gilt 
der Satz nach Voraussetzung, so daB 
(1) o,(D) = 1+ p(mod p*) (s<m—2). 
Fiir jede der Untergruppen der Fundamentalreihe ist der Satz ebenfalls 
als richtig vorausgesetzt, folglich 
(2) o,(G;) = 1+ p(mod p*) (§=1,2,...,1+>p). 
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Da D der Durchschnitt zweier beliebiger Untergruppen der Fundamental- 
reihe ist, so ist offenbar 


i=l+p 
(3) u,=e(D)+ X (2,(4,) — @,(D)). 
Aus den Kongruenzen (1) und (2) erhalt man 


o,(@;) — e,(D) = 0 (mod p*) (¢=1,2,...,1+>p), 
folglich 
i=l+p i 
p> (o,(G;) — @,(D)) = 0( mod p*), 


und wir erhalten wegen (1) und (3) 


u, = 1-+ p(mod p*) (s<m—2). 

2. D ist eine zyklische Gruppe. 

In diesem Falle enthalt jede Untergruppe der Fundamentalreihe, da 
sie eine nicht-zyklische Gruppe von der Ordnung p™~* ist und Elemente 
von der Ordnung p™~* besitzt, genau 1+ p Untergruppen von der Ord- 
nung p* ($3). Die zyklische Gruppe D enthalt nur eine Untergruppe von 
der Ordnung p’, folglich 

u,=1+p(l+p)=1+p+p*=1+ p(modp*) (s<m-—2). 
Setzen wir jetzt voraus, daB s = m — 2 ist. In diesem Falle, unabhingig 
davon ob D eine zyklische oder nicht-zyklische Gruppe ist, hat man 


i=i+p 


(4) u..=1+ DS (o,_.(G,) —1). 
i=1 
AuBerdem haben wir 
(5) 0, 9(G;) = 1+ p(mod p*) (lstsSl+p). 
Aus (5) zieht man 

©» —2(G,) — 1 = p(mod p*) (lsisl+p), 

also 
i=1+p i=l+p 


2 (Qn-9(G) —1) = = p= p+ p*(mod p*), 


t= 
woraus folgt 
t=1+p 


Py (Om —2(G,) wa 1) S p (mod p*), 


und wegen (4) 
u,,, = 1+ p(mod p*). 
Wenn schlieGlich s = m —1, so ist es klar, da8 


u._,=1+>p. 
Also, ist 1< s < m—1, 80 ist 
(II) u,=1-+ p(mod p*). 


51* 
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§ 6. 

Wir wollen jetzt beweisen, daB unter der Voraussetzung des § 2 die 
in iid u; = 0 (mod p*) .-(isesim-l1) 
besteht. 

Wenn uj=0 (d.h. wenn die Gruppe @ keine Untergruppe von der 
Ordnung p* der zweiten Kategorie besitzt), so wird diese Kongruenz zur 
Gleichheit. Nehmen wir jetzt an, daB uj > 0 ist. 

Wir wollen zuerst den Fall s > 2 betrachten. G@’ sei irgendeine Unter- 
gruppe von der Ordnung p* der zweiten Kategorie; mit p* bezeichnen 
wir die Ordnung des Durchschnittes von G’ und D. 

Wir zeigen, daB s’ = s — 2. 

Ware namlich s’< s — 2, so ware die Ordnung der Untergruppe G’ D 
(@’D ist eine Gruppe, da D Normalteiler von G ist) gleich 

p*- p™-?/ oT on pmte—i-e > p™, 
was nicht méglich ist. 

Wire nun s’=s—1, so wiirde die Ordnung der Untergruppe G’D 
gleich p™-' sein, so daB G’ in der Untergruppe G’D der Fundamental- 
reihe enthalten wire, gegen die Voraussetzung. Also ist s’ = s — 2. Hieraus 
folgt, daB jede Untergruppe von der Ordnung p* der zweiten Kategorie 
immer eine und nur eine Untergruppe von der Ordnung p*~* der Gruppe D 
enthalt. Wir wollen jetzt alle Untergruppen von der Ordnung p* der 
zweiten Kategorie in Systeme einteilen, indem wir zu einem System solche 
Untergruppen rechnen, die eine und dieselbe Untergruppe von der Ord- 
nung p*-* der Gruppe D enthalten. Bezeichnen wir diese Systeme mit 


X,,» X,,» =< X,.: 
Die Anzahl der Untergruppen im System X,;, (1 <0’ <0) bezeichnen wir 
mit n,’,, und mit 

1), GE, won Gree 


alle verschiedenen Untergruppen, die dem System X,, angehéren. 
Wie wir eben bewiesen haben, kann eine und dieselbe Untergruppe 


von der Ordnung p‘ der zweiten Kategorie nicht gleichzeitig zwei Systemen 
angehéren; hieraus folgt 


o'=a 


a= 5 te: 


o’=1 


Wir wollen nun zeigen, daB die Kongruenz besteht 


Na’, = 0 (mod p*) (ls o’S 6; 8 >2). 
Mit n,,, haben wir die Anzahl der Untergruppen im System X,-, bezeichnet. 
Wir wollen noch einige weitere Bezeichnungen einfiihren. 














Anzahl] der Untergruppen in p-Gruppen. 785 


Ist D,-» diejenige Untergruppe von der Ordnung p*~* der Gruppe D, 
welche in jeder Untergruppe des Systems X,’, enthalten ist, und ist F 
eine Untergruppe von der Ordnung p/ (e</f) der Gruppe G, die D,_, 
enthalt, so werden wir die Anzahl aller Untergruppen von der Ordnung p* 
der Gruppe F, die D,_» als Normalteiler enthalten, mit op,p, , bezeichnen. 

Die Anzahi aller Untergruppen von der Ordnung p* der ersten Kate- 
gorie, die D,_» als Normalteiler enthalten, bezeichnen wir mit op,.; die 
Anzahl der ebensolchen Untergruppen der zweiten Kategorie mit op, ,, so daB 


(I’) 04, Ds, = op,_, +> oD, . 


Wir zeigen nun, daB D,_, als Normalteiler in jeder Untergruppe des 
Systems X,’, enthalten ist. 

Ist G Abelsche Gruppe, so ist unsere Behauptung selbstverstindlich. 
Angenommen nun, @G ist nicht-Abelsche Gruppe und D,_» ist nicht 
als Normalteiler z. B. in der Untergruppe G{°’ enthalten. Dann wiirde die 
Anzahl der Untergruppen von GY”, die in G{ mit D,-. konjugiert 
sind, gréBer als 1 sein, und da D als Normalteiler von G alle mit D,_» 
konjugierten Untergruppen enthalten mu8, so wiirde die Anzahl der Unter- 
gruppen von der Ordnung p*~? der Gruppe D, die in G{°? enthalten sind, 
gréBer als 1 sein, d. h. G@{”? wiirde gegen die Voraussetzung eine Unter- 
gruppe der ersten Kategorie sein. Also ist D,-, in jeder Untergruppe 
aus X,, als Normalteiler enthalten. Da auBerdem die Untergruppen des 
Systems X,-, die einzigen Untergruppen von der Ordnung p* der zweiten 
Kategorie sind, die D,_» enthalten, so ist 


op,., nad No's ° 
Indem wir dies in (I’) einsetzen, erhalten wir 
(1”), 0G, D.-. = 9D, + Mo's (> 2). 


Wir bezeichnen nun mit D{{’ den Durchschnitt der Untergruppe @{°’ 
(lS i<nq,) aus dem System X,-, und der Untergruppe G, (1 sk<1+p) 
der Fundamentalreihe. Offenbar ist die Ordnung von Di gleich p*-'. 
D{~ von der Ordnung p*~* ist in einer Untergruppe G,, von der Ord- 
nung p* der Gruppe G, enthalten. Man kann nun beweisen, daB D, , als 
Normalteiler in G,, enthalten ist und daB G,, nicht in D enthalten ist. 

Wir setzen zunichst voraus, da8 G@ nicht Abelsch ist. 

Man bemerkt vor allem, daB D{<’ Normalteiler von G,, ist. Ware 
nun D,_: nicht Normalteiler von G;,, so miBte D{f’, die D,_» enthilt, 
auch alle Untergruppen, die in G,, mit D, , konjugiert sind, enthalten, 
und da diese Untergruppen auch in D enthalten sein miissen, so wiirde 
die Anzahl der Untergruppen von der Ordnung p*-* der Gruppe D, die in 
D{ und also auch in G‘’? enthalten sind, groBer als 1 sein, gegen die 
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Voraussetzung. Da DY in D nicht enthalten ist, so ist natiirlich auch G., 
nicht in D enthalten. Fiir Abelsche Gruppe G ist der erste Teil unserer 
Behauptung evident; der zweite Teil folgt wie fiir die nicht-Abelsche Gruppe. 
Also ist bewiesen, daB jede Untergruppe der Fundamentalreihe Unter- 
gruppen von der Ordnung p* besitzt, die nicht in D enthalten sind und 
die D,_, als Normalteiler enthalten. 

Hieraus folgt, da8 

Ds = 1+ Pp 

ist. Folglich ist immer 


op,.,. > a 
und a fortiori 


0G, Ds. = 9D, + Mo's > 1. 


Die Ungleichung o¢,p,,>1 auf Grund des Hilfssatzes von §1 und 
der Methode der vollstindigen Induktion zieht nach sich 


(I’) 0o,p,.. = 1+ p(mod p*) (¢ > 2). 
Wir wollen jetzt die Form der Zahi cp, _ untersuchen. 

Es ist klar, daB op, ,—1-+-p. Betrachten wir nun den Fall s< m—1. 
Nehmen wir zuerst an, daB op p, , > 1 ist. Dann wird die Kongruenz bestehen 
Op,p,-. = 1+ p(mod p’*). 

Wie oben bewiesen, besteht immer die Ungleichung 


06;, Ds. > OD, Des (lstsl1+p), 
und da nach Voraussetzung gp,p,,> 1 ist, so ist a fortiori 
06,,D,-. > 1 (ists1l+p). 
Hieraus folgt, daB 
0¢;,D,. = 1+ p(mod p*) (lstS1+>). 
Es ist ersichtlich, daB op, in der Form von 
i=l+p 


OD,_, = OD, Di. = ( 06;,Ds.— OD, Ds) 
dargestellt werden kann. 

Indem wir jetzt wértlich die Uberlegungen von § 5, die sich auf den 
Fall s << m— 2, D-nicht-zyklische Gruppe beziehen, wiederholen, gelangen 
wir zur Kongruenz 

Op,, = 1+ p(mod p*). 

Nehmen wir jetzt an, daB opp, ,.—1 ist. Da immer o¢,,p, , > op,p,_, 

ist, so mu8 auch in diesem Falle g¢,,p,,>1 sein, so daB wie friiher 


0¢,,D.. = 1+ p(mod p*). 
Ferner ergibt sich, daB im vorliegenden Falle 


t=1+p 


op,,=1+ = (0¢,,0.. — 1). 
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Indem wir nun ebenso wie im Falle s = m — 2 von § 5 verfahren, erhalten 
wir wieder 

op, ,= 1+ p(mod p’). 
Angenommen endlich, daB gp p,,= 9 ist. Bezeichnen wir mit 


(g) G;..; Ges, eee Gass (m,= Sp,.,) 
alle verschiedenen Untergruppen von der Ordnung p* der ersten Kategorie, 
die D, 2 als Normalteiler enthalten. Mit D{*} wollen wir den Durchschnitt 
von G;,, und D (1<i<™m,) bezeichnen. Die Ordnung jedes Di" ist 
gleich p*-'. 

Wir wollen zuerst beweisen, daB 


(d) Dity = Di!y =.» = Dims, v- 
Wir nehmen das Gegenteil an und setzen z. B. voraus, dab 
Dity + Dit (¢ +1). 


Die Untergruppe D,_» ist in jeder Untergruppe der Reihe (d) enthalten; 
dabei ist D, 2, die Gruppe von der Ordnung p*-*, Normalteiler jeder 
dieser Untergruppen von der Ordnung p*~'. Speziell ist D,., Normalteiler 
beider Untergruppen D{"> und D{*>, woraus folgt, daB D,-, auch Normal- 
teiler von Q, ={D{*p, Dj"y} ist. Wenn aber D{*y + Dj'5 ist, so ist die 
Ordnung von Q, nicht kleiner als p*. Hieraus folgt, daB D,_» als Normal- 
teiler in einer Untergruppe von der Ordnung p* der Gruppe D enthalten 
sein muB, was aber unserer Voraussetzung widerspricht. Also enthalten im 
vorliegenden Falle alle Untergruppen von (g) eime und dieselbe Unter- 
gruppe D{* = D,_, von der Ordnung p*-' der Gruppe D. 

Es sei @ die gréBte Untergruppe der Gruppe G, die D,_» als Normal- 
teiler enthilt. Jede der Untergruppen der Reihe (g) ist in Q enthalten; 
dabei sind die Untergruppen dieser Reihe die einzigen Untergruppen von 
der Ordnung p* der Gruppe Q, die D,_, enthalten. In der Tat, da D,_, 
in D,_, enthalten ist, so muB jede Untergruppe von Q, die D,_, enthilt, 
zugleich auch D, _, enthalten, und dabei als Normalteiler, denn D,_, ist 
Normalteiler von Q; aber keine der Untergruppen von der Ordnung p* der 
zweiten Kategorie kann D, , enthalten (§ 6), folglich sind durch die 
Untergruppen der Reihe (g) alle Untergruppen von der Ordnung p* der 
Gruppe Q, die D,_, enthalten, erschépft. Da dabei D,_, als Normalteiler 
in jeder dieser Untergruppen enthalten ist, und op, , >1 ist, so ist 


(III’) op, ,= 1+ p(mod p’). 


Also, ist 2 << s < m, so ist die Kongruenz (III’) in allen Fallen erfiillt. Indem 
wir (III’) von (II’) subtrahieren, erhalten wir, mit Beriicksichtigung von (I”), 


Nos = 0¢,D,. — 9p,., = 0 (mod p*) (s> 2). 
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Diese Kongruenz gilt fiir beliebiges o’< o, also 


a= ‘5 ny, = 0 (mod p*) (2<e<m). 
o’=1 
AuBerdem hat man (§ 5) 
u, = 1+ p(mod p’*) (lss<m), 
folglich 
o.(G) = u, + u; = 1+ p(mod p*) (2<8e<~m). 
§ 7. 


Es bleiben noch die Fille s = 2 und s=1 mu untersuchen. 

Der Fall s =1 ist der einfachste. In der Tat, da alle Untergruppen 
von der Ordnung p zyklische Gruppe sind, so gehéren sie alle zur ersten 
Kategorie (§ 4), folglich ist uj — 0; und da u, =1-+ p (mod p’) ist (§ 5), 
so ist 

@,(@) = u, + uj =u, =1+ p (mod p*). 
Wir wollen nun den Fall s = 2 betrachten. Ist uj—0, so ist (§ 5) 
0, (G) = u, =1+ p (mod p*). 
Nehmen wir nun an, daB u! > 0 ist. 

Bezeichnen wir mit H, eine der Untergruppen von der Ordnung p* 
der zweiten Kategorie. Die Ordnung des Durchschnittes von H, und D 
ist gleich p*-*=1 (§ 6), db. H, und D besitzen keine gemeinsamen 
Elemente auBer £. 

Es sei nun bemerkt, daB der Normalteiler D in einer Hauptreihe ent- 
halten ist. Er enthalt infolgedessen einen Normalteiler P von G von der 
Ordnung p. Da P in H, nicht enthalten ist, so ist das System H, P = PH, 
eine Gruppe von der Ordnung p’. 

Da8 H,P die Abelsche Gruppe vom Typus (p, p, p) ist, folgt daraus, 
da8 H, als eine Untergruppe der zweiten Kategorie nicht-zyklische (§ 4) 
Gruppe ist und da8 jedes Element aus P zum Zentrum von G@ gehért*), 
und folglich auch zum Zentrum von H,P. Es ist klar, daB H,P zur 
zweiten Kategorie gehért, woraus folgt (§ 6), daB die Ordnung des Durch- 
schnittes von H,P und D gleich p ist; dieser Durchschnitt stimmt also 
mit P iiberein. Es gibt 1-+-p-+p* verschiedene Untergruppen von der 
Ordnung p* in der Gruppe H,P.*) Die Anzahl derjenigen Untergruppen 
von der Ordnung p’, die P enthalten, ist gleich 1-+-p (Hilfssatz von § 1); 
folglich ist die Anzahl der Untergruppen von der Ordnung p* der zweiten 
Kategorie, die in H, P enthalten sind, gleich p’*. 


*) Burnside, Theory of groups, 8. 127. 
*) Davon kann man sich tiberzeugen, indem man zeigt, da8 o, (H, P) = 0, (H, P). 
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Setzen wir jetzt voraus, da8 eine Untergruppe Hy von der Ordnung p* 
der zweiten Kategorie existiert, die in H, P nicht enthalten ist. Indem wir 
die soeben angefiihrten Uberlegungen wiederholen, kénnen wir beweisen, daB 
die Anzahl aller Untergruppen von der Ordnung p* der zweiten Kategorie 
von G, die in der Gruppe H}P enthalten sind, gleich p* ist. Dabei ist 
keine dieser Untergruppen in H,P enthalten, weil sonst H;P mit H,P 
identisch ware. Die Gruppen H,P und H, P besitzen also im ganzen 2p" 
verschiedene Untergruppen von der Ordnung p* der zweiten Kategorie. 

Eine Fortsetzung dieses Verfahrens liefert offenbar das folgende Re- 
sultat: Die Anzahl aller Untergruppen von der Ordnung p* der zweiten 
Kategorie ist gleich rp*, wo r die Anzahl derjenigen Untergruppen von 
der Ordnung p* bezeichnet, die P und gleichzeitig einige Untergruppen 
von der Ordnung p* der zweiten Kategorie enthalten. 

Also hat man 

us = rp* = 0 (mod p*); 
auBerdem 
u,=1-+ p (mod p*), 
folglich 
0,(@) =u, +u, =1+ p (mod p*). 
Damit ist der Saiz 1 vollstdindig bewiesen. 

In nahem Zusammenhang mit dem soeben bewiesenen Satze steht 
folgender 

Satz 1". Gibt es in einer Gruppe G von der Ordnung p™ (p> 2) 
(p-Gruppe) Untergruppen von der Ordnung p™, die eine Untergruppe G’ 
von der Ordnung p™ (m,<_m,< m) als Normalteiler enthalten, so ist 
die Anzahl dieser Untergruppen von der Ordnung p™ entweder gleich 1 
oder =1-+-p (mod p*). 

Wenn G eine zyklische Gruppe ist, so ist die Richtigkeit dieses Satzes 
evident, wobei auch der Fall » = 2 nicht ausgeschlossen ist. Wenn G eine 
nicht-zyklische Gruppe von der Ordnung p™ (p > 2) ist, so folgt unmittelbar 
der Satz 1* aus dem Satze 1 und aus dem Hilfssatze von § 1. 

Andererseits, wenn wir in der Bedingung des Satzes 1* G’ =1 setzen, 
so werden wir zum Satz 1 gefiihrt, so daB der Satz 1 einen speziellen 
Fall von Satz 1* bildet. 


§ 8. 


Im Falle p = 2 ist die Induktion unanwendbar, denn es enthilt z. B. 
die Quaternionengruppe, eine nicht-zyklische Gruppe von der Ordnung 2°, 
nur eine Untergruppe von der Ordnung 2. Jedoch gilt fiir einige Typen 
von Gruppen von der Ordnung 2™ ein dem Satze 1 analoger Satz. 
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Nehmen wir zunichst an, dab G, eine nicht-zyklische Abelsche Gruppe 
von der Ordnung 2™ ist. Es kann bewiesen werden, daB die Anzahl der 
eigentlichen Untergruppen von gegebener Ordnung in der Gruppe G, kon- 
gruent 3 (mod 4) ist. Wenn G, Elemente von der Ordnung 2”~* besitzt, 
so ist die Anzahl ihrer Untergruppen von jeder Ordnung 2° (1< 8s < m) 
gleich 3. Speziell ist dies richtig fiir die nicht-zyklische Abelsche Gruppe 
von der Ordnung 2°. Wir kénnen also die Induktion anwenden, indem 
wir den angefiihrten Satz mit Hilfe von Uberlegungen beweisen, die den 
Oberlegungen der vorhergehenden Paragraphen analog sind. 

Auf Grund des Satzes 1 ist die Anzahl der Untergruppen von der 
Ordnung p* in einer nicht-zyklischen Abelschen Gruppe von der Ordnung p™ 
(p>2, lg s<m)=1+p (modp’). 

Wenn wir diese Resultate vereinigen, werden wir zum Millerschen 
Satze gefiihrt. Betrachten wir noch die Gruppe G, von der Ordnung 2”, 
wo m= 4 ist, welche die Elemente von der Ordnung 8 nicht enthilt. 
Die Ordnungen der Elemente in den Untergruppen und Faktorgruppen 
der Gruppe G, sind ebenfalls nicht gréBer als 4. Ferner kann man sich 
unmittelbar iiberzeugen, daB in jeder Gruppe von der Ordnung 2*, die 
Elemente von der Ordnung 8 nicht enthilt, die Anzahl der eigentlichen 
Untergruppen von gegebener Ordnung = 3 (mod 4) ist. Also ist auch in 
diesem Falle die Methode der vollsténdigen Induktion anwendbar, und der 
Satz gilt fiir G,. 

Speziell ist der Satz richtig fiir die Hamiltonsche Gruppe von der 
Ordnung 2” (m= 4). 


§ 9. 


Nach dem Theorem von Frobenius ist die Anzahl der Untergruppen 
von der Ordnung p” in einer Gruppe G@ von der Ordnung p”™ 
(p22, 0<s<m) =1 (mod p). 

Durch Uberlegungen, die ihrem Wesen nach denjenigen analog sind, 
welche wir beim Beweise des Satzes 1 anwandten (die Worte ,,kongruent 
1+ p modulo p*“ werden iiberall durch die Worte ,,kongruent 1 modulo p“ 
ersetzt werden miissen) kénnen wir einen neuen Beweis dieses Satzes 
erhalten. 


§ 10. 


Wie schon angedeutet worden ist, erméglichen die Sitze von Frobenius 
und Miller (siehe die Einleitung), den folgenden Satz zu beweisen: 

Satz 2. Die Anzahl aller Elemente in einer nicht-zyklischen Gruppe G 
von der Ordnung p™ (p > 2), deren Ordnungen in p* aufgehen (1< s<m), 
ist durch p’** teilbar. 
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Der Kiirze wegen wollen wir folgende Bezeichnungen gebrauchen. Wir 
bezeichnen die Elemente von G, deren Ordnungen in p™’ (m’< m) auf- 
gehen, mit e,~. 

Nun sei n,(@) die Anzahl aller e., der Gruppe G (d.h. die Anzahl 
aller Elemente von G, durch deren Ordnungen p* teilbar ist) und »,(G@) 
die Anzahl der Elemente von der Ordnung p*. Vor allem bemerkt man, 
daB n,(@) folgendermaBen dargestellt werden kann 
(1) n,(G) =n,,,(@) — 0,,1(@) (lss<m). 
Nach dem Theorem von Frobenius ist n,,,(@) durch p**? teilbar. 

Gibt es in G kein Element von der Ordnung p**’, d. h. ist n,, ,(@) = 0, 
so ist wegen (1) 

n,(G) = n,,3(@), 
folglich ist n,(@) durch p*** teilbar. 

Ist nun 7,,,(@) > 0, so ist nach dem Satze von Miller die Anzahl ¢, , , 
aller zyklischen Untergruppen von G von der Ordnung p*** durch p 
teilbar, so daB c,,,—kp, wo k eine ganze Zahl ist. Nun hat man 


Nyai(G) = o(p’**)e,,,=p"**(p—Dk, 


d. h. »,,,(@) ist durch p*** teilbar; das gleiche gilt also auch fiir 
n,(@) oF n,43(@) aS N,41(@). 

Wir wollen jetzt einen anderen Beweis von Satz 2 anfiihren. Wir 
schicken folgende Hilfssitze voraus. 


Hilfssatz 1. Wenn eine nicht-zyklische Gruppe G=G""” (§ 3) 
von der Ordnung p™ Elemente von der Ordnung p™~* besitzt, so ist die 
Anzahl aller ep» der Gruppe GS"~” gleich p’**’. 

Ist s = m —1, so ist offenbar 


(m—1) (m—1)+1 
mn) . 


Thy —a( =p =» 

Ist nun 0 <s<m-—1, so sind alle ep» von G{"~” in der einzigen 
nicht-zyklischen Untergruppe Gf" von G{"-” von der Ordnung p”~* 
enthalten (§3). Ist dabei s< m— 2, so sind alle e,»» in der nicht- 
zyklischen Untergruppe G4";" von G{";” enthalten. Indem man diese 
Uberlegung fortsetzt, beweist man, daB alle e. von G"~” in der nicht- 
zyklischen Untergruppe G“), enthalten sind; also 

n,(Gm) = 0,(Get1) = p*** (lss<m), 
w. z. b. w. 

Hilfssatz 2. Wenn der Durchschnitt D’ zweier Untergruppen von 
der Ordnung p™~* der Gruppe G = GS” (§3) eine zyklische Gruppe 
tat, so tat 

n,(Gn"~”) = p*** (l<s<m-—1). 
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Nehmen wir an, dab 
Gi, Gs, o oes Cisse 


diejenige Fundamentalreihe (§ 4) der Gruppe Gx" darstellt, deren Unter- 
gruppen D’ enthalten. Bezeichnen wir mit n,(@j) die Anzahl aller e,., 
in der Untergruppe Gj. Auf Grund des Hilfssatzes 1 hat man 


n, (Gi) = p*** (1stS1+ p). 
Nun beachte man, daB8 in den Untergruppen der Fundamentalreihe alle 


Elemente der Gruppe @ liegen (§ 4); speziell sind in diesen Untergruppen 
alle ¢,», der Gruppe G enthalten, folglich 


i=l+p 
n(n ")=p'+ 2S (m,(G) —p*) =p" + (1+ p)(p"** — p’) = p’**, 
w. z. b. w. 


Aus dem bewiesenen Hilfssatz folgt 


n,(Ga-”) =n, (Ga"-”) — n,_, (Gn) = p**? — p**? = p’**(p—1) 
(1<e<m-—1). 


Jetzt wollen wir den Satz 2 beweisen. 

Fiir die nicht-zyklische Gruppe von der Ordnung p* gilt offenbar 
der Satz. Wir kénnen folglich vollstindige Induktion anwenden. Wir 
setzen den Satz als bewiesen voraus fiir alle nicht-zyklischen Gruppen, 
deren Ordnung ein echter Teiler von p”™ ist, und beweisen ihn dann fiir 
die gegebene Gruppe von der Ordnung p™ (p > 2). 

Es sei 

G,, G,,.--, G4, 
eine Fundamentalreihe der Gruppe G und D diejenige Untergruppe von 
der Ordnung p™~*, die in jeder Gruppe G, enthalten ist. 

Die Fille, wo die Gruppe G Elemente von der Ordnung p™~* besitzt 
oder wo G= GS""”, D syklische Gruppe ist, wurden schon in den Hilfs- 
sitzen 1 und 2 erértert. Es bleibt nur der Fall zu untersuchen, wo G kein 
Element von der Ordnung p™~* besitzt und D eine nicht-zyklische Gruppe 
ist. Vor allem bemerken wir, daS in diesem Falle 


n,,_1(4) =n, _,(G) = p™. 


Nehmen wir jetzt an, daB s<m-— 3 ist. Fiir die nicht-zyklische 
Gruppe D, ebenso wie fiir die Untergruppen der Fundamentalreihe gilt 
der Satz nach Voraussetzung, so dab 
2) n,(D) = kp'** 
und 


(3) n,(@,) = k,p*** 
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ist, wobei k, k,, k,,...,%,,, ganze Zahlen sind. Nun ist aber 
t=l+p 
(4) n,(@) _ n,(D) + = (n,(G,) i" n,(D)). 


Indem wir aus (2) und (3) in (4) einsetzen, erhalten wir 
n,(@) — b’p**?, 


wo 
‘ i=il+p 
bowk+ & (b,—&), 
womit der Satz 2 vollstandig bewiesen ist. 


Moskau, 5. August 1930. 


(Eingegangen am 11. 8. 1930.) 








Ober die Verteilung der Primzahlen in Polynomen. 


Von 
Hans Heilbronn in Géttingen. 


Hauptsatz. Hs sei f(x) ein ganzwertiges Polynom*) vom Grade n= 2. 
P(E, f) = P(é) bezeichne fiir § >2 die Anzahl der natiirlichen Zahlen x<é, 
fiir die f(x) =p Primzahl ist. Dann ist 

g 
(1) P(E) S% fogs 

Hier und in der Folge bezeichnen lateinische Buchstaben ganze, ratio- 
nale Zahlen, p Primzahlen, griechische Buchstaben reelle Zahlen, «,, ..., a, 
positive Konstanten, die nur von den Koeffizienten von f(z) abhiangen. 

Der Beweis des Hauptsatzes erfolgt mit Hilfe der elementaren Sieb- 
methode des Eratosthenes, die Herr Brun*) mit groBem Erfolg in die 
moderne Zahlentheorie eingefiihrt hat und die von den Herren Schnirelmann‘*) 
und Landau‘) in eine Fassung gebracht worden ist, die sich ohne weiteres 
zum Beweise des obigen Hauptsatzes benutzen laBt. Die Siebmethode ist 
zwar schon mehrfach auf das Problem der Verteilung der Primzahlen in 
Polynomen angewandt worden®), doch ist das einzige bisher in der Richtung 
von (1) vorliegende Ergebnis das von Herrn Nagell*) bewiesene Resultat: 
— Ps) 
lim ——-=0. 


E=a ¢ 





(2) 


*) Ein Polynom hei®t ganzwertig, wenn es fiir ganze, rationale Argumente 
ganze, rationale Werte annimmt. 

*) Viggo Brun, Le crible d’Eratosthéne et le théoréme de Goldbach, Comptes 
rendus hebdomadaires des séances de l’académie des sciences 168 (1919), 8S. 544—546. 

*) L. Schnirelmann, Sur les propriétés additives des nombres, Iswestija Donskowo 
Polytechnitschewskowo Instituta (Nowotscherkask) 14 (1930), S. 3-- 28. 

*) Edmund Landau, Die Goldbachsche Vermutung und der Schnirelmannsche Satz, 
Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, 1930, 8. 255 —276. 

‘) Hans Rademacher, Beitrage zur Viggo Brunschen Methode in der Zahlen- 
theorie, Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Uni- 
versitét 3 (1924), S. 12—30. 

*) Trygve Nagell, Zur Arithmetik der Polynome, Abhandlungen aus dem Mathe- 
matischen Seminar der Hamburgischen Universitat 1 (1922), S. 179-194. 
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Ob (1) scharf ist, wei8 ich nicht, da man bisher fiir kein Polynom 
(8) lim P(2) = 00 


bewiesen hat. 

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf f(z) erstens als irreduzibel, 
zweitens ohne feste Primteiler angenommen werden. 

v(p) bezeichne die Anzahl der inkongruenten Wurzeln der Kongruenz 


(4) f(z) = 0(mod p). 

Dann ist 

(5) 0<v(p) <n, 

und es gibt v(p) Zahlen 

(6) 0S, ,<---< Wy >< P» 

so daB aus (4) 

(7) «=w, ,(modp) fiir ein uw mit 1Qu<v(p) 
folgt. 


Ferner gibt es bekanntlich zu f(z) ein 6 mit b|n!, so daB bf(z) 
ein Polynom mit ganzen, rationalen Koeffizienten ist. Fiir p> dndert 
also v(p) seinen Wert nicht, wenn man statt f(z) das Polynom bf(z) 
zugrunde legt. Hieraus ergibt sich, da® der folgende Hilfssatz, der fiir 
ganzzahlige Polynome von Herrn Rademacher’) als Korollar aus einem 
Satze von Herrn Nagell*) gefolgert worden ist, auch fiir ganzwertige Poly- 
nome gilt. 


Hilfssatz 1. Fiir »>n ist 


(8) as 1 1-)sc. 


n<psn 





Definition. Es sei d>0, h30, k20, p, +d fiir 1S r<k, 
o=0(€)>a,210n; 


(9) l0nsa,<p,<...< poe. 


Dann bezeichne F,, ,(d; p,,---, Py) = F(a; p,,---,D,) (F(d) fir 
k=0) die Anzahl der x mit 


(10) lszsé, 
(11) x =h(modd), 
(12) © Wy,(modp,) fir 1Srsk, 1guso(p,). 


7) loc. cit., S. 27. 
*) T. Nagell, L’intermédiaire des mathématiciens (2) 1 (1922), 8. 129—181. 
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Hilfssatz 2.*) 
(13) F(d;pi,..-, Pe) = F(d) Se 2 (Pr) Pla Pn) 


+ 3 0 (Pr) 0( Pr) F(a pr, Pr,3 Pr» +++» Pry-1)+ 


137,<17,35 
Beweis. Es ist fir k>0 
(14) P(d; py, ---5 Dy) = PCG; Dy, --+> Pe_s) — OCD) FCP; Dy» ---> Pe_a)- 
Denn F(d; p,,.-., p,) ist die Differenz der Lésungszahl von 
l<r<é, r=h(modd), rw, »,(modp,) fir Lor<k—1, lSusv(p,) 
minus der Lésungszahl von 
l<r<é, c=h(modd), x= w, »,(modp,) fir lor<gk—1, loucov(p,), 
r=w,,,(modp,) fiir em u mit lou<v(p,). 
Wendet man (14) sukzessive auf F(d; p,,...,p,_,), F(d; p,,--+s Py_)> 
..+, F(d; p,) statt auf F(d;p,,..., p,) an, so erhalt man 
(15) Fd; pr, «++» Pe) = F(d) — _3_0(Pr,) PCO Pr; Pr» «++» Prr-1)- 
Wendet man (15) mit r,—1 statt k& auf die in (15) hinter dem 


Summenzeichen stehenden Glieder an, so folgt die Behauptung. 
Hilfssatz 3. He sei 


(16) t>0,k=k>k,>...>k20, 

(17) %. > T—_> 2. > Gq, > O, eed fir 15552t. 
3 

Dann ist 


(18) FOS pis» Pa) S PO) +3 (—1)! & 0(Py) «++ 0( Pr) P(r Pr) 


+r P» v(Pr,) eon O( Pree) F( Pr, +++ Drags Pits +++ PMin (ror—1, ke) )« 


yveen Tae 


Beweis. Fiir t=1 Hilfssatz 2. 
Fiir ¢>1 ist nach Hilfssatz 2 


(19) F( p,, +++ Dregs Pts +++ PMin (roc—1. ke) 
= F( Dy, «++ Proc) — S O( Press) F( Pri +++ Proves) 
Tet+s 


+ >» O( Pros.s) O( Presse) P(p,, °° Protyid Pts e+e Protse-1)° 


Tater Tete? 


Aus (19) folgt Hilfssatz 3 durch Schlu8 von ¢ auf ¢+-1. 





*) Vgl. Landau, loc. cit. §2, wo die entsprechenden Hilfssitze in gréBter Breite 
entwickelt werden. 
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Hilfssatz 4. errr ae (16), (17), 


(20) PT: 1) Pir ae, 


t=1 Pr, 





Behauptung. F(1;p,,...,p,)Sét+n I (nk,,)°. 
m=0 


Beweis. Da | F(d) ~5 <1, ist nach Hilfssatz 3 
(21) PQs Py +m) S FC) ‘aed & 0 Pr) ++ 0( Pa) F(Po + Pr) 


<§+5(- 1)' & U(Pn) + (Pu) 5p, ate, 2 (Pr) + -0(Pr,) , 


t=1 


peers 


<i+5 P» wctet Salli cer-tnif an) , 


OL Thy ney Ti 


Hilfssatz 5. Voraussetzung: (16), (17), (20), 
(22) L.= [J (1-2) > = far i<m<t. 


kn<tS ku; 


t 
Behauptung: +<2//L,. 
m=1 


Beweis. Stehe Landau, loc. cit. § 1. 


Hilfssatz 6. Das in (9) auftretende «,>10n set so groB gewahlt, 
daB, wenn x(o) fiir o>, die Anzahl der o nicht tibersteigenden Prim- 
zahlen bezeichnet, 





\ o 
tst. Es set 
Gy 1 
(24) 7S Ma, = 7" 
(25) o=é&", 


Py, +++) P, Aurchlaujen alle durch (9) zugelassenen Primzahlen, also 
ist k= k(&) eindeutig bestimmt. Es set 


(26) Ej, 

wo «&,>2 passend wahlbar ist, so da stets 

(27) k>1. 

Dann kénnen t, ky, ..., k, 80 gewahlt werden, dap sie (16), (22) und 
t-1 2 A 

(28) II (nk,,) Sé 
m=0 


geniigen. 
Mathematische Annalen. 104. 52 
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Beweis. k,=k. Da fir 1Sos<k 1— *P)> =, gibt es ein 








kleinstes k, mit . 

(29) L,= J] (1-"™)><, falls &,>0, | 
ky<sSk, Ps $ 

ein kleinstes &, mit 

‘ be 4 

(30) = [J (1-“™)2 5, falls &,>0, | 
aie 

ein kleinstes k, und so fort, wodurch ¢t, k,, ..., k, eindeutig bestimmt 

sind und (16) und (22) erfiillen. 

Dann ist 
(31) (1-™)1<4 fir 1<i<t-1, 
Px, 
also 
(§ 4 ve 2 8. 


da nach (23) fir 0< m<t—1 


(33) nk, oP,» 
ist also nach Hilfssatz 1 fir 0< m<t—1 
(34) log(nk,,) Slogp, <a, I] (1— se)” 
5 n<PEP,,, P 
(p) a, ' Q Gx- 2 8\™ 
=o IT (1) [ns (3) -38(5). 
t-1 = 
(38) D beg (nk) < ye s( \"< noes S(5) =4 logé, 


t-1 0 
IT (nk,,)’< é4. 


m=0 


Beweis des Hauptsatzes. Es gibt ein «, > ya,, so dab 
(36) lf(a)|\j2 fir rla,. 


Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei §>0«?. Dann folgt aus 
f(z)=p, VE<2x<é (in den Bezeichnungen des Hilfssatzes 6) 


(37) p=f(x)>z>YVi>e, 
(38) p,Af(z) fir 1<os<k, 
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also geniigt x den Bedingungen (10), (11), (12) fiir d=1; d.h. die An- 
zahl der x mit f(z) =p, VE<a<é ist <F(1;p,,...,p,), also gilt 


(39) P(é)< VE+F(1; p,,---s Dy) 





t-1 
<VE+Er +n IT(nk,)* (Hilfssatz 4) 
<y&+é-2 TT (1-"2) + net (Hilfssatz 5 und 6) 
a,<pSe 


n<pse 


1 . 
S (0+ to) joerg + $e 0% foes SM jorge  (Hilfssatz 1) 


(Eingegangen am 16. 12. 1930.) 


Der Zusammenhang zwischen den Darstellungen der 
symmetrischen und der linearen Gruppe. 


(Nachtrag zu meiner Arbeit in diesem Band, 8. 92—95.) 
Von 


B. L. van der Waerden in Groningen (Niederlande). 


Herr I. Schur macht mich aufmerksam, da8 die Bezeichnung der in 
meiner obengenannten Note bewiesenen Tatsachen als der Zusammenhang 
zwischen den Darstellungen ...“ vielleicht irrefiihrend ist. Es handelt sich, 
wie man aus der Note selbst ersicht, nur um einen Teil des Zusammen- 
hangs, der vollstandig zuerst von I. Schur in seiner Dissertation (Berlin 1901), 
sodann von H. Weyl in der Math. Zeitschr. 23 (1925), 8. 271—309, und 
von I. Schur in den Sitzungsber. Berlin 1927, S. 58—75, dargestellt worden 
ist. In meiner Note werden nur die ersten zwei Dritteile des Hilfssatzes V 
der Schurschen Arbeit von 1927 (zugleich mit einem Zusatz iiber die 
Charakterisierung der invarianten Unterriume durch idempotente Symmetrie- 
operatoren) neu bewiesen auf Grund einer von Wey! herriihrenden Uber- 
legung, welche den mehr rechnerischen Beweis der Schurschen Arbeit 
von 1927 zu ersetzen imstande ist, aber auf derselben begrifflichen Grund- 
lage: der Vertauschbarkeit zweier Darstellungen, beruht. 

Das auf S. 94 irrtiimlich als Burnsidescher Satz bezeichnete Theorem 
iiber die Anzah] der linear-unabhiangigen Matrizen in einer vollreduziblen 
Darstellung ist in Wirklichkeit eine von Frobenius und Schur (Berliner 
Sitzungsber. 1906) herriihrende Verallgemeinerung des Burnsideschen Satzes. 

Die Aufstellung aller mit einer vollreduziblen Darstellung vertausch- 
baren Matrizen kann auch (und zwar einfacher) ohne Anwendung des 
genannten Frobenius-Schurschen Satzes nach der Methode des § 3 der 
Schurschen Arbeit ,Neue Begriindung der Theorie der Gruppencharaktere“ 
(Berliner Sitzungsber. 1905) geschehen, ebenso wie es beim Beweis des 
Hilfssatzes V der Schurschen Arbeit von 1927 geschieht. 


(Eingegangen am 25. 2. 1931.) 
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